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2) *Η πρότασις βύναται νά θεωρηθή ώς -ταραζήρηοις έπί τοΟ 
γεωμ. τόπου τής § 1372. 

3) Έκ τής τεμνούσης ΑΜ', εύρίσκομεν 


ΜΌ' 

Ο'Ν' 


Μ Ο Α Α Ζ\ Α Α Α 

, έπειδή Μ' = Μ, Ο'= Ο, Ν' = Ν. 


4) Επίσης, 

Μ'Ό" ΜΟ Α Α \ /■ Ν Α Α Α 

077^7, — , άφοϋ Μ" ι= Μ' = Μ, Ο" = Ο* Ν' ρ = Ν. 


Θεώρημα αντίστροφον 390—1 

1279β. Έάν φέρωμεν τυχοΰσαν χορδήν ΑΜΝ (Σχ. 80ό) δι’ ενός 
των κοινών σημείων δύο τεμνομένων περιφερειών καί διαιρέσωμεν 
τό τμήμα ΜΝ είς δύο άλλα ΟΜ, ΟΝ κατά δοθένχα λόγον πρός άλληλα, 
ιό σημεΐον Ο θά εύρίσκεται έπί περιφέρειας ΑΟΒΟ', διερχομένης διά 
των κοινών σημείων ιών δύο πρώτων. 

θεώρημα 390—11 

1280* Έάν τρεις περιφέρειαι έχουν κοινήν χορδήν ΑΒ, πάσα έφα- 
πιομένη είς τό Α πρός μίαν τών περιφερειών διαιρείται ύπό των δύο 
άλλων και τού σημείου Α είς δύο τμήματα, τών όποιων ό λόγος είναι 
σταθερός. 

Έάν ή ευθεία μΑν έφάπτεται τής περίφερείας ΟΟΌ" (Σχ. 805), 
τό σημεΐον Α άναλαμβάνει τόν ρόλον τοΟ Ο τής προηγουμένης 
άσκήσεως καί θά Εχωμεν 

μΑ __ ΜΟ 

— Ί^Τ ■ 

Ανάλογα συμπεράσματα, έάν ή εύθεϊα έφάπτεται τής περιφέ¬ 
ρειας ΜΜ'Μ” ή τής ΝΝ'Ν''. 

Θεώρημα 390— III 

1281 . Έάν τρίγωνον ΛΜΝ 
κινήται -είς ιό έπίπεδσν του 
είς τρόπον, ώστε νά παρα- 
μένη δμοιον έαυτφ, αί κορυ- 
φαί του Μ, Ν νά γράφουν περι¬ 
φέρειας τεμνομένας κατά κοι- 
νήν χορδήν ΑΒ καί ή πλευρά 
του ΜΝ νά διέρχεται διά τού 
σημείου Α, τότε ή τρίτη κο¬ 
ρυφή αυτού Λ γράφει περι¬ 
φέρειαν, διερχομένην διά τού 
σημείου Β. 

Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΒΛ 
καί ίστω Ο τό σημεΐον ** ευ», 

βπου συναντδται μετά τής 

εύθείας ΜΝ. Τό τετράπλευρον ΛΜΒΝ παραμένει δμοιον πάντοτε 
πρός έαυτό, έπειδή πάσαι αί γονίαι αύτου είναι σταθε- 

Γεω μέτρια 39 
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ΒΜ 


ραί, καθώς καί ό λόγος (§ 1279). Κατά συνέπειαν καί αΐ 

διαγώνιοι τού τετράπλευρου τούτου θά άλληλοδιαιροϋνται είς 
τμήματα Εχοντα σταθερούς λόγους πρός άλληλα. 

Μ Ο 

Εΐναι άρα ό λόγος σταθερός άριθμός καί, κατά τήν 


προηγουμένην άσκησιν (§ 1279), τό σημείο ν Ο γράφει περιφέρειαν 
ΑΟΒ, διερχομένην διά ιών κοινών σημείων τών δύο άρχικών πε¬ 
ριφερειών. 

Β Ο 

Επειδή καί ό λόγος είναι σταθερός άριθμός, τά σημεία 


Λ καί Ο γράφουν περιφέρειας, έχούσας τό σημεϊον Β ώς Εξωτε¬ 
ρικόν κέντρον όμοιότηχος (§ 1279 β). 


θεώρημα 390—IV 

1282 . Δι* ενός των σημείων τομής δύο περιφερειών τεμνομενων» 
φέρομεν τεμνούσας αυτών ΑΒΓ καί χατασκευάζομεν επ’ αυτών σχήματα 
δμοια πρός δοθέν. Δείξατε δτι τά όμόλογα σημεία τών σχημάτων τού¬ 
των γράφουν περίφερε ίας. 

Ή άπόδειξις έπιτυγχάνεται διά συνδυασμοΟ τών θεωρηυάτων 
τών §§ 1279 καί 128.1. 

θ« ούρημα 391 


1283 I Έάν εν σχήμα μεταβάλλεται έν τφ έπιπεδψ ίου είς τρόπον, 
ώστε νά πα ραμένη δμοιον έαυτφ, τρεις δέ εύθεΐαι αύτοΰ νά διέρχωνται 
διά τριών σταθερών σημείων, παν σημείον του σχήματος θά γράφη πε¬ 
ριφέρειαν ^ιιΗυβ ΡβίβΓββη, Ν. Α. 1867, σ. 80). 

"Εστωσαν Α, Γ, Δ τά σταθερά σημεία, ΜΝΡ τό τρίγωνον τών 

τριών ευθειών τών διερχομέ- 
νων διά τών σημείων τούτων 
καί Λ τυχόν σημείον τοΟ με- 
ταβλητοΟ σχήματος. Φέρομεν 
τάς εύθείας ΛΜ καί ΑΝ. 

Επειδή τό τρίγωνον ΜΝΡ 
παραμένει δμοιον έαυτώ, ή 
κορυφή Μ θά κινήται έπΐ τοΟ 
τόξου ΑΜΓ, δεχουένου γω¬ 
νίαν Τσην πρός τήν σταθερόν 
Μ. Όμοίως, τό σημείον Ν θά 
κινήται έπί τοΟ τόξου ΑΝΔ. 

Έπαναπίπτομεν οϋτω είς 
τό προηγούμενον ζήτημα 
(§1281). "Εστω Β τό δεύτερον 
σημείον τομής τών περιφε¬ 
ρειών ΑΜΓ καί ΑΝΔ* έπειδή 
τά σημεία Μ, Ν κινοΟνται 
έπί τών περιφερειών τούτων, 
τό σημείον Ο θά γράφη περι¬ 
φέρειαν ΑΟΒ καί τό Λ άλλην, Εχουσαν τό κέντρον της Κ έπί τής 
προεκτάσεως τής άκτίνος ΒΙ. 
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1283 α* Παρατήρησή. Αι περιφέρειαι - τόποι ,τών διαφόρων σηπίων Λ 
του μεταβλητόν οχήματος, διέρχονται πάοαι δια τον στα&ερον σημείου Β. 

Πράγματι, 

γων. ΑΒΓ = 180° — Μ. ΑΒΔ — 180° — Μ. 

"Αρα: ΓΒΔ = 360« - (Μ + Ν) = 1Θ0<* — Ρ, 

καί τό σημεΐον Β θά άνήκη είς τήν περιφέρειαν ΓΡΔ, ώς καί ΐίς 
πάσαν άλλην περιφέρειαν—τόπον σημείου (Λ) (§ 1281). 

1284 * Σημείωσες* Άνεφέραμεν ήδη καί προηγουμένως τό τόσον 
άξιόλογον έργον του ]. ΡείεΓββη, καθηγηχοΟ είς τό Πολυτεχνείον 
τής Κοπεγχάγης : ΜέΙΗοά€8 βί ΤΗέονιοζ ροατ Ια νέβοΐαίιοη ά€3 ρνο- 
Μέηΐ68 άβ ϋοηβΙΤΗοΙχοη» ρέοιηέΐνιημβ*. 

Τό βργον τοΟτο, μεταφρασθέν ήδη άπό του 1880 είς τήν Γαλ¬ 
λικήν καί άπό τής 17ης έκδόσεως αύτοΟ, είναι χρησιμότατον πρός 
διαπίστωσιν τής ώφελείας τήν όποιαν δύναταί τις νά προσπορι- 
σθή έκ μερικών μεθόδων καταλλήλως έφαρμοζομένων, 

Σχετικώς, έν τούιοις, πρός τήν προέλευσιν τοϋ άνωτέρω θεω¬ 
ρήματος, εΤμεθα ύποχρεωμένοι νά δώσωμεν τάς έπομένας βιβλιο¬ 
γραφικός πληροφορίας: 

Τά θεωρήματα §§ 1281 —1284, προταθέντα Οπό τοΟ I. ΡβίβΓδεπ 
είς τά Ν. Α. του 1866, σ. 480 καί λυθέντα είς τό ίδιον περιοδικόν 
τό 1867, σ. 80, είχον δημοσιευθεϊ ήδη είς τήν Ιδίαν συλλογήν άπό 
τών έτών 1855, σ. 266 καί 1858, σ. 48, είς διάφορα άρθρα τοΟ Π)β 
Γπίΐηβ, ΚαθηγητοΟ, ώς είδικαί περιπτώσεις δμογραφιχών σχημάτων. 

Θεώρημα τοϋ 1^α{ί((ε 391—1 

"Οταν εν σχήμα μεταβλητόν μεγέθους και θέσεως μένη ομοιον έαυτφ : 

1) Έάν τρεϊς εύθείαι αύτοΰ στρέφωνται περί τρία σταθερά σημεία, 
έκαστη περί εν, τυχόν άλλο σημεΐον τοΰ σχήματος γράφει περιφέρειαν. 
Πάσαι αί περιφέρειαι αύιοι διέρχονται διά του αύτοΟ σημείου, τό 
όποίον είναι κοινόν διπλοΰν σημεΐον πάντων των σχημάτων. 

21 Έάν τρία σημεία αύτοΰ κινούνται επί τριών ευθειών, έκαστον επί 
μιάς, πάν άλλο σημεΐον τοΰ σχήματος γράφει έπίσης εύθείαν γραμμήν, 
μία δέ τυχοΰσα ευθεία αύτοΰ περιβάλλει παραβολήν. 

Τά δύο προηγούμενα Θεωρήματα είναι Θεμελιώδη είς τήν στοι¬ 
χειώδη σπουδήν τών σχημάτων, άτινα μεταβάλλονται κατά μέγε¬ 
θος καί θέσιν άλλά παραμένουν όμοια πρός δοθέν σχήμα. 

Σημείωσες, Βλέπε έπίσης Λ\ ^ο^. ηιαίΗ., του Ο&ΐβίαη, 1880, σ. 
72, 172, 219, άρθρα τοΟ ΝβαδοΓ£. 

Θεώρημα τοϋ Ια» //»>« 392 

1286, Έάν εΐς κύκλος κυλίβται, άνευ όλισθήσεως, είς τό εσωτερικόν 
μιάς περιφερείας διπλασίας άκτΐνος, πάν σημεΐον τής περίφερείας τοϋ 
κινητού κύκλου γράφει διάμετρον τής σταθβράς περιφερείας. 

"Εστω ΑΓ ή άκτίς τής μεΥαλυτέρας περιφερείας καί ή διάμε¬ 
τρος τής μικροτέρας, ΎποΘέσωμεν 6τι ό μικρός κύκλος, τοποθε¬ 
τημένος άρχικώς είς τήν θέσιν αβΓ, κυλιέται, άνευ όλισθήσεως, 
είς τό έσωτερικόν τής μεγαλυτέρας περιφερείας καί ίστω α'βΤ 
μία νέα καί τυχοθσα θέσις αύτοΟ (ή έστιγμένη). 
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"Εστω Β ιό νέον σημεΐον Επαφής τών 66ο περιφερειών. θά 
άποδείζωμεν δτι τό σημεΐον α γράψει τήν διάμετρον ΑΓΔ. 

1) Τό σημεΐον α θά λάβη τήν 
θέσιν α', Επειδή ή γωνία α'γβ' 
είναι Τση πρός τό διπλάσιον τής 
γωνίας ΑΓΗ καί τά τόξα* άρα, 
ΑΒ καί α'β' θά Εχουν τά αυτά 
μήκη. 

2) Τό, διαμετρικόν τοΟ α, ση¬ 
μεΐον μ Ερχεται κατ' άρχάς εις 
τήν θέσιν Μ· μετά μίαν πλήρη 
κύλισιν. τοϋ μικρού κύκλου, τό 
σημείο α καταλσαβάνει τήν θέ¬ 
σιν α" = Δ καί κατά τήν Επομέ- 
νην πλήρη κύλισιν τό σημεΐον 
τοΟτο γράφει τήν διάμετρον ΔΓΑ 
καί · έπανέρχεται είς τήν θέσιν 
α ΞΞΆ, 

3) Τό σημεΐον μ, άρχικώς = Γ, 
τοΟ μικρού κύκλου γράφει τήν 

διάμετρον ΜΓΝ, κάθετον έπί τήν ΑΓΔ. 



1286 α. Σημιίωσις. Τό θεώρημα τοΟτο άποδίδεται συνήθως είς 
τόν Ια Ηϊγο (Ν. Α., 1843, σ. 4§9 καί 1854, σ. 297) καί ένίοτε είς 
τόν Οεπϊεη (Ν. Α., 1845), Είς τόν πρώτον πάντως όφείλεται ή 
κατασκευή τοΟ μηχανισμού, τοΟ όποιου ή άρχή στηρίζεται έπί 
τοΟ προηγουμένου θεωρήματος καί διά τοΟ όμοιου έπιτυγχάνεται 
ό μετασχηματισμός μιός κυκλικής κινήσεως είς εύθύγραμμον 
παλινδρομικήν. 

Γνωρίζομεν ότι παν σημεΐον μιας περιψερείας κυλιομένηο, άνευ 
όλισθήσεως, έπί δοθείσης άλλης περιψερείας και πρός τό Εξωτερι¬ 
κόν αύτής, γράψει μίαν Ιπιχνχλοείδή (Ο. η* 892). 

Έάν ή κυλισμένη περιφέρεια Εχη διάμετρον ϊσην πρός τήν 
άκτϊνα τής σταθερός περιψερείας, ή γραφομένη καμπύλη είναι 
μία καρδιοειδής- πόν δέ άλλο σημεΐον τοΟ κινητού Επιπέδου γρά¬ 
ψει ϊνα κοχλίαν τ ον ΡαΒοαΙ, μερική περίπτωσις τοΟ όποιου είναι ή 
καρδιοειδής, 

’Εάν ή κινητή περιφέρεια εύρίσκεται εις τό Εσωτερικόν της 
σταθερός περιψερείας, ή γραψομένη καμπύλη εΤναι νχοχνχλοειδής . 
Ή καμπύλη αΰτη γίνεται εύθεΐα γραμμή έάν ή διάμετρος τής κυ¬ 
λισμένης περιψερείας είναι Τση πρός τήν άκτϊνα τής σταθερός* 
πδν δέ άλλο τότε σημεΐον τοΟ κινητού Επιπέδου γράψει δλλει- 
ψιν (§ 2162). 


ΆριΦμητίΗαΙ σχέσεις.— Περιφέρεια 


θεώρημα 393 

1286 . ΑΙ διαγώνιοι Ενός κανονικού πενταγώνου τέμνονται κατά μέ¬ 
σον καί άχρον λόγον. 

Τό τρίγωνον ΓΟβ είναι ισοσκελές, Επειδή αί είς τά Γ καί Β 
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γωνίαι αότοϋ βαίνουν έπί Ισων τόξων. Τά δέ Ισοσκελή τρίγωνα 
ΓΟΒ, ΓΑΒ όμοια, ώς ίχοντα τάς όζείας αΟ- 
τών γωνίας Τσας. ν 

"Αρα: 


ΓΟ 

ΓΒ 


ΓΒ 

ΓΑ 


ΓΒ» = ΓΟ . ΓΑ. 


Καί έπειδή τό τρίγωνον ΟΑΒ είναι έπί- 
σης Ισοσκελές, άφοΟ αί γωνίαι εις τά Ο καί 
Β έχουν τά αότά μέτρα, θά βχωμεν 

ΟΑ = ΑΒ = ΒΓ, 


καί κατά συνέπειαν 


ΑΟ» = ΓΟ . ΓΑ· 



θεώρημα 30θ-ί 

1487. 'Εαν διαιρέσωμεν ευθείαν κατά μέσον και άκρον λόγον, τό 
άθροισμα των τετραγώνων τής όλης ευθείας και του μιχροτέρου τμή¬ 
ματος είναι Χσον πρός τό τριπλάσιον τετράγωνον του μεγαλντέρου 
τμήματος. 

"Έστω α τό μήκος τής ευθείας, μ τό τοΟ μεγαλυτέρου τμήμα¬ 
τος καί ν = α — μ τό τοΟ μικροτέρου. θά βχωμεν 

μ* = ν» + α» — 2αν. 

* Αλλ* έξ όρισμου είναι: μ» = αν άρα : 

3μ* =α· + ν *· 

Παρατήρηας. Επίσης : α» + ν» = 3αν. 

Σημείωνες. Ενδιαφέρον παρουσιάζει Εν ώραίον άρθρον τοΟ ΟΙ. 
ΤίιΐΓ γ : 5ι*γ <]ΗβΙαΗβ8 ρτορνιβίέ» άΉηβ άτοίΐβ άϊυί$έβ &η τηο^βηηβ βί 
βχίνέτηε ταιβοη. (ΜαΐΚβ&ί&, 1894, σ. 22). 


Θεώρημα 394 

1288 . Ή χορδή ή υποτείνουσα τόξον τριπλάσιον τοΰ αντιστοίχου 
τής πλευράς χανονιχοΟ έγγεγραμμενου 
δβχαγώνου, είναι Ιση πρός τό άθροισμα 
τής πλευράς ταύτης καί τής άκτΐνος. 

Πρέπει νά δειχβή ότι 
ΑΔ = ΑΟ + ΓΔ. 

Αί γωνίαι ΔΓΜ καί ΔΜΓ είναι 
Τσάι, ώς Κχουσαι ϊσα μέτρα* έπίσης, 
αί γωνίαι ε(ς τά Μ καί Ο, ΕΤναι, 
έπομένως, τά τρίγωνα ΓΔΜ, ΜΑΟ 
Ισοσκελή καί 

ΑΔ = ΑΟ + ΓΔ. 
θεώρημα 395 

1289. ΕΙς τήν μέθοδον τών (σοπεριμέτρων πολυγώνων, έάν παρα* 
στήσωμεν διά ρ χαΐ α τήν άχτΐνα καί τό απόστημα τοΟ πολυγώνου τοΰ 
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Ιχοντος ν πλευράς καί διά ρ', α' τά Ιδια μήκη διά ιό εχον 2ν πλευράς 
πολύγωνον, θά είναι 

Ρ' — β' < 4 - (ρ - α). (Ν. Α. 1847, σ. 27). 


Γ 



*Έστω ΑΒ ή πλευρά τοΟ έγ- 
γεγραμμένου πολυγώνου, τοΟ £- 
χοντος ΟΑ δΓ άκτϊνα καί ΟΔ 
δι* άπόστημα. Έάν φέρωμεν τάς 
εύθείας, τάς συνδεοόσας τά μέσα 
Α'. Β' τών Τσων χορδών ΓΑ,ΓΒ, 
ή εύθεΐα Α'Β' θά είναι ή πλευρά 
τοΟ Ισοπεριμέτρου πρός δοθέν 
πολυγώνου καί δχοντος διπλά¬ 
σιου πλήθος πλευρών έπειδή 


Α'Β'^-^-ΑΒ 


καί 


γων. ΑΌΒ' = -^-γων. ΑΟΒ. 


*Αλλ* είναι ρ — ΑΌ, α'= ΟΔ'· 

άρα : ρ — α = ΓΔ, ρ'—α'= Γ'Δ'. 

Επειδή ΓΔ' = -^- ΓΔ καί, έπομένως, ΓΔ' — ΔΔ', άρκεϊ νά δει- 


χθή ΰτι 


Γ'Δ' < ΓΓ'. 


Ή ευθεία ΑΤ' είναι διχοτόμος τής γωνίας ΓΑ'Δ' καί έπειδή 
Α'Δ' < ΑΤ Επεται ότι Γ'Δ' < ΓΓ' (§ 182). "Αρα: 

ΓΔ'<4-ΓΔ'<-1-ΓΔ. 


Καθ’ δμοιον τρόπον εύρίσκομεν: 

ρ" - α " < X (ρ' ~ ο') < (Ρ - «)· 

και γενικώς, 

ρ, — α ν < -^ (ρ - α). 

Τείνει, έπομένως, ή διαφορά ρ* — α ν πρός τό μηδέν διά ν -► οο . 

1289 α · Σημ*£ωοις· Ή μέ&οΰος τών Ισοτκριμέτρων άποδίδεται είς 
τόν δοδναδ άλλ’ όφείλεται είς τόν ϋεΒοετίεδ· άναφέρεται δέ 
καί είς Εν τών ύπομνημάτων τοΟ Ειιίβι*. (Κατά τόν ς&ΐβίεη, Ν. Α., 
1864, σ. 545). 

θεώρημα 396 

1290 . Ή διαφορά τών περιμέτρων δύο κανονιχών πολυγώνων Π* ν , 
Π'εν* έκ 2ν πλευρών έκαστον καί Ικ τών όποιων τό Εν είναι έγγεγραμ- 
μένον καί τό άλλο περιγεγραμμένον είς την αυτήν περιφέρειαν, είναι 
μικρότερα του τετάρτου τής διαφοράς τών περιμέτρων δύο κανονικών 
πολυγώνων Π* , ΓΓ ν , ώς τά πρώτα, άλλ* έκ ν πλευρών έκαστον. 

"Εστωσαν ΑΒ, ΓΔ τά ήμίση τών πλευρών τών πολυγώνων 
Π ν , ΓΤ ν καί ΑΔ, ΕΖ αΐ πλευραί τών πολυγώνων Π 2 ν, ΓΙ'**· 
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Φέρομεν τήν άκιΐνα Ρθ, κάθετον έπί τήν ΕΖ, τήν ΑΡ παράλ¬ 
ληλον πρός τήν άκτΐνα Οθ, τήν ΑΣΜ παράλληλον πρός τήν Ο Δ 
καί τήν ΡΜΛ παράλληλον πρός 
τήν ΑΔ. 

ΕΣ είναι ή διαφορά τών πλευ¬ 
ρών πολυγώνων μέ 2ν πλευράς, 

ΓΠ ή διαφορά τών ήμίσεων τών 
πλευρών τών πολυγώνων μέ ν 
πλευράς, Αρκεί νά δειχθη 

ες<-1γπ. 

'Ένεκα τών ίσων τριγώνων 
ΟΘΖ, ΟΔΚ, ή εύθεΐα ΔΖ είναι 
ΐση πρός τήν ΘΚ, ή δέ κάθετος 
ΘΗ μικροτέρα τής πλαγίας ΔΖ. Επίσης, ΗΚ=ΛΚ, άφου ΡΚ=ΔΚ. 
Επομένως, 

Ηθ < ΘΚ, δθεν Ηθ < -γ ΗΚ = ΑΡ. (1) 

Εις τά όμοια τρίγωνα, άφ’έτέρου, ΕΑΣ, ΝΑΜ, αΐ βάσεις εΤναι 
άνάλογοι τών ύψών: 

ΕΣ ΗΘ . 

ΜΝ “ ΑΡ 

άρα, έκ τής (1), 

ΕΣ <-1νΜ. 

4 

Καί έπειδή ή κάθετος ΝΜ έπί τήν διχοτόμον ΑΡ είναι μικρο ; 
τέρα τής ΓΠ, Κπεται 

ΕΣ <-ΐΝΜ <-1-ΓΠ. 

4 4 

(Μ. Α., 1043, σ. 158). 

θεώρημα 397 



οίουδήποτε 


1291, Διά του άκρου Α μιας χορδής ΑΒ φέρομεν δύο άλλας ΑΓ, 
ΑΔ, ίσον κεκλιμένας πρός αυτήν, έκ τυχόντος δέ άλλου σημείου Α' τής 
περίφερείας άγομεν παραλλήλους χορδας 
ΑΤ', Α'Β', Α'Δ' πρός τάς τρεις άχθείσας. 

Δείξατε δτι ό λόγος ε ^ ναι * 0ο 5 

προς τον λογον- — - 

Α ο 

οντος του σημείου Α' τής περίφερείας. 

(Μαοΐ&υπη, 1743). 

Φέρομεν τήν διάμετρον ΕΖ καί τάς 
χορδάς Εθ, ΕΗ παραλλήλους άντι- 
στοίχως τών ΑΒ, ΑΓ καί ΑΔ χορδών, 
έκ δέ του κέντρου Ο τάς καθέτους 
ΟΜΝ, ΙΟΠ καί ΟΡ. Ή τελευταία εύ- 
θεία είναι διχοτόμος τής γωνίας ΛΟΚ 

καί θά είναι ΡΛ = ΡΚ, ώς καί ΜΕ = ΠΕ, έκ τοΟ ΙσοσκελοΟς τρι¬ 
γώνου ΕΘΗ. 
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Έκ τών όμοιων τριγώνων ΛΑΝ, ΟΜΕ καί ΑΙΚ, ΕΠΟ εύρίσκο- 
μεν, άντιστοίχως, τάς άναλογίας 

ΑΝ _ ΜΕ . Αί _ ΠΕ _ ΜΕ 
ΑΛ — ΟΕ καΐ ΑΚ ~ ΟΕ ΟΕ ’ 

Επομένως, 

ΑΝ ΑΙ ΜΕ ΑΝ + ΑΙ ΜΕ 

ΑΛ “ ΑΚ ΟΕ ’ ΑΛ + ΑΚ — ΟΕ * 

Αλλά ΑΛ+ΑΚ=2ΑΡ = ΑΒ· άρα 

ΑΝ + ΑΙ_ ΜΕ _ Εθ Λ 2ΑΝ+2ΑΙ 2ΕΘ 

ΑΒ — ΟΕ —~ΈΤ “ ΑΒ ~ ΕΖ ' 


δηλ. 


ΑΓ + ΑΔ ΕΘ + ΕΗ . ΑΓ' + ΑΔ' 

’ ΑΒ =— ΕΖ~ = στβθ · = ΑΌ 5 


1291 ο. ’Αλγεβρική απόδαξις. Διά νά άποδείξωμεν δτι ό λόγος 
^ εΤναι σταθερός άριθμός, θέτομεν 

ΑΓ = 2γ, ΑΒ = 2ρ, ΑΔ = 26, 
γων. ΓΑΒ = ΒΑΔ = φ, γων. ΒΑΟ = χ. 
θά έχωμεν : 

γ = Κ συν (φ + χ), 6 = Κ συν (φ — χ), 

και ρ = Β συν χ. 

Επομένως: 

γ + δ συν (φ + χ) + συν (φ — χ) _ Α . , Λ . 

— = - σον χ — · - ·- = 2 συν φ = σταθερός άριθμός. 


Θιώρημα 3&8 

1292. Διά 6υο σημείων Α καί Β έπί διαμέτρου περιφέρειας 
καί βΐς Ισας αποστάσεις από τοΰ κέντρου κειμένων, φέρομεν.δύο παραλ¬ 
λήλους ευθείας ΑΜ, ΒΝ περατουμένας είς την 
αυτήν ήμιπβριφέρειαν. Δείξατε δτι τό γινόμενον 
ΑΜ . ΒΝ είναι σταθερά ποσότης. (Ροϊπδΐηεβ ά*Ε\ι- 
οΐίάε τοΟ ΟιεβΙεβ σ. 3061. 

"Ας προεκτείνωμεν τάς ΜΑ καί ΝΟ μέχρι 
τής τομής των Λ. 

Τό σημεΐον Λ άνήκει είς τήν περιφέρειαν. 
Τά τρίγωνα, πράγματι, ΑΟΛ, ΒΟΝ είναι Τσα, 
ώς βχοντα μίαν πλευράν ϊσην καί τάς προσκει- 
αένας ε(ς αύτήν γωνίας ΐσας* έπειβή Α = Β, ώς 
ίντός έναλλάξ κλπ. 

ΟΛ — ΟΝ, ΑΛ = ΒΝ. 

Και έπειδή τό γινόμενον ΑΜ . ΑΛ είναι σταθερά ποσότης διά 
πάσαν χορδήν διά τοϋ σημείου Α, δπεται δτι καί τό ΐσον πρός. 
αυτό γινόμενον ΑΜ . ΒΝ είναι έπίσης σταθερά ποσότης. 
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Παραιήρησις. ΑΜ . ΒΝ = Κ. 2 — ΟΑ 2 καί τό θεώρημα τοΰτο όδη- 
γεΐ είς γνωστήν Ιδιότητα τής έλλείψεως (έπμ. § 2084). 

θεώρημα 398—I 

1293. Δίδεται περιφέρεια και σταθερά έφαπτομένη (ε) αύτής είς 
σημεΐον Α* δείξατε οτι δύο τυχοΰσαι παράλ¬ 
ληλοι έφαπτόμεναι ορίζουν έπϊ τής (ε) τμή¬ 
ματα ΑΜ, ΑΝ, των όποίων τό γινόμενον εί¬ 
ναι σταθερά ποσότης. (Ροτίετηβδ ά’ΚιιοΙΐάε, 
σ. 305). 

*Η γωνία ΜΟΝ είναι όρθή, ώς προκύ¬ 
πτει έκ τής Ισότητος τών γωνιών ΑΜΟ, 

ΒΜΟ καί ΑΝ Ο, ΓΝΟ. Έκ δέ του όρθο- Σχ·* 1 »· 

γωνίου τριγώνου ΜΟΝ βχομεν: 

ΑΜ.ΑΝ = Α0 5 = Κ 2 . 

"Ωστε... 

Παρατήρησις. Επίσης : ΒΜ . ΓΝ = ΑΟ 3 . 

θεώρημα 398— II 

1294. ΕΙς περιφέρειαν, θεωρούμεν χορδήν ΓΔ καί την κάθετον επ’ 
αυτήν διάμετρον ΑΖΒ. Δείξατε ότι, 

άν Μ είναι τυχόν σημειον τής ΓΔ, Λ 

τό γινόμενον των μηκών ΑΜ . ΑΕ 
είναι σταθερά ποσότης. 

ϊη 'Λπόδειςις. Φέρομεν τήν ΒΕ. 

Επειδή τοΟ τετράπλευρου ΖΜΕΒ 
δύο άπέναντι γωνίαι είναι όρ&αί, 
τούτο είναι έγγράψιμον* <5ρα 

ΑΕ .ΑΜ = ΑΖ.ΑΒ = στα¬ 
θερά ποσότης. 

Όμοίως, 

ΑΝ . ΗΑ = ΑΒ . ΑΖ~ΑΓ 2 ^ σταθ. ««· 




2α Άπό&ειξις. Τά τρίγωνα ΑΜΖ, ΑΒΕ εΤναι όμοια, ώς Ισογώνια. 
Επομένως, 


ΑΕ 

ΑΖ 


ΑΒ 

ΑΜ 


καί ΑΕ . ΑΜ = ΑΒ . ΑΖ. 


Παρατηρήσεις. 1) Ή εύθεΐα ΓΔ είναι τό Αντίστροφον σχήμα τής 
περιφερείας πρός πόλον Α καί δύναμιν Κ 3 = ΑΒ . ΑΖ (§ 223). 

2) Τό άνωχέρω θεώρημα είναι είδική περίπτωσις ένός γενι- 
κωτέρου (§ 1175). 


Θεώρημα 398—III 


1295. “Εστω ΑΒΓ ορθογώνιον τρίγιονον καί ΔΕΖΘ κάθετος έπί τήν 
υποτείνουσαν ΒΓ είς τυχόν αυτής σημεΐον Δ, τέμνουσα τήν ΑΓ, τήν πε- 
ριγεγραμμένην περιφέρειαν καί τήν ΑΒ είς τά σημεία Ε, Ζ, Θ άντι- 
στοίχως. Δείξατε τήν σχβσιν ΔΖ 3 — Δθ . ΛΕ. 
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Πρέπει νά δειχθή ότι 



ΔΘ _ ΔΖ 
ΔΖ “ ΔΕ ’ 

Επειδή 

ΔΖ 3 = ΔΒ . ΔΓ, 
άρκεΐ νά δειχθή ΰτι 

ΔΘ . ΔΕ = ΒΔ . ΔΓ, 


ΔΘ 

ΔΒ 


ΔΓ 


ΔΕ 


Αλλά τοΟτο είναι φανερόν έκ τών 
όμο(ων όρθογωνίων τριγώνων ΒΔΘ καί 
ΓΔΕ. "Ωστε..· 

Παρατήρησις. 

ΔΕ.Εθ = ΔΖ 4 - ΔΕ 3 = ΑΕ . ΕΓ. 
Πράγματι, έκ τοΟ έγγραψίμου τετραπλεύρου ΓΑΔΘ εύρίσκομεν 
ΔΕ . Εθ = ΑΕ . ΕΓ. 


θεώρημα 399 


1296 . Μέ κένχρον τό μέσον τής βάσεως ΑΒ Ισοσκελούς τριγώνου 
γράφομεν περιφέρειαν έφαπχομένην χών Ισων 
πλευρών αύιοΰ. Έαν μία κινητή έφαπχομένη 
χέμνη τάς Ισας πλευράς είς Μ, Ν, δείξατε οχι 
χό γινόμενον ΑΜ. ΒΝ είναι σταθερά ποσόχης. 
(ΡοτίβτηβΒ ά’ΕνοΙίάε, σ. 297). 

Τά τρίγωνα ΑΟΜ, ΒΟΝ είναι Ισογώ¬ 
νια. Επειδή: 

Α Α Α Α Α Α 

1=1, 2 = 2, 3 = 3, 1+2+3 = 90·. 

Σχ. 618. Καί . 



γων. ΑΜΟ = 

"Αρα 

ΑΜ ΟΒ . 
ΑΟ ” "ΒΝ" ή 


Α Α Α Α Α 

90° — 2=1+3 = ΝΟΒ, Α = Β. 


ΑΜ . ΒΝ = ΑΟ . ΒΟ = ΑΟ 3 = σταθ. 


Θεώρημα 399—1 

1297 · Διά σημείου Λ έπι τής διαμέτρου ΑΒ περίφερείας, φέρομεν 
τυχοΰσαν χορδήν ΓΛΔ. ΑΙ εύθεΐαι ΒΓ, ΒΔ τέμνουν τήν έφαπχομένην 
είς τό Α είς χά σημεία Ε καί Ζ. 

Δείξατε δχι χό γινόμενον ΑΕ. ΑΖ είναι σταθερά ποσόχης. 

Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΜΛΝ παράλληλον πρός τήν έφαπτομενην 
είς τό Α. 
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ΠαρατηροΟμεν ότι αί εύθεΐαι ΓΜ, ΔΝ είναι άντιπαράλληλοι. 
Πράγματι, 

α 1 ✓—ν ✓—ν 1 ^ ^ 1 ✓—ν 

Μ = -γ (ΒΚ — ΓΊ) = -γ ΒΓ καί Δ = — ΒΓ. 



Ά. 

άρα Μ = Δ, 

καί τό τετράπλευρον ΓΜΝΔ είναι έγγράψι- 
μον, έζ οΟ 

ΛΜ . ΛΝ = ΛΓ . ΛΔ = ΛΙ», 

ή καί, άφοϋ τά τμήματα ΑΕ, ΑΖ, Αθ είναι 
άνάλογα τών ΛΜ, ΛΝ, ΛΙ, 

ΑΕ , ΑΖ = Αθ 3 = σταθερά ποσότης. 

Θεώρημα 400 

1298 , Δίδονται εύθεΐαι ΧΥ, περιφέρεια καί 
δύο σημεία Α καί Β έπ* αύτής. Τυχόν οημεΐον Μ 
τής περιφέρειας όρίζει διά των ευθειών ΜΒ, ΜΑ 
δύο σημεία Γ καί Δ έπί τής ΧΥ. 

Δείξατε δτι υπάρχουν έπί τής ευθείας ταύτης δύο σημεϊα I καί Κ 
τοιαΰτα, ώστε τό γινόμενον ΓΙ. ΔΚ νά είναι σταθερά ποσότης, οίουδή- 
ποτε δντος ιοΰ σημείου Μ έπί τής 
περιφερείας. (Γοηοο«Γ3 του 1876, 

ΜαΙΗέιηαΗηΗ€8 έΐέτπβηίαΐνεβ). 

Φέρομεν τάς παραλλήλους 
ΑΑ\ ΒΒ' πράς τήν.. ΧΥ καί τάς 
ΑΒΊ, Α'ΒΚ. Τά τρίγωνα Α1Γ καί 

Α Α 

ΔΚΒ είναι όμοια, έπειδή I = Κ, 
ώς έκ τής συμμετρίας τοΟ σχή- 

«Α, 

ματος, καί Α = ΜΒΒ', ώς Εχου- 
σαι τό αύτό παραπλήρωμα ΜΑΒ'. 

Επομένως, 



^ καί ΙΓ . ΔΚ = ΑΙ. ΒΚ = σταθερά ποσότης. 


ΑΙ 

~5Κ 


1298 α · Σημείωμα έπι τής όμογραφιας, Έάν μία γωνία σταθε- 
ροΟ μεγέθους στρέφεται περί τήν άκίνητον κορυφήν της, αί τομαί 
Α, Α'..Β, Β'. .. τών πλευρών της μετά σταθερδς ευθείας ΧΥ 
όρίζουν έπ* αύτής δύο διαιρέσεις όμογραφιχάς , δηλ. δύο σειράς ση¬ 
μείων άντιστοίχων άνά δύο καί τοιούτων ώστε τά γινόμενα τών 
άποστάσεων δύο τυχόντων (όμολόγων) έξ αύτών Μ, Μ', άπό δύο 
σταθερών σημείων 1, Κ νά είναι σταθερός άριθμός: (Μ1).(Μ'Κ)=κ 2 . 
Όμογραψικάς διαιρέσεις δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν καί έπί δύο 
διαφόρων εύθειών. 

Τήν όμογραφίαν όφείλομεν είς τόν ΟΗεβΙεδ {ΟέοτπέίΗβ ϋΗρένί&ηνε, 
κεφ. IV καί VII). Ό έπιφανής ούτος μαθηματικός καθώρισε τήν 
όμογραφίαν διά τής (χαρακτηριστικής αύτής) ίδιότητος, καθ' ήν δύο 
τετράδες όμολόγων σημείων είς τάς δύο διαιρέσεις Εχουν τόν αύ- 
τόν άναρμανιχδν λόγον , θεωρεί τήν ένέλιξιν ώς είδικήν περίπτωσιν τής 
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όμογραφίας (κεφ. IX) καί άνευρίσκει ουτω μέγα άριθμών νέων 
-προτάσεων, άναφερομένων είς δύο Ιν ένελίξει σημειοσειράς. 

Μέ τήν βοήθειαν του ίσχυροΟ τούτου άναλυτικοΟ όργανου έπα- 
νεξετάζει τάς έργασιας τών προγενεστέρων αύτοΟ μαθηματικών 
καί συσχετίζει πρός άλληλα τά πλέον σπουδαία θεωρήματα έπί 
τών κωνικών τομών. Οϋτω, τά θεωρήματα έπί τοΟ ίξαγράμαον τον 
Γαβοαί (§ 1117 γ), τοΟ τετραπλεύρον τον /Ζάπποΐ’ (§ 1214), τής ενελίξεως 
τοΟ 1)β8αναηβ8 (ζ 1219), τά τών Οανηοί (§ 1250), ΒτίαηεΠοη (§ 2121), 
Σενχωνος (§ 2103) κλπ. έμφανίζονται ώς άμεσοι συνέπειαι, τά μέν 
τών 6έ. ((Γ1ΐΛ$1β5, Τναιίέ άβ$ βοοίίοηβ ςοηίηκβ*, κεφ. II καί 111). 

Είς τά Στοιχεία Προβολικής Γεωμετρίας του Ογ£γποπβ, 6 μαθημα¬ 
τικός οΰτος παράγει τήν ομογραφίαν έκ κεντρικής προβολής. Κατά αύ- 
τόν, μία άκολουθία σημείων έπί μιας εύθείας συνιστά μίαν ση¬ 
μειοσειράν, αί όμογραφικα'ί διαιρέσεις έπί 6ΰο εύθεΐών είναι δύο προ¬ 
βολικοί σηιιειοσειρα'ι κλπ. 


θεώρημα 400—1 

1299 . Διά σημείου Λ έπί τής διαμέτρου ΑΒ περιφέρειας, ή έπί τής 
προεκτάσεως αυτής, φέρομεν τυχοΰσαν τέμνουσαν ΛΓΔ καί κάθετον ΛΜΝ 
έπί την διάμετρον, συναντο,σαν τάς ΒΓ, ΒΔ είς τά Μ καί Ν. Δείξατε 
οτι τό γινόμενον Λ Μ. ΑΝ είναι σταθερά ποσότης (Ν. Α. 1844, σ. 502). 



Τό τετράπλευρον ΓΔΝΜ εΐναι έγγράψιμον, άφοϋ 

/\ Α 

Ν = ΔΑΒ =ΔΓΒ. 

Επομένως, 

ΛΜ . ΛΝ = ΛΓ . ΑΔ = ΛΤ», ποσότης σταθερά. 

Παρατήρηοις. Τά σημεία Μ, Ν γράφουν έπί τής εύθείας ΛΜΝ 
όμογραφικάς σημειοσειράς (§ 1298 α). 


Θεώρημα 400—11 

1300 . Έάν έκ σημείου Ρ έπί τής διαμέτρου ΑΒ περιφερείας, φέρω- 
μεν εύθεϊαν είς τό τυχόν σημεΐον Μ τής περιφερείας, ώς καί έπί τήν ΡΜ 
κάθετον, συναντώσαν τάς είς τά Α καί Β έφαπτομένας κατά τά σημεία 
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Γ καί Δ, τό γινόμενον ΑΓ. ΒΔ θά είναι σταθερά ποσότης (Γ*ο?ί$ηιε& 
«ΓΕικΗάβ, σ. 295). 

Αρκεί νά δειχθή 6τι 

ΑΓ . ΒΔ = ΑΡ . ΡΒ = σταθ. 

ΑΙ γωνίαι ΜΓΡ, ΜΡΔ είναι ΐσαι, ώς ΐσαι άντιστοίχως προς 
τάς ΐσας γωνίας α καί β. ΑΙ δέ γω- 
νίαι ΑΓΜ, ΒΡΜ είναι έπίσης Τσάι, 
ώς παραπληρωματικοί τής αυτής Γ 

γωνίας ΑΡΜ. 

Έάν έκ τών τελευταίων τούτων / 
γωνιών άφαιρέσωμεν τάς Τσας ΜΓΡ / 
καί ΜΡΔ, αί προκυπτουσαι γωνίαι 
γ καί ρ θά εΐναι ΐσαι καί τά τρί- \ 
γωνα ΓΡΑ καί ΔΡΒ δμοια. Συνεπώς \ 

ΑΓ _ 

ΑΡ ~ ΒΔ 

ή ΑΓ.ΒΔ = ΑΡ.ΒΡ. 

Παςαχήοησις, Επίσης : ΓΜ . ΜΔ ^ ΜΡ 2 . 

Θεώρημα 400— III 

1301. Δίδονται δύο περιφέρεται, έκ των οποίων το κέντρον Α τής 
μιας κεΐται έπί τής άλλης (Ε). Έάν είς τό τυχόν σημεΐον Β τής περι¬ 
φέρειας (Α).φέρωμεν έφαπτομένην ΒΜΝ, 
συναντώσαν την (Ε) κατά τά σημεία Μ 
καί Ν. τό γινόμενον των μηκών ΑΜ . ΑΝ 
θά εΐναι σταθερά ποσότης. (Ροηεηιβκ 
Γΐ'ΚιισΙίίΙε, σ. 305). 

Φέρομεν τήν διάμετρον ΑΓ καί τήν 
άκτϊνα ΑΒ είς τό σημεΐον έπαφής. Τά 
όρθογώνια τρίγωνος ΓΑΝ, ΒΑΜ είναι 
θμοια. έπειδή ή γωνία ΑΜΒ είναι ίση 

πρός τήν Γ, Ενεκα τοΟ έγγεγραμμένου Σ *· β 23 · 

τετραπλεύρου ΑΜΝΓ. Συνεπώς 

ΑΓ ΑΝ_ 

ΑΜ ΑΒ 

ή ΑΜ . ΑΝ —- 2 ρ . ρ'. 

Ιίαρατήρηοις . Έάν ύψώσωμεν τήν κάθετον ΕΖ, θά Εχωμεν 
ΑΖ 2 — 2 ρ , ρ' καί ΑΜ. ΑΝ=: ΑΖ 3 . 

Θεώρημα 401 
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Επειδή : 

ΓΔ· = ΓΑ . ΓΕ, 

τά δέ τρίγωνα ΓΒΕ, ΜΒΝ εΤναι όμοια, έπειδή αΐ έγγεγραμμέναι 

γωνίαι εις τά Γ καί Ε είναι ΐσαι, άν- 
τιοτοίχως, πρός τάς έπικέντρους ε[ς τά 
Μ καί Ν. Συνεπώς 



ΓΕ 

ΓΒ 


_Μ_Ν 

ΜΒ' 


= . ΓΕ = ΓΒ. 


και 


ΓΔ* = ΓΑ . ΓΕ = ΓΑ . ΓΒ 


ΜΝ 

ΜΒ 

ΜΝ 

ΜΒ' 


ΜΝ 


ΓΑΤΓΒ" = ΜΒ = στάθε Ρ ώι : Αριθμός. 


Θεώρημα 401 — 1 

1303, Συνδέομεν τυχόν σημεΐον Α περίφερείας πρός δύο άλλα στα¬ 
θερά Μ, Ν, κείμενα έπί διαμέτρου και συμμετρικά πρός τό κέντρον, 
δι’ ευθειών τεμνουσών την περιφέρειαν είς Β 
καί Γ, άντιστοίχως. Δείξατε δ τι τό άθροισμα τών 

λόγων + “|^ρ· «ΐναι σταθερός αριθμός. 
"Εστωσαν 

ΟΑ = α, ΟΜ = ΟΝ = β, ΕΜ.ΜΖ = α»-β*. 
Θά Βχωμεν : 

ΜΑ . ΜΒ = ΜΕ . ΜΖ = α* — β β , (1) 

Διά νά εϋρωμεν τόν λόγον διαιροΟμεν άμφότερα τά μέλη 

τής (1) διά ΑΜ·. Εύρίσκομεν: 

ΜΑ* ΜΑ* 



Όμοίως* 
Επομένως, 
ΜΑ , ΝΑ 
ΜΒ + ΝΓ 


ΜΑ . ΜΒ 
ΜΑ _ 
ΜΒ ” 
ΝΑ 


α·—β*' 
ΑΜ* 


α*—β* 
ΑΝ* 


ΝΒ α*—β* 

ΑΜ*+ΑΝ*_2α*-(-2β· 
α*—β* “ α*—β» : 

Θεώρημα 401—11 


: σταθ. άριθμός. 


1304· Διά τής κορυφής Α Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ φέροιιεν χορ¬ 
δήν ΑΛΕ τής πε ριγέ γραμμένης περιφερείας, τέμνουσαν τήν βασιν ΒΓ 
είς Δ καί τήν περιφέρειαν είς Ε. Δείξατε οτι ΑΒ* = ΑΔ. ΑΕ. 
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Τά τρίγωνα ΑΒΔ, ΕΑΒ είναι όμοια, Επειδή Εχουν κοινήν γω¬ 
νίαν καί τάς γωνίας ΑΒΔ, ΑΕΒ βαινουσας 
έπί Τσων τόξων. 

Συνεπώ<\ 

ΑΔ _ ΑΒ 
ΑΒ — ΒΕ 

ή ΑΒ 3 = ΑΔ . ΑΕ. 

Παρατήρηαις. Ή πρότασις αΟτη σχετίζεται 
πρός τήν τής § 1294. 

θεώρημα 402 

1306 » Τό μεταξύ δύο έφαπτομένων περιφερειών τμήμα μιας έξωτε· 
ρικής κοινής έφαπτομένης αυτών είναι μέσον ανάλογον των διαμέτρων 
των περιφερειών. 

"Εστωσαν ρ καί σ αΐ άκτΐνες 
καί τ ή άπόστασις ΑΒ. 

1η Άπόδειξις. "Εχομεν: 

ΑΒ* = ΔΓ* - ΓΕ* = 

= (ρ + σ)*-(ρ-σ)» = 4ρσ = 2ρ.2σ. 

2α *Από6ειξις. Τά όρθογώνια 
καί Ομοια τρίγωνα ΑΒΝ, ΑΒΜ 
(Σχ. 828), δίδουν 



Σχ.»2Ά. Σϊ.β29. 


3η ΆκΜβιξις. Τά τετράπλευρα ΑΜΕΓ, ΒΜΕΔ, (Σχ. 829) είναι 
Ομοια καί 

ΜΑ =ΜΒ = ΜΕ = ~ 

Έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΔΜΓ λσμβάνομεν 
= ΔΕ . ΕΓ = ρσ, 
τ* = 2ρ. 2ο. 



Σι. 82Τ7. 



Σι. 826. 


ή 
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Θεώρημα 402—I 

1306 . Ή άπόστασις ΖΗ (Σχ. 827), τοΰ σημείου επαφής των προη¬ 
γουμένως Φεωρηθτισών περιφερειών από τής κοινής έξωτερικής εφα¬ 
πτομένης αυτών, είναι ίση προς 


"Εχομεν : 


ΖΗ-ΖΘ + σ 

ΖΘ _ σ 

ρ - σ “ ρ + σ ’ 


Ζθ = (ρ -Γ σ) ® . 

ρ + σ 


Άρα: 


ΖΗ — ΖΘ -(- σ —: 


(Ρ ~ °)° | 2ρσ 
ρ + σ ' ρ + σ 


Θεώρημα 402—11 

1307 . Ή άπόστασις ΖΟ τοΰ εξωτερικού κέντρου ύμοιότητος από 
ταΰ σημείου επαφής Ζ (Σχ. 827), δίδεται υπό τοΰ τύπου: 


’Έχομεν πάλιν: 

ΖΟ __ ΓΔ 
ΖΗ“~ ΓΕ η 

Παραχήρηοις . Επίσης: 


2 ρσ ρ-|- σ _ 2 ρσ 
ρ +σ * ρ — σ ρ — ο 


■ ΖΗ + ΖΟ “ -σ ' ΖΪΤ ΖΟ 


1 . 1 _ ρ + σ 

ΖΗ "Τϋ ρ-σ 


1 1 ρ- — σ 3 

ΎΗ "ΖΟ~ ”4~ρ*"σ*”" 


θεώρημα 403 

1308* Έάν τρεις περιφέρειαι είναι έγγεγραμμέναι είς την αυτήν γω¬ 
νίαν καί ή μεσαία εφάπτεται των δύο άλλων, ή άκτίς αύτής είναι μέση 
ανάλογος τών άντίνων των δύο άλλων. 


θά πρέπει νά δείζωμεν δτι: 

_τ___σ_ « τ — σ _ σ — ρ * ΓΕ ΒΔ 

~σ~ ρ ^ τ-(-σ“σ + ρ ^ ΓΒ“ ΑΒ 

Άλλ’ ή τελευταία σχέσις εΤναι άμεσος συνέπεια τής όμοιότη- 
τος τών Ισογωνίων τριγώνων ΑΒΔ καί ΓΒΕ. 


Θεώρημα 404 

1309 . Έάν μία περιφέρεια είναι περιγεγραμμένη βΐς Εν κανονικόν 
πολύγωνον καί εγγεγραμμένη εις εν άλλο, 
δμοιον πρός τό πρώτον, τό μήκος της είναι 
μέσον άνάλογον τών μηκών τής περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας είς τό Εξωτερικόν πολύγω¬ 
νον καί τής Εγγεγραμμένης είς τό Εσωτερικόν. 

Επειδή αΐ δύο περιφέρειαι είναι πρός 
άλλήλας ώς αί άκτϊνες των, άρκεΐ νά δεί- 
ξωμεν Οτι 

ΟΑ* = ΟΒ . ΟΓ. 

Άλλ’ είναι 

ΟΒ ΟΑ .. ΟΒ ΟΑ Σι. βϋΐ 

"θΔ~ "ΟΓ η θΑ~ “ ~θΓ ■ 

ΰρα : ΟΑ* = ΟΒ . ΟΓ. 

Θεώρημα 404—1 



1310 . Πάσα περιφέρεια εφαπτομένη δύο άλλων ομοκέντρων είναι 
ίση πρός ήμιάδροισμα ή την ήμιδιαφοράν 


"Εστωσαν ΟΑ = α, ΟΒ = β. 

Ή άκτις τής περιφερείας μέ διάμετρον 


ΑΒ είναι —ί -, ή δέ τής μέ διάμετρον ΒΓ 


ΐση πρός 


2 

<*-Ρ 

2 


. "Ωστε .. . 



Θεώρημα 404—11 


1311 . Τό άθροισμα τών περιφερειών (ΑΒ) καί (ΒΓ), τής προηγου- 
μένης άσκήσεως, ίσούται πρός την μεγαλυτέραν τών δύο ομοκέντρων 
περιφερειών, ή δέ διαφορά αύτών πρός την μικροτέραν. 


Επειδή, 

α +β ■ « — β 
2 "Γ 2 


καί 


α + β 


Ρ 

2 


= Ρ· 


Θεώρημα 406 

1312. Τό άθροισμα ιών αντιστρόφων τών αποστάσεων ενός σταθε¬ 
ρού σημείου από τών έφαπτομένων περιφερείας, τών άγομένων είς τά 

Γεωμετρία 40 
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Ακρα μιάς τνχούσης χορδής διά τοδ σημείου αυτού, είναι σταθερά 
χοσότης. 


Έστωσαν ΑΡ = α, ΡΒ — β, ΟΡ = δ, ΟΓ = ρ. 

Τά όρθογώνια τρίγωνα ΓΑΡ, ΟΕΓ είναι 
6μοια, έπειδή γων. ΟΓΕ = ΑΡΓ· 
άρα: 

£ 1 - ρ_. 

α “ΤΓ 

ΔιαιροΟντες κατά μέλη τήν Ισότητα τού¬ 
την διά ΓΡ, εύρίσκομεν : 



* Ομοίως, 


α ΓΕ 

} _ Ρ 
β “ ΓΕ 


1 

ΓΡ 

1 

ΔΡ 


_1__ρ / 1 | 1 \ Ρ ΔΡ-[ 

α ' ρ — ΓΕ νΤΡ" ' ΔΡ / ΓΕ ' ΤΡ . 

'Αλλ* είναι: 


ΔΡ + ΓΡ 
ΔΡ ' 


ΔΡ + ΡΓ = ΔΓ = 2ΓΕ καί ΡΓ.ΡΔ = ρ·-δ». 

"Αρα 

1,1 ρ 2ΓΕ 2ρ 
"ΪΓ+Τ = ΤΤ' ρϊ=δϊ = * στβθβρά ποσότ Ί < :· 

1312 α. ΆΙΧη Από&αξις. Έκ ιών τριών Ορθογωνίων κα( όμοιων 
τριγώνων ΡΑΓ, ΡΒΔ, ΓΔΖ, εύρίσκομεν 

_μ_ _ _ν. _ _2ρ_ 

α ρ μ+ν’ 
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θεώρημα 406 

1313 I Έάν δύο ϊσαι περιφέρειαν τέμνωνται όρΦογωνίως, χό άθροι¬ 
σμά των τετραγώνων των χορδών, των όριζο- 
μένων έπί τυχούσης τεμνούσης, διερχομένης 
διά τοΰ ένός τών κοινών σημείων των περι¬ 
φερειών, είναι ποσότης σταΦερά. 

Άρκεΐ νά θειχθή 8τι ΑΔ*4-ΑΕ* είναι 
σταθερά ποσότης. 

Τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΓΕ καί ΑΒΔ 
είναι Τσα, άφοΟ ΑΒ = ΑΓ καί αΐ γωνίαι 
αύτών ΔΑΒ, ΑΓΕ είναι Τσάι, ώς Εχουσαι 
τάς πλευράς των καθέτους. Συνεπώς, 

ΑΔ* + ΑΕ· = ΕΓ· + ΔΒ* = ρ\ 
ή ΑΜ* + ΑΝ* = 4ρ*. 

Θεώρημα 406—1 

1314 , ΕΙς περιφέρειαν, φέρομεν διά δοΦέντος σημείου Α τυχοΰσαν 
χορδήν ΒΑΓ. Δείξατε βτι τό γινόμενον τών τμη* 
μάτων τής χορδής ταύτης, ηύξημένον κατά τό 
τετράγωνον τής άποσιάσεως τοΰ σημείου Α άπό 
τοΰ κέντρου τής περίφερείας, είναι ίσον πρός τό 
τετράγωνον τής άκτΐνος. 

Φέρομεν χορδήν κάθετον έπί τήν ΑΟ. Εύ- 
ρίοτ<ομεν: 

ΑΒ . ΑΓ -μ ΑΟ* = ΑΔ* + ΑΟ» = ρ*. 

θεώρημα 406—II 

1316 . Είς τό σχήμα 836, Φψοΰμεν τήν κάΦετον Ρθ και φέρομεν τήν 
ΡΗ. Δείξατε δτι 

Ρθ» + ΡΗ» = 4 ΕΖ*. 

Πράγματι, ΡΗ 8 = ΡΟ* + ρ*, 

Ρθ 3 = ΡΕ . ΡΖ = ρ* — ΡΟ 3 . 

Άρα: Βϋ· + Ρθ' = * ρ» ή γΕΖ'. 

Θεώρημα 407 

1316* Έάν ή χορδή ΑΒΓ τέμνη τήν διάμετρον 
κατά γωνίαν 45°, τό άθροισμα τών τετραγώνων τών 
τμημάτων ΑΒ καί ΒΓ είναι ίσον πρός 2 ρ 3 . 

Επειδή, 

ΑΒ* = 2 ΒΔ 9 = 2 ΓΖ*, 

ΒΓ* = 2 ΓΕ* 

ΑΒ* ΒΓ* = 2 ΓΟ* = 2 ρ*. 


/^7. 

(Δ / 

7^ 

Ιί/Β 

] 

αΝ^ 


Σχ. 1 

837. 




καί 
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Θεώρημα 407 —/ 

1317 · Έάν Βύο περιφέρεται είναι ομόκεντροι, ιό άθροισμα χών τε¬ 
τραγώνων των αποστάσεων τυχόντος ση¬ 
μείου τής μιας από των άκρων διαμέ¬ 
τρου τής άλλης Ισοΰται πρός τό άθροι¬ 
σμα των διπλάσιων τετραγώνων των 
αχτίνων των δύο περιφερειών. 



Έκ τοΟ σχήματος ϊΐχομεν 
α* + β* = 2Κ 3 + 20,Α 3 - 2Κ’ + 2ρ\ 
Όμοίως, έκ τοΟ τριγώνου ΓΝΔ : 
γ 3 + δ 3 = 2ρ 3 + 20Γ 8 = 2ρ 3 + 2Κ 3 . 


Θεώρημα 407—11 

1318 , Έπί διαμέτρου περιφερείας λαμβάνομεν δύο σημεία Α, Β, 
συμμετρικά πρός τό χεντρον, χαί φέρομεν διά 
τοϋ ένός έξ αυτών, Β, τυχοΰσαν χορδήν ΓΒΔ. 
Δείξατε ότι τό άθροισμα τών τετραγώνων των 
ευθειών ΑΓ, ΑΔ καί ΓΔ εΙ>αι σταθερά ποσότης. 
(Οοπιρββηο», η° 269). 

Έχομεν : 

ΑΔ ί -|-ΒΔ' = 2α 3 + 2ρ’ > 

ΑΓ Ι -|-ΒΡ = 2α· + 2ρ > , 
καί 2ΔΒ.ΒΓ = 2ΒΕ.ΒΖ^2(α“-ρ=). 

"Αρα: 

ΑΔ»+ΑΓ·+(ΒΔ+ΒΓ) 2 =ΑΔ ί -)-ΑΓ ! +ΒΓ 1ί ^:6α- > +2Ρ ί =2(3α ! 4-Ρ : '). 

ποσότης σταθερά. 

Θεώρημα τον Ραιιτε 408 

13181 Δίδονται δύο περιφέρεται τεμνόμεναι όρθογωνίως καί θεωροΰ- 

μεν τήν περιφέρειαν, την διερχομένην 
διά τών κέντρων καί τών κοινών αυ¬ 
τών σημείων. Δείξατε ότι τό άθροι¬ 
σμα τών δυνάμεων τυχόντος σημείων 
τής περιφερείας ταύτης πρός τάς βύο 
δοθείσας είναι μηδέν. (Η ΚβιΐΓ?, 
Ν.Α., 1868, σ. 240, ζήτ. 887). 

Ή όνναμις σημείου πρός δοθεΐ- 
σαν περιφέρειαν είναι ΐση πρός 
τό τετράγωνον τής άποστάσεως 
τοΟ σημείου άπό τοΟ κέντρου 
τής περιφερείας, ήλαττωμένον 
κατά τό τετράγωνον τής άκτίνος 

τής περιφερείας. 
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Επομένως, 

Δ ^ = Δύναμις τοΟ Δ πρός τήν περιφέρειαν (Β) = ΔΒ 1 — ΑΒ 3 , 

Δ ^ = Δύναμις τοΟ Δ πρός τήν περιφέρειαν (Γ) — ΔΓ β — ΑΓ*. 
καί 

Δ (Β) + Δ (Γ, = ΔΒ ’ + ΔΡ ~ < ΑΒ ’ + ΑΓ ’) = °· 

άφου, 

ΔΒ· + ΔΠ = ΒΓ* = ΑΒ 3 + ΑΓ 3 , 

ώς έκ τής όρθογωνιότητος τών περιφερειών (Β) και (Γ). 

Παραχήρηοις . Τό θεώρημα τοΟτο είναι είδική περίπτωσις τοΟ γε¬ 
νικού τής § 1321. 

Θεώρημα 408—1 


1320, Διά παν σημεΐον τής περιφέρειας μέ χέντρον τό μέσον Ο τής 
ΒΓ χαί αχτίνα τυχοΰσαν (Σχ. 840), τό άθροισμα των Δυνάμεων αύτοΰ 
πρός τάς δυο χαθέτως τεμνομένας περιφέρειας είναι σταθερά ποσότης, 

Τό άθροισμα τών δυνάμεων τοΟ σημείου Ε λ. χ. είναι 

Δ (Β) + Δ (Γ) = ΕΒ> - ΑΒ " + ΕΓ ’ ~ ΑΠ · 

Άλλ’ έχομεν : 

ΕΒ 3 + ΕΓ 3 = 2 0Ε 3 + 2Γ0 3 , ΑΓ 3 + ΑΒ*=:4Γθ*. 

"Αρα: 

Δ (Β) + Δ ( Γ, = 2 ΕΟ > - 2 ΓΟ ». 

ποσότης σταθερά. 

1320 α . Σημβίωσις. Ή όνομασία δύναμις αημείον πρός μίαν περι¬ 
φέρειαν όφείλεται ε(ς τόν δίοϊηοΓ (ΙοηνηαΙ άε ΟνβΙΙε, τόμ. 1, σ. 164, 
βείΐζει*). 

θεώρημα 408—11 

1321, Δίδονται δύο περιςρέρειαι μέ κέντρα Α χαί Β, τεμνόμεναι 
κατά κοινήν χορδήν ΓΔ. Μέ κέν- 
τρον τό μέσον Ο τοΰ τμήματος ΑΒ 
γράφομεν περιφέρειαν διερχομένην 
διά τών Γ καί Δ. 

Δείξατε οτι τό άθροισμα τών 
δυνάμεων τοΰ τυχόντος σημείου τής 
περίφερε ίας ταυ της πρός τάς δύο 
βοθείσας περίφερε ίας είναι μηδέν. 

"Εστωσαν ΟΑ=ΟΒ=μ, ΟΓ=ν 
καί α, β αί άκτΐνες τών περιφε¬ 
ρειών (Α) καί (Β). Τό άθροισμα 
τών δυνάμεων του τυχόντος ση¬ 
μείου Μ τής περιφερείας (Ο) 
πρός τάς περιφερείας (Α) καί (Β) είναι 

Δ (Α) + Δ (Β) ^ ΜΑ ’ — σ 2 + ΜΒ* — β 5 . 
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Άλλ’ είναι 

ΜΑ 3 + ΜΒ 3 = 2ν 2 + 2μ* = Γ Α 3 + ΓΒ 3 = α 3 + β 3 ρ 
ή ΜΑ 5 — α 2 -(- ΜΒ* — β 2 = 0. 

1321α. Παρατήρησές. Ή περιφέρεια (Ο), διά τήν όποιαν τό 
άθροισμα ιών δυνάμεων παντός σημείου αύτής πρός τάς (Α) καί 
(Β) είναι δοθέν τετράγωνον κ 3 , Εχει άκτινα ΟΛ = λ, τήν δρι- 
ζομένην έκ τής σχέσεως 

2μ 3 + 2λ 2 — α 3 - β» = κ 3 , 


δηλ. τήν 



θεώρημα 408— III 


1322 . Δίδονται σημεΐον σταθερόν Ρ, περιφέρεια (Β) καί έφαπτο- 

μένη ΔΤ αυτής. Διό του σημείου Ρ 
Τ ςέρομεν ευθείαν τυχονσαν ΡΜ, συ- 

Α ναντώσαν τήν έφαπτομένην είς Μ, 

/ \ καί επί ταύτης λαμβάνομεν σημείον 

Ε/ \ Ν τοιοϋτόν, ώστε τό γινόμενον 

\ ΡΜ. ΡΝ να είναι ίσον πρός τ*|ν' 

—ΖΝΛ δύναμιν του Ρ πρός τήν περιφέρειαν* 

/ <\ (Β). Δείξατε ότι ό τόπος τοΰ ση* 

Ρ/_- -Ι-± -Τ : Λ μείου Ν είναι περιφέρεια, διερχο- 

/V μένη διά τοΰ Ρ καί Εφαπτομένη 

ί \Αγ'' /Λ τϊ > ? (Β) · 

\ V /// ' ,% Ας Φ έ Ρ ω Ρ εν τ ή ν ΡΔΓ. Θά 

\ Ί Ν. ] Εχωμεν : 

\/ Ν ν..ν / Δ ζ = ΡΔ.ΡΓ = ΡΜ . ΡΝ, 

δηλ. τό τετράπλευρου ΔΜΝΓ Θά 
είναι έγγράψιμον είς περιφέρειαν 
Ι'χ. 842. χν 

καί γων. Ν = Δ = Γ. Ό τόπος» 
έπομένως, τοΟ σημείου Ν είναι ή περιφέρεια ΡΓΝ, Εφαπτομένη 
τής (Β) είς Γ\ 

Παρατήρησές. Τό στοιχειώδες τοΟτο Θεώ- 

__ γ ρήμα όδηγεΐ είς μίαν ώραίαν άπόδειξ/'του 

θεωρήματος τοΟ Ρευοτδαοΐι (Βλ.έπμ.§ 1341). 

ί ^ ψ ' / \ Θεώρημα 408—IV 

[ γ'' # ο/ ^ ] 1323. Διά τυχόντος σημείου Μ είς τό έσω· 

Λ. ' _ β ί τερικόν κύκλου, φέρομεν δύο χορδάς καθέτους 

V 0 / Ή /] έπ’ άλλήλας. Δείξατε δτι τό άθροισμα ιών 

\\ / // τετραγώνων των τεσσάρων τμημάτων των 

χ/ είναι Ισον πρός τό τετράγωνον τής διαμέτρου 

- -- τοΰ κύκλου. 

Σχ.^3. α 2 + γ 9 = ΑΓ 2 Ρ β 3 + δ 3 = ΒΔ 3 Ρ 

α 8 + β 3 + Υ* + δ* = ΑΓ 3 + ΒΔ>. 




631 


Φέρομεν τήν διάμετρον ΓΟΕ. Επειδή αΐ όρθαί γωνίαι ΓΑΕ, 
ΒΜΔ Εχουν ώς μέτρα 

/—Ν / ^ /■ \ 

ήμισυ περιφέρειας Λ ΓΑ + ΑΕ ΓΑ + ΒΔ 

- 2 - Π -2 * αντ., 2 * 

Επεται δτι 

ΑΕ = ΒΔ και ΑΕ = ΒΔ. 

Συνεπώς, 

α* β* _μ γ* + * Β = ΑΠ + ΒΔ * = ΑΓ* + ΑΕ* = (2ρ)*. 

1324. Παρατήρηοις. Τό θεώρημα Αληθεύει δι’ οΐανδήποτε θέσιν 
του σημείου Μ Ιν τώ έπιπέδφ τοΟ κύκλου· άλλ' έάν τό σημεϊον 
εύρίσκεται έκτός τοΟ κύκλου» θά πρέπει νά λάβωμεν τό Αθροισμα 
τών διαφορών τών τετραγώνων όλοκλήρών τών τεμνουσών διά 
του Μ άπό τών τετραγώνων τών Εξωτερικών τοΟ κύκλου τμημά¬ 
των αύτών. 

θίώρημα 409 

1326. Έάν έκ τοΟ δοθένχος ση¬ 
μείου Ρ φέρωμεν προς δόθεΐσαν πε¬ 
ριφέρειαν (Ο) δύο χυχούσας τεμνού- 
σας ΑΒ, ΓΔ, καθέτους έπ’ άλλή- 
λας, τό άθροισμα των τετραγώνων 
ΑΒ* ΓΔ*, των έσωχερικώς του 
κύκλου μερών αύτών, είναι σταθερά 
ποσότης. (Αρχιμήδης). 

Θά άκολουθήσωμεν τήν πο¬ 
ρείαν, τήν ύποδειχθεϊσαν είς τάς. 

ΜίΦό&ους, (§ 30). 

1η Πβρ/πτωοίς. Τό οημβΐον Ρ Σχ, β* 4 · 

ζΐται Ιοωχερικόν τ ον κύκλον (Ο). 

"Εστωσαν α καί β τά ήμίση τών μηκών τών όρθογωνίων χορ¬ 
δών, ρ ή άκτίς τοΟ κύκλου καί 
α\ β' ά! Αποστάσεις τοΟ κέντρου 
άπό τών δύο χορδών. Πρέπει νά 
δειχθή Ατι 

4α* 4β* = στ. 

Έχομεν 

σ’ = ρ’ — α' 8 , β> = ρ 8 -β’ 8 
καί α»-)-β» = 2ρ* — (α’ 8 + β' 8 ) 

= 2ρ 8 - (ΟΡ)·. 

ΑφοΟ 

α'* + β'* = ΟΕ* + ΕΡ» = ΟΡ 2 . 
ποσότης σταθερά. 

132θ· 2α ΠχρΙπχωοις . Τό οημ*ΐον 
Ρ βνρίοκχχαι Ικχός τοΟ κύκλον (Σχ. 845). 




Σχ. »45. 
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θά είναι τότε 

α» + β 3 = 2ρ 2 - (α' 1 + Ρ' 2 ) = 2ρ 2 - (ΟΡ) 3 . 

Παρατήρηοις . ΟΡ 3 δύναται νά είναι ΐσον τό πολύ πρός 2ρ 3 ή 6*. 
θά πρέπει, έπομένως, τό σημεΐον Ρ νά άπέχη τοΟ κέντρου άπό- 
στασιν ΟΡ τό πολύ ΐσην πρός τό ήμισυ τής διαγώνιου ο τοΟ πε- 
ριγεγραμμένου τετραγώνου, διά νά όπάρχη έζ αώτου ζεΟγος 
τεμνουσών τήν περιφέρειαν καθέτων έπ* άλλήλας. 

Θεώρημα 409—I 


1327. Διά τοΰ κοινοί σημείου Α δύο έξωτερικώς έφαπτομένων πε¬ 
ριφερειών φέρομεν δύο τυχούσας τε- 
μνούσας αυτών ΓΑΒ, ΕΑΖ καθέτους 
πρός άλλήλας. Δείξατε δτι τό άθροισμα 
τών τετραγώνων αυτών βΐναι ίσον πρός 
τό τετράγωνον τοΰ αθροίσματος τών 
διαμέτρων τών περιφερειών. 

Φέρομεν τήν ΝΑ, παράλληλον 
πρός τήν ΘΗ. θά ίχωμεν 

ΝΛ -- ΓΑΒ, 



καί 

Άρο 


ΜΛ = -1- ΕΖ, ΜΝ = 4- ΡΣ. 
2 2 

ΜΝ* = ΝΛ 3 + ΜΛ 3 . 

ΡΣ 3 = ΒΓ* + ΕΖ>. 


θεώρημα 409—11 

1328 . ΕΙς τό ίδιον σχήμα (846), τό άθροισμα τών τετραγώνων τών 
τεσσάρων τμημάτων έπί τών δύο όρθογωνίων τεμνουσών, είναι ποσότης 
σταθερά. 

Επειδή, 

ΑΗ 3 + ΑΡ = ΑΜ 3 , ΑΚ 3 4- ΑΘ 3 = ΑΝ 2 , 
καί ΑΒ 3 + ΑΕ» = 4ΑΗ* + 4ΑΙ 3 = ΑΡ 3 , 

ΑΡ + ΑΖ· = 4ΑΚ* + 4ΑΘ* = Α Σ 3 . 

"Αρα ΑΒ 3 + ΑΡ + ΑΕ 3 + ΑΖ 3 = ΑΡ 3 + ΑΣ 3 , 
ή καί (ΑΒ 3 + ΑΕ 3 ) + (ΑΡ + ΑΖ 3 ) = ΒΕ 3 + ΓΖ 3 = 4(ρ 3 +ρ' 3 ). 

1/αρατήρησις. ΑΙ σχέσεις αδται (§§ 1327, 1328), είναι άνάλογοι 
πρός έκείνας τής § 1325. 

θεώρημα τον Ρενπιαί 410 

1329 . Έστω ΑΒΓΔ ορθογώνιον δια τό όποϊον ΑΒ=ΒΓ·^2, Ε 
τυχόν σημεΐον τής ήμιπεριφερε{ας μέ διάμετρον ΑΒ, Ζ και Θ τά σημεία 
τομής τών ΕΔ καί ΕΓ μετά τής ΑΒ. 

Δείξατε τήν σχέσιν: 

Αθ 3 4-Β 73 = ΑΒ·. 
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(ΡβπιίΕΐ. Ζήτημα 957, Ν. Α*. 1869, σ. 479 καί 1870, σ. 189). 


“Εστω: ΑΖ = α, Ζθ — β, Βθ = γ. 


θά έπαληθεύσωμεν τήν δεικτέαν σχέ- 
σιν, άντικαθιστώντες έκαστον μήκος είς 
αύτήν διά ίσου του συναρτήσει τών 
α, β, γ· Άναγόμεθα εις τήν 

(α + β)’ + (β + Υ) 2 =(α + Ρ + Υ) 3 . (I) 
ήτις Αληθεύει έάν 

β* = 2α>. (2) 

Πρός άπόδε*ξιν τής σχέσεως ταύτης, 
παρατηροϋμεν 6τι έκ τών όμοίων τριγώ¬ 
νων τοΟ σχήματος λαμβάνομεν τήν συνεχή 
άναλογίαν 

ΖΜ _ ΕΖ ·__ Εθ ΘΝ 

ΑΔ _ ΕΔ ΕΙ-ΒΓ 



ΔΓ 


έξ ής Επεται ΖΜ = Νθ καί δτι τό τετράπλευρον ΘΖΜΝ είναι 
όρθογώνιον δμοιον πρός τό ΑΒΓΔ. Είναι Αρα 

Ζθ»=:β* = 2(ΜΖ) 2 . 

Τά όρθογώνισ τρίγωνα, Αφ’ έτέρου, ΑΜΖ και ΝΒΘ είναι 
όμοια, ώς Ισογώνια καί θά Εχωμεν 

α _ _ΝΘ_ · 

ΙΛΖ γ 

συνεπώς 

αγ = ΘΝ . ΜΖ = ΜΖ’ ^ · 

ή β* = 2 αγ. 

Είναι, Επομένως, Αληθής ή συνθήκη (2), Αρα καί ή συνέπεια 
αύτής (1). 


Αντίστροφα σχήματα 

1330. Όρισμός . Δύο σημεία Μ, Ν λέγονται αντίστροφα Αλλήλων 
πρός πόλον ή αρχήν Ο καί δνναμιν αντιστροφής Κ 8 , έάν ευρίσκωνται 
έπί τής αύτής ευθείας μετά του Ο καί ιό γινόμενον χών τμημά¬ 
των ΟΜ. ΟΝ είναι ίσον πρός Κ* ( 7Β ). 

Δύο σχήματα λέγονται Αντίστροφα Αλλήλων, έάν Εκαστον αυ¬ 
τών είναι ό τόπος τών Αντιστρόφων, πρός δοθέντσ πόλον καί 6υ- 
ναμιν Αντιστροφής, τών σημείων ιοΟ Αλλου. 

θεώρημα 411 

1330 α · Δύο ζεύγη αντιστρόφων σημείων ανήκουν είς τήν αύτήν 
περιφέρειαν, 

(Μέ&οδοι, § 218). 


78. Σημ. μ β τ. Β?,ίπ» Εισαγωγικόν σημείωμα. 
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Θεώρημα 412 

1331 · Λί εύθεΐαι,αί συνδέουσαι δύο σημεΐ · Μ,Ν καί χά αντίστροφα 
αυτών Μ', Ν' είναι άντιπαράλληλοι προς τάς ακτίνας ΟΜΜ' καί ΟΝΝ'. 

(ΜίΜοι, § 218). 

Θεώρημα 413 

1332 . Τό μήκος του εύθυγράμμου τμήματος Μ'Ν' είναι ίσον πρός 
τό γινόμενον τού μήκους ΜΝ επί την δύναμιν αντιστροφής, διαιρεθεν 
διά τού γινομένου Ο Μ. ΟΝ, ιών αχτίνων είς τά άκρα τοΰ τμήματος. 

(Μέθοδοι, § 219). 

Θεώρημα 414 

1333 · Ή γωνία δύο γραμμών δοθέντος σχήματος είναι ίση προς την 
γωνίαν τών αντιστρόφων των γραμμών είς τό αντίστροφον σχήμα. 

(ΜΜοι, § 221 ). 

Θεώρημα 416 

1334 ♦ Τό αντίστροφον περιφέρειας, πρός πόλον έπ* αυτής κείμενον, 
είναι ευθεία γραμμή, κάθετος έπΐ την διά του πόλου διάμετρον. 

{Μέ&οόοί, § 223). 

Θεώρημα 41Θ 

1335· Τό αντίστροφον ευθείας, μή διερχομένης διά τοΰ πόλου, είναι 
περιφέρεια διερχομένη διά τοΰ πόλου- *Η διά τοΰ σημείου αύτοΰ διά¬ 
μετρος αύτής είναι κάθετος έπΐ την εύθεϊαν. 

(Μέ&οδαι, § 224). 

Θεώρημα 417 

1336· Τό άντίστροφον περιφέρειας, πρός πόλον μή κείμενον επ’ αύ¬ 
τής, είναι περιφέρεια όμοιόθετος τής δοθείσης, πρός κέντρον όμοιο- 
θεσίας τόν πόλον τής αντιστροφής. 

(ΜέΜοι, § 225). 

Θεώρημα 417—1 

1337 · Αρμονικόν τετράπλευρου. Έάν τά γινόμενα τών απέναντι 
πλευρών ένός έγγραψίμου τετράπλευρου είναι ίσα, πάσα ευθεία τέμνει 
την τετράδα ευθειών, τών διερχομένων διά τυχόντος σημείου τής περι- 
γεγραμμένης περιφερείας καί τών κορυφών του τετραπλεύρου, κατ' αρ¬ 
μονικήν τετράδα σημείων. 

(Λ/έθοδοι, § 227). 

Θεώρημα 418 

1338 . Δύο περιφέρειαι, ,μή τεμνόμεναι, μετασχηματίζονται δι’ αντι¬ 
στροφής είς ομοκέντρους περιφερείας, έάν ώς πόλος έκλεγή εν έκ τών 
οριακών σημείων. 

(ΜέΜοι, § 233). 
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θεώρημα 418 — I 

1339. Δύο περιφέρειαι τεμνόμεναι μετασχηματίζονται είς ΐσας πε¬ 
ριφέρειας, έάν ληφθή ώς πόλος αντιστροφής εν τυχόν σημεΐον τής δι- 
χοτομούσης αύτάς περιφέρειας. 

(Μέ&οδοι, § 235). 

θεώρημα 418—11 

1340. Μεταξύ δύο περιφερειών (Α) καί (Β), μή όμοκέντρων ; έξ ών ή 
μία είναι έσωτερικ τής άλλης, έγγράφομεν περιφέρειαν (Γ) έφαπιο- 
μένην αυτών, ύστερον άλλην (Δ) έφαπτομένην τών (Α), (Β) καί (Γ), άλ¬ 
λην (Ε) έφαπτομένην τών (Α), (Β), (Δ) κ.ο.κ. 

1) Τά σημεία έπαφής τών περιφερειών (Γ). (Δ), (Ε)... κεϊνται έπί 
περιφέρειας. 

2) Έαν ή περιφέρεια (Ν) είναι ή τελευταία τής ακολουθία; αυτής 
περιφερειών (Γ), (Δ). .. κλπ. (Βλ. Μέ&οδοι, η° 237). 

Θεώρημα 418—III 

1340 α . Δίδονται γωνία ΧΟΥ καί περιφέρεια εγγεγραμμένη είς αυ¬ 
τήν (I). Μία τυχοΰσα εφαπτομένη ΑΒ τής περιφερείας (I) όρίζέι τρίγω¬ 
νον ΑΟΒ, του οποίου ή περιγεγραμμένη περιφέρεια εφάπτεται σταθε¬ 
ρός περιφερείας, οίασδήποτε ούσης τής εφαπτομένης ΑΒ (ΜΛπηΗβίπι). 

* Υπάρχουν δύο τοιαΟται σταθεραί περιφέρειαι, έγγεγραμμέναι 
άμφότεραι είς τήν δοθεϊσαν γωνίαν. Ή πρώτη άντιστοιχεΐ είς τήν 
περίπτωσιν, καθ’ ήν ή περιφέρεια (I) είναι έγγεγραμμένη εϊς τό 
τρίγωνον ΑΟΒ καί ή δευτέροι είς τήν περίπτωσιν καθ’ ήν ή (I) 
είναι παρεγγεγρσμμένη είς τό τρίγωνον. 

Βλέπε: Ο&ϊλΙ&π, ΏχέονύηΐΜ ΰΐ Ι*τοΙΙέηΐ€8, 6η Εκδ., σ. 162 Εως 164, 
ΧΟνί καί ΧΟνίΙ.— Όβίϊδονοβ, ΟιιβζΙίοη* άβ ΟέοηχέΙτά, 2α Εκί>., σ. 
244, η° 3 97 καί 98.- ΗηΙΙβίΐη άββ 8οίβηϋβ8 ΑΙαίΗέηιαΙίηΗββ ο( Ρ/ιι/δί- 
αιΐίΒ έΙέτη€πίαίτ€$, ΙΟον Ετος, σ. 89, π° 1505 και 13ον Ετος, σ. 290 
καί 291. 


Θεώρημα ίου ΡενετΒαεΗ 419 


1341. ΕΙς τρίγωνον, ή περιφέρεια τών Ιννέα σημείων Εφάπτεται τής 
έγγεγραμμένης χαΐ τών παρεγγεγραμμένων περιφερειών. 

1η Άπόδειξις. Διά τής άντιστροφής (Μέ&οδοι, § 238). 

2α 'Λπόδειξις, (Μΐΐηε). 


"Εστιασαν I, ] τά κέντρα τής έγγεγραμμένης περιφερείας και 
μιας τών παρεγγεγραμμένων, Ρ', Σ τά σημεία έπαφής μετά τής 
πλευράς ΒΓ, ΖΔΕ τό τρίγωνον τών μέσων τών πλευρών καί ΘΗ 
ή συμμετρική τής ΒΓ έφαπτομένη τών περιφερειών (1) καί Ο). 

Είναι φανερόν ΰτι ή εύθεΐα Γθ, ή διχοτόμοξ ΑΙ καί ή εύθεΐα 
ΔΕ, τών μέσων τών ΓΑ, ΓΒ, τέμνονται είς τό αύτό σημεΐον Κ. 
Γνωρίζομεν δέ δτι: 


ΒΡ' — ΓΣ, Ρ'Σ — ΑΒ — ΑΓ 


και 


ΔΡ’— ΔΣ = 


ΑΒ - ΑΓ Βθ 


= ΔΚ. 


2 


2 
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Επειδή ή ευθεία ΔΚΕ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΒ, θά 
Εχωμεν τάς σχέσεις : 

ΔΛ ΒΘ _ _ΔΚ^ 

ΔΚ ” ΒΑ ΔΕ 
έξ ών βποντσι αί ισότητες 

ΔΛ . ΔΕ -- ΔΚ- = ΔΡ' 2 = ΔΣ 3 . 

"Ομοίως, εύρίσκομεν 

ΔΜ.ΔΖ = ΔΚ* = ΔΡ'* = ΔΣ*. 

Επειδή τά γινόμενα ΔΛ . ΔΕ, ΔΜ . ΔΖ είναι Τσα πρός τάς 
δυνάμεις τοΟ σημείου Δ πρός τάς περιφερείας (I) και Ο), τά 
σημεία. Ε Καί Ζ βύνανται νά θεωρηθοΟν ώς άντίστροφα τών Λ 



καί Μ έν τή άντιστροφή μέ πόλον Δ καί δύναμιν ΔΣ 5 =ΔΡ' 2 . 
Κεΐντσι κατά συνέπειαν τά σημεία ταυτα έπί τής, άντιστρόφου 
τής ευθείας ΘΜΛΗ, περιφερείας ΔΕΖ, δηλ. τής περιφερείας τών 
έννέα σημείων τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, 

Επειδή ή ευθεία ΘΜΛΗ είναι έφαπτομένη τών περιφερειών 
(I) καί Ο), τό άντίστροφον αύτής, δηλ. ή περιφέρεια ΔΕΖ, θά 
έφάπτεται τών άντιστρόφων σχημάτων τών περιφερειών τούτων. 
Είναι δέ τά άντίστροφα ταΟτα σχήματα αί Τδιαι περιφέρειαι (I) 
καί (]), έφ’ όσον ώς δύναμις άντιστροφής έλήφθη ή δύναμις τοΟ 
πόλου Δ πρός τάς δυο περιφερείας. 

Εφάπτεται, έπομένως, ή περιφέρεια ΔΕΖ τών περιφερειών (1) 
καί Ο), ώς καί τών δύο άλλων παρεγγεγρσμμένων περιφερειών. 
Τά σημεία έπαφής Ω καί V είναι αί τομαί τών (I) καί (I) πε- 
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ριφερειών μετά τών ευθειών τών ένουσών τό σημεΐον Δ μετά τών 
σημείων έπαφής Σ', Ρ της ευθείας ΘΗ- 

Τά σημεία έπαφής Ω, V, ν', V", τής περιφέρειας ΔΕΖ μετά 
τής έγγεγραμμένης καί τών παρεγγεγραμμένων περιφερειών ε[ς 
τό τρίγωνον, ώνομάσθησ'-.ν σημβΐ α τον ΓβηβνύαοΗ . 

1341α · Σημείωσε*:. Γό θεώρημα τον ΡβηβνύαοΗ έγνώσθη τό 1822* 
(I. <3. Μ., 1902, σ. 30, η° 2145. Σημείωσις τοΟ ΒΓοεβ,ΓΓΪ). 

Ή πρότασις αϋτη, άποδειχθεϊσα κατά πρώτον ύπό τοΟ ΗλππΙ- 
ΐοη και ϋστερον (1865) ύπό τοΟ Οβτοηο (Ν. Α,, 1903, σ. 13), δυνα¬ 
τοί νά άποδειχθή καί κατά πολ'.ούς άλλους τρόπους* ή κομ- 
ψοτέρα πάντως είναι ή διά τής χρήσεως τής άντιστροφής 
καί όφείλεται είς τόν ]. Ρ. Τ&γΙογ (I. <3. Μ., 1900, σ. 314, η° 1544), 
μολονότι άποδίδεται πολλάκίς καί είς τόν Μϊΐηε Ο· Μ. Ε., 1890, 
σ. 3)* Ή άπόδειξις αϋτη εύρίσκεται καί είς τό Τναχίέ ά& ΟέοηιέΙι'ίε 
έΐέηιεηίαίνβ τών Κ,ουείιέ καί ΟοτηδβΓονίίϊδε. 

Ή άπόδειξις τοΟ Β&Κζθγ (ΕΙεηχεηΙβ άβτ ΜαίΗεηιαΗΚ, Επιπεδομε¬ 
τρία, § 12, η® 8), άν καί άπλή, είναι άρκετά μακρά. 

Είς διάφορα άρθρα τών Ν. ΑηιιαΙβν ίηαΙΗέχηαϋηηϋβ έξετάζεται 
τό θεώρημα τον Γεν,ετύαοΗ' 6 Μβπΐΐοη έκθέτει είς τούς τόμους 
τοΟ 1846, σ. 403 καί 1850, σ. 101 δύο άποδείξεις. Ό σοφός συντά¬ 
κτης, κατά τήν έποχήν αύτήν, τών Ληηαίββ, Οετοηο, έξέθεσεν τον 
τρόπον τής κατασκευής τών σημείων έπαφής τής περιφερείας τών 
έννέα σημείων μετά τής έγγεγραμμένης καί τών παρεγγεγραμμέ¬ 
νων περιφερειών, διά τής χρήσεως μόνον τοΟ κανόνος καί χωρίς 
τήν χρησιμοποίησιν ούδεμιάς περιφερείας (1865, σ. 220). Ό Εβ- 
ιιιοΐπβ έξέθεσε έπίσης μίαν πολύ άπλήν κατασκευήν τών σημείων 
τον ΡεηβνΙσεΗ (Α. Ρ., 1891, ΜβΓδοίΠθ, σ. 136), ό δέ Ο&ηηοη (Μαηηΐιεηη) 
δίδει μίαν πολύ σύντομον καί κομψήν άπόδειξιν είς ΝοιινεΙΙβΒ .4 η* 
ηαΐββ (1902, σ. 500 καί 1905, σ. 257). 

Άναφέρομεν έπίσης τήν είς τό ίδιον περιοδικόν παρατήρησιν 
(1903, σ. 183, καί 1905, σ. 260) του Κοηίβηέ, καθώς καί έν' ώραΐον 
άρθρον του (δίου είς τό ΒκΙΙβΙΐη τών ΟβΓ&τά καί Μίοΐιεί (1906, 
σ. 113). Ό Γοηίεηέ έγενίκευσε έπίσης τό Θεώρημα τον ΡβαβνύαοΙι 
(Μ. Α., 1905, σ. 52 καί 1906, σ. 55 Ιως 63), ώς καί τό θεώρημα 
έπί τής εν&είας τον 8χηΐ3οη (Ν. Α , 1906, σ. 145). 

Καί ό Ε. λνβδετ έγενίκευσε καί αύτός τό θεώρημα τον Ρεκ,βΓ^αοΗ 
είς τό άρθρον του: 8ιιν ηνχεΙηηβΒ οετοΙεΒ άιι ρΐαη ά’ιιη ίνίαηρίβ 
(Μ. Α., 1906, σ. 343). Βλ. έπίσης διάφορα άρθρα τών Υ&οςιι&ηί, 
Κοπίβηέ, Βοτιν&ΐδί εις Ν. Α., 1906, σ. 392, 508, 510 καί 1907, σ. 158. 

Είς τό ]. ι1. Μ. Ε. οΐ 8μ. (1879, σ. 359), ύπάρχει ή άπόδειξις 
τοΟ Ιεπιβδ Βοοίΐι, άνάλογος τής τοΟ Μεηΐίοπ καί βασιζομένη έπί 
τοΟ ύπολογισμου τής άποστάσεως τοΟ κέντρου τής έγγεγραμμένης 
περιφερείας άπό τοΟ κέντρου τής τών έννέα σημείων. 

Σχετικά πρός τό θεώρημα τον ΡβνιβτΙαϋΗ εύρίσκονται άκόμη καί 
είς: Μ. Ε. βΐ 8ρ.» 1886, σ. 3, 1890, σ. 193, 1895, σ. 83.—I. ά. Μ., 

1902, σ. 30, η° 2145 (διά τό Ιστορικόν τοΟ θεωρήματος, του Βγο- 
ολγ<1).— ΜαίΗβΒίζ, 1908, σ. 33. — ΕάηοαΙίοηαΙ Τίτηββ, Ιούλιος 1908 
καί ΜαίΙιεήβρ 1908, σ. 201, έπί τής περιφερείας τών έννέα σημείων.— 
Ν. Α., 1909, σ. 1 καί 33, Κβπι., III, όπου ό Ο. Ροηίεηέ θεωρεί τήν 
περιφέρειαν τών έννέα σημείων ώς μίαν τών κωνικών τομών, τών 
άναψερομένων είς έν τρίγωνον. 

Καλείται σημεΐον τον ΡαιβνΰαοΙι, τό σημεΐον έπαφής τής περιφε- 
ρείας τών έννέα σημείων καί τής έγγεγραμμένης περιφερείας- 
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καί τό αύτό άνομα θά ήδυνάμεθα νά προσδώσωμεν καί είς τά ση¬ 
μεία έπαφης τής πρώτης περιφερείας καί έκάστης τών παρεγγε- 
γραμμένων περιφερειών είς τό τρίγωνον. 

Τής υπερβολής τον Ι'βΗετΰαοίι (§ Ί242, ξ) κέντρον είναι τό οημειον 
τον ίί!Μ6Γ&α<ϊΛ. 

θεώρημα 419—1 


1341 β> € Η περιφέρεια των έννέα σημείων ένός τριγώνου είναι ή πε· 
ριβάλλουσα των έγγεγραμμένων καί παρεγγεγραμμένων περιφερειών είς 
πάντα τά τρίγωνα, τά εχοντα τό αυτό όρθΌκεντρον καί την αυιήν περι- 
γεγραμμένην περιφέρειαν μετά τοΰ δοθένιος τριγώνου. 


Ή πρότασις αϋτη είναι άπλή συνέπεια έκείνης τής § 130, 2). 

"Ενεκα του ένδιαφέροντος τό 



Σχ. α 


όποιον παρουσιάζει θά δώσω- 
μεν μερικός άναπτύζεις : 

Τό κέντρον Ν τής περιφε- 
ρείας τών έννέα σημείων εύ- 
ρίσκετσι είς τό μέσον τής ευ¬ 
θείας ΟΗ, ή δέ άκτίς αυτής 
Ν1 είναι τό ήμισυ τής άκτϊνος 
ΟΑ. Τό Η, ουνεπώς, είναι τό 
κέντρον όμοιότητος τών δύο 
περιφερειών ~(Ν) καί (Ο) 
(§ 1261) καί πάσα εύθεϊσ, ώς 
ή ΗΒ ή ΗΒ', διαιρείται είς 
δύο μέρη ΐσα, είς τά Π, Π', 
Οπό τής περιφερείας τών έν¬ 
νέα σημείων. 

Επειδή δέ τά σημεία I, 


Π, Κ είναι τά οιμαϊα τοΰ ΕηΙεν 
έπί τών ύψών τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, Επεται άτι καί τά σημεία Π' 
κλπ. θά είναι τά άμοια σημεία ένός άλλου τριγώνου Α'Β'Ρ, 
έχοντος όρθόκεντρον τό αύτό Η μετά τοΰ ΑΒΓ καί έγγεγραμμέ- 
νον είς τήν περιφέρειαν Ο. Τό νέον, άρα, τρίγωνον τοΟτο Α'ΒΤ' 
βχει τόν αύτόν κύκλον τών έννέα σημείων μετά τοΟ άρχικοΰ ΑΒΓ. 

Ή περιφέρεια (Ν) περιέχει πάντας τούς έγγεγραμμένους κύ¬ 
κλους καί έφάπτεται αυτών, ώς καί τών παρεγγεγραμμένων πε¬ 
ριφερειών. 


Παρατήρησις. ,Τό ϋβώρημα τον ΙΙαηηΙίοη (§ 1341 δ), όδηγεΐ είς μίαν 
δευτέραν γενίκευσιν, άφοΟ τά τέσσαρσ τρίγωνα ΑΗΓ, ΒΗΑ, ΓΗΒ 
καί ΑΒΓ Εχουν τήν αύτήν περιφέρειαν τών έννέα σημείων καί 
έκαστον αύτών έχει έγγεγρσμμένην καί παρεγγεγραμμένας περι- 
φερείας διακεκριμένος άπ’ άλλήλων. 


1341 γ. 1) Τό άνωτέρω ζήτημα έτέθη είς τό ΙηΙ. ά . Μ. (1909, 
σ. 163 καί 178, η° 3304). Σχετικώς άπήντησεν ό Ν. Ρΐαοονο καί 
ύποδεικνύει, χρησιμοποιών τό σχήμα 433 τής § 733, άτι ό κύκλος 
τών έννέα σημείων έφάπτεται 48 άλλων κύκλων. 

2) Ή άκτι ρ' τής περιφερείας, ήτις έφάπτεται έσωτερικώς τών 
τριών παρεγγεγραμμένων περιφερειών είς τρίγωνον, δίδεται ύπό 
τοΟ τύπου 



( 1 . ά. Μ 1901, σ. 119, η® 1930. δίοΐΐ). 
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θεώρημα τον Ηα.ηΐΚοη 419—11 

1341 δ . 'Εστω Η ιό όρθόκεντρον τριγώνου ΑΒΓ. Τά τρίγωνα μέ 
κορυφάς χά σημεία Α, Β, Γ, Η, άνά τρία λαμβανόμενα, έχουν την 
αύτήν περιφέρειαν των έννέα σημείων. ^ ^ 

Ή περιφέρεια αυτή έφάπτεται ιών δέκα εξ εγγεγραμμένων ή πα- 
ρεγγεγραμμένων περιφερειών είς τά τρίγωνα ταϋτα. 

(Μέθοδοί, § 292 λ). 

Θεώρημα 419—11 α 

1342 * Αί αποστάσεις τοΰ σημείου τού 1 7 βιΐί:Γΐ>ε]ι τριγώνου ΑΒΓ : 

1) από των ποδών των υψών είναι ίσαι, άντιστοίχως, προς τάς απο¬ 
στάσεις των κορυφών άπό τής ευθείας ΟΙ. 

2) άπό των κορυφών τοΰ τριγώνου είναι ϊσαι, άντιστοίχως, προς τάς 
άποστάσεις τών ποδών τών υψών άπό τάς προβολάς τών κορυφών έπί 
την εύθεΐαν ΟΙ. 

(ΤΙιέΙίΑίιΙί, Ν. Α. ( 1910, σ. 275). 

Σημείωσες. 1) ΕΙς μίαν ώραίαν σπουδήν: ηιπίίΐιιβε ΙΙιέο - 

*'έπιβ$ άβ Οέοηιέίΐ'ίβ έΐέιηεηίαίτρ, ό ΤΙιέδαιιΙΙ δίδει μέγαν άριθμόν 
προτάσεων άναφερομένων είς τό σημεΐσν τον ΓβιιβνύαοΙι και τάς 
όποιας πορίζεται έκ γενικωτέρων άλλων θεωρημάτων, άτινα 
και άποδεικνυει. 

2) Του θεωρήματος τον ΡεηβνΙαοΗ, ό Υ. 5α\νπναιιιβ. (Τόκιο) Εδωσε 
είς Ν. Α. 1911, σ. 31 Εως 49, έννέα άποδείζεις. Ό ίδιος είς τήν 
ΜαΙΗ43Ϊ3 (1906, σ. 259) έκθέτει καί μίαν άπλουστάτην καί κομψο- 
τάτην άπόδείξιν ταυ Ιαπωνικόν θεωρήματος (§ 750 α). 

Συμμετρική Αντιστροφή 


θεώρημα 419—III 


1342 α· Διά τής κορυφής Α τριγώνου 
σαν ΑΔ περατουμένην είς τήν βάσιν 
ΒΓ, έπί δέ τής συμμετρικής αυτής 
πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας Α λαμ- 
βάνομεν τμήμα Αθ τοιοΰτον, ώστε τό 
γινόμενον ΑΔ. Αθ νά είναι ίσον πρός 
τό ΑΓ.ΑΒ=βγ. Δείξατε δτι ό τόπος 
τοΰ σημείου θ είναι ή πε ριγέ γραμμένη 
περιφέρεια είς ιό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τά τρίγωνα ΑΓΘ καί ΑΔΒ-είναι 
όμοια, ώς Εχοντα μίαν γωνίαν Τσην, 
περιεχομένην μεταξύ άναλόγων 
πλευρών· έκειδή γων. ΓΑΘ = ΔΑΒ 
β Αθ * 

καί ΤλΔ ^ —γ— 1 β.γ=ΑΔ.ΑΘ. 

Είναι, έπσμένως, καί αί γωνίαι 
ΓΘΑ, ΓΒΑ Τσάι καί τό τετράπλευ- 
ρον ΑΓΘΒ έγγράψιμον. 

Τό σημεΐον, άρα, θ εύρίσκεται έπί 
τρίγωνον ΑΒΓ περιφέρειας. 


ΑΒΓ φέρομεν εύθεΐαν τυχου- 



τής περιγεγραμμένης είς τό 
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1342 β. Παρατήρησα. Άντιστρόψως, έάν τό σημεΐον θ είναι με¬ 
ταβλητόν έπί τής περιφερείας ΑΒΓ, τό σημεΐον Δ γράφει τήν 
ευθείαν ΒΓ. 

Ό πούς του έκ του Α ύψους καί τό άλλο δκρον τής έκ του Α 
διαμέτρου είναι σημεία άντίστοιχα (ώς άνωτέρω). 

1342 γ. Συμμετρική αντιστροφή . Τό προηγούμενον θεώρημα χρη¬ 
σιμεύει ώς βάσις διά τήν μέθοδον μετασχηματισμού, τήν γνωστήν 
ύπό τό όνομα ονμ^τρικη αντιστροφή. Κατά ταύιην, είς τό τυχόν 
σημεΐον Μ τοΟ έπιπέδου τής γωνίας Α, άντιστοιχίζεται σημεΐον 
Ν, κείμενον έπί τής συμμετρικής τής ΑΜ πρός τήν διχοτόμον τής 
γωνίας Α (καλούμενης άζονος τής συμμετρικής άντιστροφής) ευ¬ 
θείας καί τοιοΟτον, ώστε ΑΜ.ΑΓί = βγ = κλ 

1) Τό συμμετρικώς άντίστροψον σχήμα εύθείας διερχομένης 
διά του χόλου Α τής συμμετρικής άντιστροφής, είναι ευθεία, διερ- 
χομένη έπίσης διά του πόλου Α. 

2) Τό συμμετρικώς άντίστροφον εύθείας ΧΥ, μή διερχομένης 
διά τού πόλου, εΐναι περιφέρεια διερχομένη διά τού πόλου. 

3) Τό συμμετρικώς άντίστροφον περιφερείας, διερχομένης διά 
τού πόλου, είναι ευθεία (ώς ή ΧΥ). 

4) Τό συμμετρικές άντίστροφον περιφερείας μή διερχομένης 
διά τοΟ πόλου είναι περιφέρεια μή διερχομένη έπίσης διά τού 
πόλου. (Βλέπε έπμ. § 1342 ζ). Ή πρότασις αϋτη είναι γνωστή διά 
τήν περίπτωσιν καθ 1 ήν τά σημεία Μ, Ν κεΐνται έπί τής αύτής 
εύθείας ΑΜΝ (™). Ή συμμετρική τής λαμβανομένης περιφερείας 
πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας Α είναι ό τόπος τών συμμετρικές 
άντιστρόψων τών σημείων Μ. 

Πρόβλημα 419— IV 

1342 ε. Δίδεται δ πόλος Α, ό άξων ΑΖ καί ή δύναμις κ*. Νά εύρεθή 




τό συμμετρικές αντίστροφον σχήμα 1) μιας περιφερείας διερχομένης 
διά τοΰ πόλου Λ. 2) μιας εύθείας ΧΥ. 

79. 2 η μ. μ ε τ. “Επειδή τότε τά σημεία Ν κείνται έπί τής Αντιστρό¬ 
φου (§ 1330 κλπ.) περιφερείας τής δοθείσης πρδς πόλον Α. 
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1) Τό συμμετρικές άντίστροφον σχήμα τής περιφερείας είναι 
εύθεΐα καί τό γινόμενον τής διαμέτρου έπί τήν άπόστασιν η τοΟ 
πόλου άπό τής ευθείας Τσον 
πρός κ* (§ 1342 α). Διά τήν 
κατασκευήν της, λαμβάνομεν 

τμήμα ΑΛ έπί τής ΔΑ (Σχ. X Λί \^\'Ν 


Θ50) ίσον πρός 


, μεταφέ- 


\ Κ \ 


ρομεν τούτο είς τήν θέσιν / X 0 / / \ V·./, \ 

ΑΗ, έπί τής συμμετρικής τής I .X Ό \ / \ ! ·. : 

διαμέτρου πρός τόν άξονα ΑΖ \χ /: /_ V ^_ 

εύθείας, καί φέρομεν τήν, κά* Ϋ 'γ\ / ~0 ' ]ίΙ 7 &' ” Κ χ 

θετόν είς τό Η έπί τήν ΑΗ, \ / :/ / / 

εύθεΐαν ΧΗΥ. χ/.!,/ 

2) Όρίζοαεν τό τμήμα ΑΛ 
έπί τής έκ τοΟ Α κςχθέτου έπί Λ 

τήν ΧΥ (Σχ. Θ51) είς τρόπον, /ζ 

ώστε « «, 

851. 

ΑΛ = — 

η 

καί μεταφέρομεν αύτό είς τήν θέσιν ΑΔ, έπί τής συμμετρικής τής 
ΑΛ πρός τόν άξονα ΑΖ εύθείας. Ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΑΔ 
είναι τό συμμετρικές άντίστροφον σχήμα τής ΧΥ. Επειδή έκ του 
όρθογωνίου τριγώνου ΑΚΛ θά Ιχωμεν 

ΑΚ* = κ 2 = ΑΗ . ΑΛ = η . 2 Κ. = βγ. 

Πρόβλημα 419—V 

1342 £. Δίδονται ό πόλος Α, ό άξων ΑΖ καί ή δύναμις κλ Νά εύ* 
ρεθή τό συμμετρικές άντίστροφον σχήμα περιφέρειας (Γ), μή διερχομέ- 
νης διά του πόλου. 



Γεωμετρία 


Σ τ*ε52. 


41 
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Ό ταχύτερος τρόπος είναι νά όρισθή ή περιφέρεια (Ο'), ή 
τοιαύτη, ώστε ΑΒ.ΑΔ' = κ* (Σχ. 852), καί νά ληψθή ή συμμε¬ 
τρική αυτής (Ο) πρός τόν άξονα ΑΖ. 

1342 η, Παρατήρηοις. Τά σημεία Μ, Ν, ώς καί τά Ε, Ζ, είναι 
συμμετρικές άντίστροψα. Επειδή δμως τά σημεία Γ καί Ο' δέν 
είναι άντίστροψα άλλήλων έν τή άντισχροφή Α (Α, κ 8 ), και τά 
Γ καί Ο δέν θά εΤναι συμμετρικές άντίστροψα σημεία. 

Πρόβλημα 419— VI 

1342 Νά όρισθ-η ιό συμμετρικώς άντίστροίρον σημείου Μ προς 
πόλον την κορυφήν Α τριγώνου ΑΒΓ, άξονα τήν διχοτόμον τής γωνίας 
Α καί δύναμιν κ“ Ισην πρός χό γινόμενον βγ, χών πουρών ΑΓ και ΑΒ 
χοΰ χριγώνου. 

Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΑΜΘ καί τήν, παράλληλον πρός τήν βά- 
σιν ΒΓ, χορδήν ΘΛ τής περιψερείας ΑΒΓ. Ή ΑΛ είναι συμμε¬ 
τρική τής Αθ πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας Α. 




ϊχ. 864. 


Ή έκ του θ παράλληλος ΘΝ πρός τήν εύθεΐαν ΜΕ όρίζει τό 
ζητούμενον σημεΐον Ν. Επειδή: 

= ΧΓ Ί ΑΜ · ΑΝ = ΑΕ . Αθ = βγ = κ·. 

1342 1 , Παρατήρηοις. Τό συμμετρικές άντίστροψον Ρ του κέν¬ 
τρου τής περιγεγραμμένης περιψερείας είναι τό συμμετρικόν τής 
κορυφής Α σημεΐον πρός τήν βάσιν ΒΓ. Επειδή (Σχ. 854): 

2ΑΟ.ΑΗ = βγ ή ΑΟ . 2 ΑΗ = ΑΟ . ΑΡ = βγ. 

Καί ή προηγουμένη, άλλωστε, κατασκευή έπαληθεύει τόν Ισχυ¬ 
ρισμόν αύτόν. 
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θιώρημα 419-V*! 

1342 η, ΕΙς την προηγουμένως δρισθεΐσαν συμμετρικήν αντιστροφήν, 
τό συμμβτρικώς αντίστροφον Ν δοδέντος σημείου Μ καί τό Ισογώνιον 
Μ' τοΰ σημείου Μ, εύρίσχονται έπί των τομών ευθείας ΑΜ'Ν, διβρχο- 
μένης διά τοΰ πόλον, και περιφερείας διβρχομένης διά τών σημείων 
Β και Γ. 

Δύο σήμεϊα Μ καί Μ' λέγονται Ισογώνια άλλήλων έάν λαμβά- 
νωνται διά τών τομών δύο ζευγών Ισογωνίων εύθειών Αθ, ΑΛ 
καί Βθ\ ΒΛ'. (Βλ. §§ 753, 1118 α, 1344 α καί 2307). 


θ' 



Διά νά κατασκευάσωμεν τό Ισογώνιον Μ' τοΟ Μ, δυνάμεθα 
νά φέρωμεν τάς ΑΜΘ, ΒΜΘ' ευθείας, τάς ΘΛ, Θ'Λ', παραλλή¬ 
λους, άντιστοίχως τών ΓΒ καί ΓΑ καί τάς ΛΑ, Λ'Β. 

1) Επειδή τό συμμετρικώς άντίστροψον τοΟ Ν κεΐται έζ όρι- 
σμοΟ έπί τής εύθείας ΑΛ, τά σημεία Α, Μ' καί Ν κεΐνται έπί τής 
αότής εύθείας. 

2) Τά τρίγωνα ΑΓΝ, ΑΜΒ εΤναι όμοια, ώς Εχοντα μίαν γω¬ 
νίαν Τσην είς Α, περιεχοιιένην μεταξύ άναλόγων πλευρών. Επειδή, 
έκ τής σχέσεως ΑΝ ,ΑΜ = βγ Επεται ή άναλογία : 

ΑΜ ___ γ 
_ β"“7θΓ* 
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* Επομένως, 

γων. ΓΝΑ = ΜΒΑ = Μ'ΒΓ, 

καί τό σημεΐον Μ' εύρίσκεται έπΐ. τής περιφέρειας ΒΝΓ. 

1342 λ. Παρατηρηθείς. 1) ^Ονομάζονται ΙσοκυχΙιχά σημεία (ΐβοςν- 
οΐΐηυεδ), άναφορικές πρός τήν ΒΓ, νά σημεία Ν καί Μ', έάν 
είναι τομαί εύθείας διά τής κορυφής Α καί περκ&ερείας διερχομέ- 
νης διά τέν Β καί Γ, Όμο(ως, τά σημεία Μ καί Ν' είναι ίσοκυ- 
κλικά σημεία. 

Ή περιφέρεια ΒΜΤ, ή διερχομένη διά τοΟ Ισογωνίου Μ' του 
Μ τέμνει τήν ΑΜ' κατά τό συμμετρικές άντίστροφον Ν του ση¬ 
μείου Μ. Επίσης, διά τής περιφέρειας ΒΜΓ όρίζεται τό συμμε¬ 
τρικές άντίστροφον Ν' τοϋ ισογωνίου Μ τοΟ Μ\ 

2) ΑΙ εύθείαι ΜΜ', ΝΝ' εΐναι παράλληλοι, τά δέ σημεία Ν, 
Ν', τά συμμετρικές άντίστροφα τέν Ισογωνίων σημείων Μ και Μ'. 
είναι καί αότά ισογώνια. 

3) Ή χρήσις τής συμμετρικής άντιστροφής όδηγεΐ είς μετασχη¬ 
ματισμόν γνωστών ήδη προτάσεων καί άνεύρεσιν νέων θεωρημά¬ 
των. Βλ. σχετικές τήν ήδη όπομνησθεϊσαν άξιοσημείωτον έργα- 
σίαν του Βει-ηέδ (/. Μ. Ε„ 1891, σ. 121, 145 κλπ ( ). 

4) Ή σπουδή τέν μή όμοιοθέτων όμοιων σχημάτων ήγαγεν είς 
ένδιαφέροντα θεωρήματα τής Γεωμετρίας του τριγώνου . Τό αύτό 
συμβαίνει καί διά τής χρήσεως τής γωνιώδους άντιστροφής , κατά τήν 
όποιαν αί άκτίνες είς τά άντίστροφα σημεία σχηματίζουν πρός 
άλλήλας σταθερόν γωνίαν. 

θεώρημα τον ΜιηαεΙ 419— VIII 

1342 μ. Έάν τρεϊς περιφερειαι, τεμνόμεναι άνά δύο, έχουν εν κοινόν 

σημεϊον, τό άθροισμα των γωνιών 
τοϋ καμπυλόγραμμου τριγώνου, τοϋ 
εχοντος ώς κορυφάς τά τρία άλλα 
σημεία τομής, είναι ίσον πρός δύο 
όρθάς γωνίας. (Μΐηαεί, ΙοννηαΙ άβ 
ΠοηνίΙΙβ, τόμ. IX, σ. 24.— Παρά- 
θεσις τοΟ Β&ΐίζετ είς ΡΙαηίπιεΙτίϊ, 
§ 3, π· 6). 

1η Άχόδειςις. "Εστω Δ τό κοι¬ 
νόν σημείον τριών περιφερειών, 
τεμνομένων έπίσης κατά τά Α, 
Β, Γ σημεία. · θά δείξωμεν δτι 
αί γωνίαι τοΟ καμπυλογράμμου 
τριγώνου ΑΒΓ Εχουν άθροισμα 
δύο όρθάς γωνίας. 

Αί γωνίαι τοΟ τριγώνου αυ¬ 
τού εΐναι Τσάι πρός τάς σχηματιζομένας είς τό Δ. *Η γωνία είς 
τό Α λ. χ. εΐναι ίση πρός τήν γωνίαν μέ κορυφήν Δ καί καμπυ- 
λογράμμους πλευράς τά τόξα ΑΓΔ καί ΑΒΔ* έάν δέ φέρωμεν τάς 

έφαπτομένας ΔΕ, ΔΖ τών τόξων αύτών, θά Εχωμεν Α = α. 

Άναλόγως, ευρίσκομεν δτι 

Α Α 

Β — β, Γ ~ γ 





καί κατά συνέπειαν 

/Ν Α Α 

Α-(-Β-(-Γ =α+β+Υ= 2 όρθαί γωνίαι. 

2α Άπόδειξις, Ή Αντιστροφή μέ πόλον τό σημεΐον Δ μετασχη¬ 
ματίζει τάς τρβΐς περιψερείας είς/τρεις εύθείας. Τό τρίγωνον τών 
εύθειών τούτων Εχετ γωνίας Τσας πρός τάς γωνίας τών περιφε¬ 
ρειών, άνά δύο λαμβανομένων. Επομένως, 

α + β + Υ = 2 ύρθαΐ γωνίαι. 

Σημείωσες έπι νών αντιστροφών 

1342 ν. Είς τάς παραγράφους 217 Εως 249 Επελήφθημεν, Αρκετά 
διεξοδικώς, θεμάτων Αναψερομένων είς τήν κυρίως άνχισχροφην' ώιιι· 
λήσαμεν Επίσης περί τής συμμετρικής Αντιστροφής (§§ 1342 α—1342 λ), 
ώς καί περί τής Ισογωνίου τοιαύτης. 

Πάσα σχέσις, πάσα γραφική κατασκευή, διά τής όποιας Αντι- 
< οιχοΟμεν εις δοθέν σημεΐον Εν άλλο, δύναται νά χρησιμεύση 
ώς ράσις μιάς μεθόδου μετασχημαησμοΟ. Ή κυρίως άντιστροφη 
διατηρεί τάς γωνίας καί Εφαρμόζεται είς τήν σφαίραν, γενικώτε- 
ρον είς τόν χώρον, Εξ ίσου εύκόλως όπως καί είς τά έπίπεδα 
σχήματα. ΟΟτω, πάσα ίδιότης ένός έπιπέδου τριγώνου Εχει τήν 
Αντίστοιχόν της εις Εν σφαιρικόν τρίγωνον ή καί είς τό καμπυλό- 
γραμμον τρίγωνον μέ πλευράς τόξα τριών περιφερειών. 

Είς τόν χώρον ό μετασχηματισμός 6Γ Αντιστροφής τής στιβίρας 
Επιτρέπει τήν εύκολον σπουδήν τής κυχίίδος, άν καί ή Επιφάνεια 
αϋτη έμφανίζεται ύπό μεγάλην ποικιλίαν μορφών καί όψεων (§ 
1919, μ. Σημ,, Εχβνςίϋβδ άβ Οέοπιέίτίβ άεκνίρίχνε, 4η Εκδ., σ. 850 
Εως 871), 

Ή Ισογώνιος άνχισχροφή όρίζεται διά τής Αντιστοιχίας δύο ση· 
μείων Ισογωνίων (§ 753), "Οταν τό Εν τών σημείων Μ γράφη .μίαν 
καμπύλην, τό Ισογώνιον αύτοΟ Ν γράφει τό Ισογωνίως μετασχηματι· 
αμίνον του πρώτου σχήματος. (Βλ. §§ 753, 1118α, 1344 α, 2307). 

*0 μετασχηματισμός οΰτος ώδήγησεν είς ένδιαφέροντα εύρή- 
ματα τής Γεωμετρίας τον τριγώνου . Κατ' αύτόν, πάσα εύθεΐα μετα¬ 
σχηματίζεται είς κωνικήν τομήν διερχομένην διά τών κορυφών τοΟ 
τριγώνου, έάν δέ αΟτή είναι Εξωτερική, Εφαπτομένη ή τέμνουσα' 
τής περιγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περιψερείας, τό μετασχημα- 
τισμένον αύτής σχήμα είναι Ελλειψις, παραβολή ή ύπερβολή, Αντί- 
στοίχως (§ 1242, π). Έν τούτοις, τό Ισογωνίως Αντίστροφον σχήμα 
μιάς περιψερείας είναι, Εν γένει, καμπύλη τρίτου βαθμοΟ καί τής 
όποίας ή σπουδή έκψεύγει τών. όρίων τών Στοιχείων τής Γεωμετρίας . 
(Βλ. Ηβνιιβ άβ τηαίΗένηαΟηηβε $ρέοίαΙβ» τοΟ νκίόβΓί, 1890, σ. 11). 

Διά τό Ιστορικόν τής Ισογωνίου άν*ι στροφής βλ. έπμ. § 2306. 

Θεώρημα 419—IX 

1342 ξ . Έστω ΑΒΓ τρίγωνον και Ο τυχόν σημεΐον τοΰ Επίπεδου 
του. ΑΙ κάθετοι είς τό Ο επί τάς εύθείας ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, συναντούν τάς 
Απέναντι πλευράς εις σημεία Δ, Ε, Ζ, κείμενα Επ' εύθείας γραμμής. (Η. 
Βγοοδγ(Ι). 

ΈΑν τά σημεία Δ, Ε, Ζ εύρίσκωνται Επ’ εύθείας, κατά τό θεώ¬ 
ρημα τοΟ Μενελάου, ΘΑ Ιχωμεν : 

ΑΔ ΒΖ ΓΕ 
ΓΔ * ΑΖ ' ΒΕ * 
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Έκ τών διατεμνουσών ΔΝ, ΕΚ, ΖΛ τοΟ τριγώνου ΑΒΓ εόρί- 
σκομεν τάς Ισότητας : 

ΑΔ . Βθ . ΓΝ _ 1 ΓΕ.ΑΚ.ΒΗ , ΒΖ.Γ1.ΑΛ_ <1 

ΓΔ.ΑΘ.ΤΠΤ ' ΒΕ.Γ-Κ.ΑΗ * ΑΖ . ΒΙ. ΓΛ ~ 

τών όποΐων τό γινόμενον κατά μίλη μάς όδηγβϊ είς τήν Ισότητα: 

ΑΔ.ΒΖ.ΓΕ ΒΘ.ΓΝ. ΑΚ .ΒΗ.Γ1.ΑΛ 

ΓΔ . ΑΖ . ΒΕ Χ Αθ . ΒΝ . ΓΚ . ΑΗ . ΒΙ. ΓΛ * (1> 

Επειδή τά τρίγωνα ΓΟΙ, ΒΟΝ καί ΓΟΝ, ΒΟΙ Εχουν τάς βά¬ 
σεις των Επ’ εόθεΐας καί τάς άπέναντι αυτών γωνίας ΐσας, ώς 
όρθάς, θά Ιχωμεν τάς Αναλογίας ; 

ΟΓ.ΟΙ Γ1 
ΟΒ.ΟΝ “ ΒΝ ’ 

"Ομοίως : 

ΟΒ.ΟΘ ΒΘ 
ΟΑ.ΟΗ ~ ΑΗ ’ 

ΟΑ.ΟΚ ΑΚ 
ΟΓ.ΟΛ — ΤΓ7Γ ’ 


ΟΓ.ΟΝ ΓΝ 
ΟΒ. ΟΙ “ ΒΙ ’ 

ΟΒ.ΟΗ ΒΗ 
ΟΑ .ΟΘ ~ 

ΟΑ . ΟΛ _ ΑΑ 
ΟΓ .ΟΚ ” ΓΚ ' 



Διά πολλαπλασιασμοί) κατά μέλη αυτών εύρίσκομεν: 

ΓΟ 3 . ΒΟ 3 . ΑΟ» _ Π. ΓΝ . Βθ . ΒΗ . ΑΚ . ΑΛ 
ΒΟνΑΟΤΤΌ* “ “ ΒΙ.ΒΝ . ΑΗ . Αθ.ΓΛ. ΓΚ 
καί, έπομένως, έκ τής (1), 

ΑΔ.ΒΖ.ΓΕ ,, 

ΓΔ.ΑΖ. ΒΕ ' 

σχέσις άποδεικνόουσα τήν πρότασιν. 

Παρατήρησις . ΑΙ περιφέρειαι αΐ γραφόμενοι έπΐ τών ΑΕ, ΒΔ, ΓΖ 
ώς διαμέτρων, διέρχονται διά τοΟ σημείου Ο καί τοΟ συμμετρικοΟ 
Ο' πρός τήν κοινήν τών περιφερειών διάκεντρον. Επειδή τά 
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κέντρα τών περιφερειών τούτων, ώς μέσα τών διαγωνίων τοΟ πλή¬ 
ρους τετραπλεύρου ΑΒΕΔΓΖ, κεϊνται έπ* ευθείας γραμμής (§ 1546, 
ε, 2α σημ/σις). 

Τό σημείον αύτό Ο' Βχει τάς αύτάς, ώς τό Ο, Ιδιότητας πρός 
τήν διατέμνουσαν ΔΕΖ. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


Λόγοι καί σημεία τομής 

1343 . ΆριΦμητιπαΐ σχέσεις. Εις τό έπίπεδον, £ν σημεϊον Μ δύνα- 
ται νά όρισθή διά τών τιμών δύο καταλλήλων μεταβλητών μεγε¬ 
θών χ, ν· άντιστρόφως, δοθέντος ένός συνόλου σημείων Μ έχόντων 
ώρισμένας Ιδιότητας, αΐ τιμαί τών μεταβλητών χ, ν, αΐ όρίζουσαι 
τήν θέσιν έκάστου σημείου, συνδέονται πρός άλλήλας διά μιάς 
ώρισμένης (έν γένει) Αριθμητικής σχέσεως. 

ΑΙ Ιδιότητες τών σημείων Μ δύνανται νά όρίζωνται διά μιάς 
τών Ακολούθων σχέσεων, συνδεουσών δύο μήκη χ, γ, καταλλήλων 
πρός προσδιορισμόν τής θέάεως έκάστου τών σημείων αύτών : 

1) Τό άθροισμα τών μηκών εΐναι σταθερόν, χ -|- ν = λ. 

2) Ή διαφορά τών μηκών είναι σταθερά, χ — γ = 6. 

3) Ό λόγος τών μηκών είναι σταθερός, = 

4) Τό γινόμενον τών μηκών εΐναι σταθερόν, 

5) Τό άθροισμα τών τετραγώνων τών μηκών σταθερόν, 

χ> + ν* = α». 

6) Ή διαφορά τών τετραγώνων τών μηκών σταθερά, 

χ 4 — ν 3 = β“, 

δπου λ, 6, μ, ν, κ, α, β σταθεραί ποσότητες. 

Τόπος 420 

1344 . Ποιος ό τόπος τών σημείων τών όποιων ό λόγος τών αποστά¬ 
σεων άπό δύο δοθεισών ευθειών είναι Ισος πρός δοθέντα Αριθμόν — ; 

Τό ζήτημα τούτο έξητάσθη ήδη είς τάς Μεΰοόονς (§ 60). Εν¬ 
ταύθα θά έπιληφθώμεν αύτου κατά γενικώτερον τρόπον. 

"Εστωσαν ΟΧ, ΟΥ αΐ δοθεϊσαι εύθεΐαι. 

•Ο πλήρης τόπος άποτελεΐται έκ τεσσάρων εύθειών συμμετρι¬ 
κών άνά δύο πρός τάς διχοτόμους 01, ΟΓ τής γωνίας τών δοθει- 
σών εύθειών. 

1) "Εστωσαν Α, Α' σημεία τοιαυτα, ώστε: 

ΑΜ _ μ Α'Μ' _ μ 

Α^Γ' V * ΑΤΤ^Τ' 
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ΑΙ εύθεϊαι ΟΑ, ΟΑ' άπαντοΟν είς τό έρώτημα. 

2) Έάν ή άπόστασις, ή άντιστοιχοΟσα είς τό μ, είναι ή άπό 

τής ΟΥ, εύρίσκομεν δτι είς 
τόν τόπον άνήκουν αΐ εύθεϊαι 
ΟΒ,ΟΒ'. 

1344 α· Παρατηρήσεις. 1) Ή 
ευθεία ΟΑ είναι συμμετρική, 
πρός τήν ΟΙ, τής ΟΒ καί ή 
ΟΑ' τής ΟΒ'. 

2) Έάν αΐ άποστάσεις, αΐ 
άντιστοιχοΟσαι πρός τό μ, εί¬ 
ναι αΐ άπό τής ΟΧ, ό τόπος 
είναι τό ζεύγος τών εύθειών 
ΟΑ, ΟΑ'. 

3) Διά τήν διάκρισιν τών 
μερών τοΟ τόπου, καταφεύγο- 
μεν ε[ς τήν σύμβασιν τών ση¬ 
μείων. Δννάμε&α νά ΰτωρήαωμεν 
ώς ΰειιχάς τάς άποστάσεις, ή 
τεταγμετας, ΑΜ, ΑΝ, έάν τό 
σημεϊον Α εύρίσκεται είς τό 
έσωτερικόν τής όξείας γωνίας 
τών δοθεισών ευθειών. Οϋτω 
γράφομεν 

Α'Μ'__μ_ 

ν 




4) ΑΙ εύθεϊαι ΟΑ, ΟΒ, ώς συμμετρικά! πρός τήν διχοτόμον ΟΙ, 
είναι ΐ" 'νώνιοι βν&εΐαι· έπίσης αί ΟΑ', ΟΒ', Διά δύο Ισογω¬ 
νίους ευθείας, ώς αί ΟΑ, ΟΒ, οί λόγοι τών άποστάσεων , — 
είναι άντίστροψοι άλλήλων. 

5) Δύο αημεϊα Ισογώνια Μ, Μ' ένός τριγώνου ΑΒΓ (Σχ. 855), 
είναι τά σημεία τομής δύο ζευγών Ισογωνίων ευθειών Αθ, ΑΛ 
καί Βθ', ΒΛ', 

6) ΑΙ εύθεϊαι ΟΑ, ΟΑ' (Σχ. 856), αί όποΐαι άντιστοιχοϋν είς 
τούς αύτούς, κατ* άπόλυτον τιμήν, λόγους τών άποστάσεων άλλ’ 
άντιθβτων σημείων, εΤναι συζυγείς βν&εΐαι πρός τάς ΟΧ, ΟΥ καίάπο- 
τελοΟν μετ' αύτών μίαν Αρμονικήν τετράδα εύθειών. Γνωρίζομεν δέ 
ότι αϋτη τέμνεται ύπό τυχούσης εύθείας κατά Αρμονικήν, έπίσης, 
τετράδα σημείων ή κατά τέσσαρα, είς Αρμονικήν διαίρεαιν εύρισκό- 
μενα, σημεϊα. 

Τό σύστημα ιών Εξ ευθειών ΟΑ', ΟΧ, ΟΑ, ΟΒ, ΟΥ, ΟΒ', 
τέμνεται ύπό τυχούσης εύθείας κατά Εξ, έν γένει, σημεία, έν ενε· 
λ(ξει εύρισκόμενα. 

Τόπος 420—1 


1346 . Ποΐαι αί εύθεϊαι, τών όποιων αί αποστάσεις άπό δύο δοθέν- 
των σημείων έχουν λόγον δοθέντα ; 

Έστωσαν Α, Β, — τά σημεία καί ό λόγος. 

ν 
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* Αρκεί νά όρισθοϋν έπϊ της ευθείας ΑΒ τά σημεία Γ καί Δ. 
τά 6ιαιρο0ντα αυτήν, έσωτερικώς καί έζωτερικώς, κατά τόν δο- 
θέντα λόγον. 

Πράγματι, διά πάσαν ευθείαν διά τών Γ ή Δ θά Ιχωμεν 

ΑΡ _ ΑΓ „ ΑΤ __ ΑΔ _ μ 

~ΒΠ“~ΒΓ^“" ν η ΒΣ”ΒΔ ν 



ϊ/ β 57 


11α οατήρηοις. Έάν λάβωμεν όπ' δψιν τήν συμφωνίαν διά τά ση¬ 
μεία, αί ζητούμενοι εύθεΐαι θά εΐναι αΐ δΓ ένός μόνον έί< τών 

σημείων Γ καί Δ διερχόμεναι. Επειδή οΐ λόγοι ^ καί θά 

πρέπει νά θεωρηθοΟν Ισοι μέν κατ’ άπόλυτον τιμήν, άλλ' έτερό* 
σημοι. 

Τόπος 420-11 

1345 α . Δύο εύθεΐαι ΑΧ, ΑΥ τέμνονται υπό παραλλήλων. Έπί εκά* 
σιης αυτών, ώς τής ΒΓ, λαμβάνομεν 
σημεΐαν. Μ διαιρούν τό τμήμα ΒΓ κατά 

δοθέντα λόγον Ποιος ό τόπος των 

σημείων Μ ; 

1) Έάν , ό τόπος τών 

σηιιείων Μ είναι ή εύθεΐα ΑΜ. 

Ν Ο 

2) Έάν ^ , ό τόπος τών 

σημείων Ν είναι ή εύθεΐα ΑΝ. 

Ωαρατήρησίς. Ή τετράς τών ευθειών ΑΒ, ΑΓ. ΑΜ, ΑΝ είνα 1 
άρμονική. 

Τόπος 420 - III 

1346 . Έπΐ δύο ευθειών ΟΧ, ΟΥ 
λαμβάνομεν μήκη τοιαΰτα, ώιτε 

ΜΟ _ ΜΌ _ μ 

ΝΟ “ΝΌ - * · * ■ - ν ’ 

έχ δέ των σημείων Μ, Μ*. .., Ν, Ν'. . * 
φέρομεν ευθείας παραλλήλους άντιστοί- 
^ως προς δύο δοθείσας ευθείας. Ποιος 
Λ τόπος των τομών Α, Α'... τών παραλλήλων τούτων; 




Σχ. 838 
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Τό ζήτημα τούτο δύναται νά διατυπωθή και ώς έξης: 

Τεμνομεν τάς πλευράς δο&είσης γωνίας ΧΟΥ διά σειράς παραλλήλων 
ΜΝ, Μ'Ν'. $χ δε ιών σημείων Μ, Μ'. , . Ν, Ν'...,κλπ. 

Ό τόπος είναι εύθεΐα γραμμή, διά τής κορυφής τής γωνίας Ο 
διερχομένη. 

Τόπος 420—IV 

1346 α· Μεταξύ ιών πλευρών δοθείσης γωνίας ΧΟΥ έγγράφομεν 
ευθείας ΜΡ, ΝΠ, παραλλήλους άντιστοίχως πρός δοθείσας διευθύνσεις 

καί ιών όποίων χά μήκη Ιχουν λόγον δοθέντα —. Ποιος ό τόπος των 

σημείων τομής Λ των ζευγών τών ευθειών αυτών; 

Ό τόπος άποτελεΐται έκ ζεύγους ευθειών ΟΛ, ΟΛ', περιεχο¬ 
μένων έντός τής γωνίας ΧΟΥ καί τής παραπληρωματικής αύτής 
ΧΌΥ, άντιστοίχως. 

Τόπος 421 

1347 . Έκ δοθέντος σημείου Ο φέρομεν ευθείας προς τάς διάφορα 
σημεία Μ δοθβίσης εύθείας καί λαμβάνομεν έπί έκάστης αυτών σημεΐον 

Ν τοιουτον, ρίοτβ ^ . Ποιος ο τοπος των σημείων Ν ; 

(Βλ. Μέάοδοι, § 63). 

Τόπος 422 

1348 . Έκ δοθέντος σημείου Ο φέρομεν εύθείας προς ιά διάφορα 
σημεία .Μ μιας περιφβρείας καί λαμβάνομεν έπί έκάστης αυτών σηαεΐον 

X τοιουτον, ώστε ■ . Ποιος ό τόπος τών σημείων Ν; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 65). 

Τόπος 423 


1349 . Δίδονται εύθεΐα ΧΧ' καί 



ΑΒ' 

ΑΕ' ““ 


οημεΐον εξωτερικόν αύτής Α. Διά 
τοΰ σημείου τούτου φέρομεν τυ- 
χοΰσαν εύθεΐαν ΑΒ, περατουμέ· 
νην είς την ΧΧ', σχηματίζομεν 
γωνίαν ΒΑΓ Εσην προς δοθεϊ- 
σαν φ καί έπι τής ΑΓ λαμβά¬ 
νομεν μήκος ΑΓ εχον πρός τό 

ΑΒ λόγον δοθέντα —. Ποιος 6 

τόπος τών σημείων Γ ; 

1η Άπόδειξις. Διά ν' άνα- 
χθώμεν είς γνωστόν ήδη ζή¬ 
τημα, προεκτείνομεν τήν ΒΑ 
είς μήκος ΑΕ = ΑΓ. Ό τόπος 
τοΟ σημείου Ε είναι μία, πα¬ 
ράλληλος πρός τήν ΧΧ', εύ* 
θεία (§ 1347). 

μ_ 


Πράγματι, 
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Ή εϋρεσις του τόπου τούτου όδηγεϊ Αμέσως εις τήν Ακόλου¬ 
θον κατασκευήν; Φέρομεν τήν κάθετον ΑΒ' έπί τήν ΧΧ', σχημα- 
τίζομεν γωνίαν ΒΆΓ'=φ καί λαμβάνομεν ΑΓ' = ΑΕ'. *Η κάθε¬ 
τος ΥΥ' είς τό σημεΐον Γ' έπί τήν ΑΓ' είναι ό ζητούμενος τόπος. 

Επειδή αί γωνίαι Χ'ΔΓ' καί ΒΆΓ' = φ είναι Τσάι, ώς Εχου- 
σαι τάς πλευράς των καθέτους άντιστοίχως, πρός όρισμόν του 
τόπου Αρκεί όπως, ^κ τον τυχόντος σημείου Γ αυτόν άχ&ή εν&εΐα ΥΓΥ', 
πχηματίζονοα προς την ΧΧ' γωνίαν ΐοην προς τήν δο&ειοαν φ , 

2α Άπόδειξις. Τό πρόβλημα λύεται εύκόλως καί διά συνθέ- 
σεως, κατά τόν Ακόλουθον τρόπον : Διά του τυχόντος σημείου Γ 
τοϋ τόπου φέρομεν τήν ΓΔ κατά γωνίαν ΓΔΧ' πρός τήν ΧΧ' ϊσην 
πρός φ. 

Διά νά άποδείξωμεν δτι ή ευθεία ΥΔΥ' είναι ό ζητούμενος τό¬ 
πος, Αρκεί νά φέρωμεν τυχοΟσαν εύθεΐαν ΑΒ' μέχρι τής ΧΧ' νά 
σχηματίσωμεν γωνίαν ΒΆΓ' = φ, δπου Γ' έπί τής ΥΥ', καί νά 

άποδείξωμεν δτι . 

Πρός τούτο, παρατηροΟμεν δτι τό τετράπλευρον ΑΒΔΓ είναι 
έγγράψιμον, ΑφοΟ αί γωνίαι ΒΑΓ καί ΒΔΓ = 180®— φ εΐναι πα¬ 
ραπληρωματικοί. "Άρα, γων. ΑΒΒ'= ΑΓΓ'. Άφ’ έτέρου, καί τό 
τετράπλευρον ΑΒ'ΔΓ' είναι έπίσης έγγράιίημον, έπειδή Β'ΔΓ' -\~ 
+ ΒΆΓ'= 180°. Είναι, έπομένως, γων. ΑΒ'Β = ΑΓ'Γ καί τά τρί¬ 
γωνα ΑΒΒ', ΑΓΓ' όμοια, ώς Ισογώνια. Συνεπώς: 

ΑΒ' _ ΑΒ _ μ 

ΧΓ 7 “ “ΑΓ - ~ “7 * 

1360. Παρατηρήσεις, 1) Ή έκφώνησις του ζητήματος διατυποϋ- 
ται πολλάκις καί ώς έξης : 

Τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται έν τω έπιπέδο* τον, είς τρόπον , ώστε νά 
μένη δμοιον προς εαυτό, μία κορυφή τον Α να παραμένη στα&ερά και μία 
άλλη Β νά γράφη δο$εΐοαν ενδεΐαν. Ποιος ό τόπος τής τρίτης κορυφής Γ ; 

2) Ό πρώτος τρόπος Αποδείξεως άγει Απ' εύθείας είς τήν πα- 
ρατήρησιν : 

9 Η κορυφή Γ γράφει σχήμα δμοιον πρός τό γραφόμενου νπό τής *ορι>- 

φής Β. 

θά μελετήσωμεν, έν τούτοις, ιδιαιτέρως τήν ένδιαφέρουσαν πε- 
ρίπτωσιν, καθ' ήν κορυφή Β γράφει περιφέρειαν (§ 1355). 

θεώρημα 423—1 

1360 α . Ή περιφέρεια ή περιγεγραμμένη περί τό μεταβλητόν τρί¬ 
γωνον ΑΒΓ του προηγουμένου τόπου ($ 134Θ), διέρχεται πάντοτε διά 
σταθερού σημείου. 

Τούτο είναι τό Δ, Ενεκα του έγγραψίμου τετραπλεύρου Α'ΒΤ'Δ. 

Θεώρημα 423—11 

1361. Έάν εν σχήμα μεταβάλλεται έν τφ έπιπέδφ του είς τρόπον, 
ώστε νά παραμένη δμοιον εαυτφ, μία κορυφή του νά μένη σταθερά καί 
μία άλλη νά γράφη εύθεΐαν γραμμήν, τότε παν άλλο σημεΐον του σχή¬ 
ματος γράφει έπίσης εύθεΐαν γραμμήν. Ή σταθερά κορυφή είναι τό 
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σταθερόν κέντρον όμοιότητος των, κατά τόν ώς άνω τρόπον, μεταβαλ¬ 
λόμενων σχημάτων. (Βλέπε Σημ. § 1284, τά γενικόν θεώρημα τής § 
1357, ώς καί § 2476 καί έπμ.). 

Τόπος 423—III 


1362 * Δύο τρίγωνα όμοια έχουν κοινήν κορυφήν Α. Τό εν εξ αυ¬ 
τών, ΑΒΓ, μένει ακίνητον ένφ τό άλλο ΒΆΓ' στρέφεται, είς τό επίπε¬ 
δόν του, περί τήν κορυφήν Α. Ποιος ό τόπος του κοινού σημείου Δ των 
ευθειών ΒΒ' καί ΓΓ'; 

1) Ευκόλως άναγνωρίζομεν δτι τό ζήτημα τούτο δύναται νά 

συνδεθή πρός τό προηγουμενον. Ε¬ 
πειδή τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΒ'Γ' 
είναι δύο θέσεις μεταβλητού τριγώ¬ 
νου παραμένοντος όμοιου πρός έαυ- 
τό· έάν λοιπόν ή κορυφή Β γράψη 
εύθεϊαν ΒΒ', ή κορυφή Γ θά γράφη 
εύθεϊαν ΓΓ', τέμνουσαν τήν πρώτην 
κατά σταθεράν γωνίαν ΒΔΓ', πα¬ 
ραπληρωματικήν τής ΒΑΓ. 

Είναι, έπομένως, ό τόπος του Δ 
ή περιγεγραμμένη περιφέρεια είς τό 
Ζχ. βει. τρίγωνον ΑΒΓ. 

Ιδού, άλλωστε, καί μία άπ* ευ¬ 
θείας άπόδοίζις; 

2) Έκ κατασκευής, έχομεν: 

ΑΒ _ ΑΓ 
' ΑΒ' “ ΑΓ' ’ 

καί γων, ΒΑΒ'= ΓΑΓ', άψου γων. ΒΑΓ = ΒΆΓ'. Τά τρίγωνα, 
συνεπώς, ΑΒΒ' καί ΑΓΓ' είναι όμοια καί γων. ΑΓΓ'= ΑΒΒ'. 

Επειδή ή γων. ΑΓΔ, παραπλήρωματική οδσα τής ΑΓΓ', εΓναι 
καί παραπληρωματική τής ΑΒΔ, τό τετράπλευρον ΑΒΔΓ είναι 
έγγράψιμον καί ό τόπος τού σημείου Δ είναι ή περιγεγραμμένη 
περιφέρεια είς τό σταθερόν τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τόπος 423—IV 



1363 . Έκ σταθερού σημείου 



φέρομεν τυχοΰσαν τέμνουσαν ΑΜΝ 
δύο δοθεισών παραλλήλων και κα· 
τασκευάζομεν έ ά τής ΜΝ τρίγωνον 
ΜΝΟ ομοιον πρός δοθέν άλλο. 
ΙΙοΐος ό τόπος τής κορυφής Ο ; 

“Έστωσαν ΜΝΟ, Μ'Ν'Ο' δυο 
Θέσεις του μεταβλητού τριγώνου. 
Θά έχωμεν 

ΑΜ _ ΑΜ' _ ΜΓΗ _ 

ΑΝ “ΑΤΓ"Μ·Ν·“ΝΌ' Κ π · 


Α Επειδή τά τρίγωνα ΑΝ Ο, 

Σϊ · 86ί * ΑΝ'Ο' είναι όμοια, έπαναπίπτο- 

μεν εΐ'· τό ζήτημα της § 1350. Ό ζητούμενος τόπος είναι εύθεϊα 
ΟΒΌ', τέμνουσα τάς παραλλήλους κατά γωνίαν Τσην πρός τήν 
(σταθεράν) ΝΑΟ- 
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Τόπος 423— V 

1364 . Έπί τής διαγώνιου ΜΝ (Σχ. 862), κατασκευάζομεν τετράγω¬ 
νον ή γβνικώτερον, σχήμα δμοιον πρός άλλο δοΦέν. ΠοΙοι οΐ τόποι 
ιών κορυφών των σχημάτων τούτων ; 

Έκάστη κορυφή, ώς καί πάν σημεΐον τοΟ μεταβλητού οχήμα¬ 
τος, γράψει εύθεΐαν, κατασκευαζομένην καθ’ δμοιον τρόπον ώς 
καί ή εύθεϊα ΟΒΌ' τοΟ προηγουμένου τόπου. 

Τόπος 424 

1356 . Τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται είς τό επίπεδόν του είς τρόπον, 
ώστε νά παραμένη όμοιον προς έαυτό. μία κορυφή του Α νά μένη στα¬ 
θερά καί μία άλλη κορυφή Β νά γράιρη περιφέρειαν (Δ). Ποιος ό τό¬ 
πος τής τρίτης κορυφής Γ ; 

Α '. Ανοις, Επειδή τό τρίγωνον ΑΒΓ μένει δμοιον πρός έαυτό, 

Α Β 

ή γωνία ΒΑΓ διατηρείται σταθερά, ώς καί ό λόγος ^ρ · · 



Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΑΔ, σχηματίζομεν γωνίαν ΔΑΕ Τσην 
πρός τήν ΒΑΓ καί λαμβάνομεν τήν ΑΕ είς τρόπον, ώστε : 

ΑΔ _ ΑΒ 
ΑΕ “ ΑΓ ' 


Τά τρίγωνα ΑΒΔ καί ΓΑΕ εΐναι όμοια, ώς Ιχοντα μίαν γω¬ 
νία/ Τσην περιεχομένην μεταξύ πλευρών άναλόγων. Επομένως, 


ΒΔ ΑΒ 
ΓΕ ~~αΓ 


<1 


ΓΕ = ΒΔ. 


ΑΓ 

ΑΒ 


καί τό μήκος ΓΕ είναι σταθερόν. ΕΤναι, άρα, ό ζητούμενος τόπος 
τοΟ σημείου Γ ή περιφέρεια μέ κέντρον Ε καί άκτΐνα τό σταθε¬ 
ρόν τοΟτο μήκος. 


Β’. Λύοις. Μεταφέρομεν τό τμήμα ΑΕ 
προέκτασιν τής ΔΑ καί θεωρουμεν τό Α ώς 

θά βχωμεν πάντοτε . Ό τόπος, 

μείου θ είναι περιφέρεια, ώς καί 
γωνα ΑΕΓ, ΑΖΘ εΤναι ΐσα. 


έπί τοϋ ΑΖ, είς τήν 
κέντρον όμοιότητος· 

συνεπώς, τοΟ ση- 

του σημείου Γ, άφοΟ τά τρί- 
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1366 . Παρατήρησις. ΕΙς την έκφώνησιν του προηγουμένου ζητή¬ 
ματος θά ήτο δυνατόν νά έδίδβτο ή γωνία Β ώς σταθερά, ώς και 

ό λόγος —~· Επειδή πάλιν τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΤ' θά 

ήσαν όμοια, ώς βχοντα τάς γωνίας Β καί Β' ΐσας καί τάς περιε- 

χοόσας αύτάς πλευράς άναλόγους, = (Βλ., § 1351). 


θεώρημα 424—1 

1367, Γενική διατύπωσις. Έάν Εν έπίπεδον σχήμα στρέφεται είς 
τό έπίπεδον του περί εν έχ των σημείων του Α καί μένη δμοιον έαυτφ, 
ένφ εν άλλο σημεΐον του Β γράφει δοθεΐσαν γραμμήν, τότε καί 
παν άλλο σημεΐον αυτού Γ γράφει γραμμήν δμοίαν τής δοθείσης, ΑΙ 
δύο δέ γραμμαί δύνανται νά καταστούν δμοιόθετοι άλλήλων, διά στρο* 
φής τής μιας περί τό σημεΐον Α κατά γωνίαν ϊσην πρός τήν σταθεράν 
γωνίαν ΒΑΓ, δύο αχτίνων ΑΒ. ΑΓ του σχήματος είς τήν τυχοΰσαν θέ* 
σιν αύτοΰ. (Σχ. 863). 

Τόπος 424—11 

1368, Δίδονται δύο εύθεΐαι ΟΧ, ΟΥ, εν σημεΐον Α έπί τής μιας 
καί εν άλλο Β έπί τής άλλης. *Α«δ των σημείων αυτών καί καθ' ώρι- 
σμένην φοράν έπί των ευθειών, λαμβάνομεν τμήματα Ισα ΑΓ = ΒΔ, 
ΓΕ = ΔΖ κ.ο.κ. Ποΐσς ό τόπος τών μέσων των τμημάτων ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ...; 



Φέροντες τάς παραλλήλους ΡΛ, ΜΠ, ΛΚ. πρός τάς εύθείας 
ΟΧ, ΟΥ, εύρίσκομεν ότι: 

ΛΡ = —γ~ · ΜΠ = ~γ~ · 4ρα καί Μκ = —γ~ · 

Επίσης, 

ΟΡ = — 2 — ’ ΟΠ = -γ- . 4ραΛΚ. = — 2 ~ · 

ΕΤναι, Ιπομένως, Λκ. = ΜΗ καί τό τρίγωνον ΛΜΚ. Ισοσκβλίς, 
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Λ δέ εύθεΐα ΑΜ παράλληλος πρός τήν διχοτόμον ΟΙ της γωνίας 
Λ ΟΥ. Τό αυτό συμβαίνει καί διά τήν ευθείαν ΜΝ. 

Ό ζητούμενος, συνεπώς, τόπος τών σημείων Λ, Μ, Ν κλπ,, 
είναι ή εκ τοΟ μέσου Λ τής ΑΒ παράλληλος πρός τήν διχοτόμον 
ΟΙ τής γωνίας ΧΟΥ, 

ΣημιΙωσις. Ή εύθεΐα ΛΜΝ φέρει τό όνομα εν&βΤα τών μέσοι ν, 
τό όποιον προσέδωσε. είς αύτήν ό ΟΗεδΙβδ τό 1860. (Ε$9αί Ια 
ΟόοιηέΜβ άβ Ια νέαΐβ βΐ άβ Ι'έηΗβττβ, υπό Ο. άε Ι>οπ^ο1ι&Γπρ5 σ. 149). 

Τό άνωτέρω ζητηυα δέν είναι παρά μία είδική περίπτωσις ένός 
προηγουμένου θεωρήματος (§ 771, β). 

Τόηος 424—111 

1358 α. ΈπΙ δύο Ευθειών ΟΧ, ΟΥ, λαμβάνομεν μήκη ΑΓ καί ΒΔ, 
ΓΕ καί ΔΖ κλπ., καθ* ώρισμένην φοράν καί Ιχοντα λόγον, άνά δύο. 

Ισον πρός δοθέντα ΠοΙος ό τόπος ιών σημείων Λ, Μ, Ν..., των 

διαιρούντων τά τμήματα ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ κλπ., κατά τόν λόγον ί 

ΑΙ βοηθητικά! κατασκευαί καί ή άπόδειξις είναι δμοιαι τών είς 
τήν § 1358, σχ. 864. 

Σημ*1ωαις. Καί τό ζήτημα τοϋτο είναι ειδική περίπτωσις τοϋ 
θεωρήματος έπΐ τών άντιστρόφως όμοίων σχημάτων τής § 1150 β. 

Ή εύθεΐα ΛΜΜ δύναται νά όνομασθή ένταΟθα : βννεΤα χών άκα- 
λόγων διαιρέσεων. 

Τόηος 425 

1369 » Ποιος ό τόπος των σημείων έκ των όποίων δύο δοθέντες κύ¬ 
κλοι (Α) καί (Β) φαίνονται υπό τήν αυτήν γωνίαν; 

Είναι- φανερόν κατά πρώτον ότι τά κοινά σημεία I καί Ο τών 
κοινών έφαπτομένων τών περιφερειών άνήκουν είς τόν ζητούμενου 
τόπον. 

"Εστω Μ τυχόν σημεΐον τοΟ τόπου. Επειδή γων. ΓΜΘ=ΔΜΗ, 



τά ήμίση τών γωνιών αύτών θά είναι έπίσης ίσα καί τά όρθογώ- 
νια τρίγωνα ΑΓΜ καί ΒΔΜ όμοια. Επομένως, 

ΜΑ _ ρ 


ΜΒ 


Ρ 
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καί ό ζητούμενος τόπος είναι ό αυτός ιιρός τόν τόπον τών σημείων, 

ιών όποιων αί αποστάσεις ώπό ιών Α καί Β Γ^ονν λόγον σταθερόν, ι 

(Νικ., Μ. Γ. ( § 230). Ό τόπος είναι ή περιφέρεια μέ διάμετρον 
τό τμήμα ΟΙ. 

1369 α . Σημείωσες. 1) Τά σημεία Ο και I διαιρούν άρμονικώς 
τήν εύθεΐαν ΑΒ, ή δέ περιφέρεια μέ διάμετρον ΟΙ ώνομάσθη ύπό 
του Ν«ιιΙ>€ΐ·£ περίφερε ία τον Απολλωνίαν. 

Ή εΟρεσις τοΟ τόποι» τών σηπίων, των οποίων αί αποστάσεις άπσ 
όίίΐ δο&ίντων σημείων εχονν λόγον δοΟέντα, δόναται νά έπιτευχθή κατά 
τρόπον κομψόν καί ταχύ διά τοϋ θεωρήματος τον $ίβιοατ( (§ 1173). 
Βλέπε σχετικώς τήν ώραΐαν λύσιν τήν όποιαν έδωσε είς τό Ζίαί- 
ΙβΙίη άε ΜαίΙιέηχαΙίηνειι έΐέηιεηίαίτεβ, 1896-97. σ. 65, ό ]. ΤαηηεΓν 
(ν 1910), διευθυντής τότε τών έπιστημονικών σπουδών είς τήν 
ΕοοΙε Λ'οηπαΐβ αηρένίβηνε είς. Παρισίους. 

2) Έάν δοθοΟν τρεις περιφέρειας αί τρεις περιφέρειας αί άνά- 
λογοι πρός τήν άνωτέρω θεωρηθεΐσαν, τέμνονται είς δύο σημεία, 
έκ τών όποιων αί τρεις δοθεΐσαι περιφέρειαι φαίνονται ύπό τήν 
αυτήν γωνίαν (§ 1546, ε). — Βλ. σχετικόν άρθρον είς τά ΑηηαΙβε 
ά? Οατηοηηβ, τόμ. XX (1829—1830), σ. 305 ύπό Υ&1Ι08. 

Τόπος 426-1 

1360. Ή κορυφή Γ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι μεταβλητόν 
σημεΐον επί τής περιφερείας μέ διάμετρον τήν σταθεράν υποτείνουσαν 

αυτού ΑΒ. Είς ίκάστην θέσιν τής κορυφής 
Γ, προεκτείνομεν τήν ΒΓ είς μήκος Ισον 
πρός αυτήν ΓΔ καί φέρομεν τήν Εύθεΐαν 
ΕΔ, τήν συνδέουσαν τό κέντρον Ε τής πε¬ 
ριφέρειας μετά του σημείου Δ. 

Ποιος ό τόπος τής τομής I τών ΕΛ 
καί ΑΓ ευθειών; 

Φέρομεν τήν ΑΔ καί τήν ΙΖ, παράλ¬ 
ληλον πρός τήν ΓΒ. Είς τό τρίγωνον 
ΑΒΔ, αί ΑΓ καί ΔΕ είναι διάμεσοι 
αύτοΰ καί τό σημεΐον τομής των I εύ- 
2 

ρίσκεται είς τά — τής ΑΓ* έπειδή δέ 
ή ΙΖ είναι παράλληλος πρός τήν ΓΒ, 
τό σημεΐον Ζ εύρίσκεται έπίσης είς τά τής ΑΒ. 

Εΐνας έπομένως, τό σημεΐον Ζ σταθερόν έπί τής ΑΒ, ή δέ γω¬ 
νία ΑΙΖ όρθή. Ό τόπος, συνεπώς, τοΟ σημείου I είναι ή περιφέ¬ 
ρεια μέ διάμετρον ΑΖ. 

Τόπος 4^6 

1361. Έπ* ευθείας γραμμής δίδονται τέσσαρα αημεΐα Α, Β, Γ, Δ. 
Ποιος ό τόπος τών σημείων εκ τών οποίων τά τμήματα ΑΒ καί ΓΔ 
φαίνονται ύπό ΐσας γωνίας 

"Εστω Μ σημεΐον τού τόπου τούτου. Τά τρίγωνα ΑΜΒ, ΓΜΔ 
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καί ΑΜΓ, ΒΜΔ Ιχουν, κατά ζεύγη, τάς βάσεις ίων έπ’ ευθείας 
καί γωνίας είς τάς κορυφάς ϊσας. *Άρα 

ΜΑ.ΜΒ ΑΒ ΜΑ. ΜΓ ΑΓ 
ΜΓ.ΜΔ “ ΓΔ ’ ΜΒ.~ΜΔ ·" ΒΔ 


Διά πολλαπλασιασμού τών ίσο¬ 
ι ήχων τούτων κατά μέλη λαμβάνο- 
μεν τήν σχέσιν 

ΜΑ 3 ΑΒ . ΑΓ _ μ 3 
ΜΔ 2 " ΓΔ. ΒΔ ν 2 * 

ΑΙ βοηθητικαί κατασκευαί είς τό 
εη(ήμα 867 δίδουν τά μήκη μ καί ν. 
Επομένως, 

ΜΑ _ μ 
ΜΔ ν " 


Μ 



καί ό ζητούμενος τόπος εΓναι ή περιφέρεια 


(α, Δ.-Κ-) (-)· 


Σημιίωσις. Ή άνωτέρω λύσις έλήφθη έκ τής 5ης έκδόσεως των 
ΤΜθ)'έηΐ€8 6ί ρνοΜβηιβί άς ϋέοηχέΐγίβ, τού Οαΐαΐαη, σ. 196. Ωραία 
λύσις εύρίσκεται έπίσης είς τό $ΗρρΙέιηβηΙ άη ΜαηαβΙ ρβηβναΐ. 
1884, σ. 206, ύπό βιιταί. 

Έάν τά τμήματα ΑΒ, ΓΔ δέν κεΐνται έπί τής αύτής ευθείας, 
ό τόπος του σημείου Μ είναι καμπύλη τρίτου βαθμού. 

Ή πλήρης σπουδή τού ζητήματος Εγινε τό 1852 ύπό του $ΐ6ΐιιβΐ'. 
(Βλ. /. Μ. Ε 1886, σ. 16* /. Αί. 5., 1895, σ. 98, Ε. Γεδοπ). 

Διά βιβλιογραφικός πληροφορίας, βλ. σημείωσιν τού Η. ΒγοολγγΙ 
είς τό Ιηίιηηέάίαΐνβ άβϋ ΜαΙΗέγηαΙΐοίβηχ, 1906, σ. 227, η° 3037. 


Τόηος 427 


1362 . Ποιος ό τόπος των σημείων τομής τών διαγώνιων ιών παραλ¬ 
ληλογράμμων των έγγραφομένων είς δοθέν ιετράπλευρον: (Α. Εοηβ- 
οΗεΓηρί, Κβοιιβΐΐ άε ρτοδίόπιβ», σ. 152).. 


Διά τήν Εγγραφήν παραλληλογράμμ 
πλευρον ΑΒΓΔ, άρκεϊ νά άχθη ή ΕΖ, 
παραλλήλως τής διαγώνιου ΒΔ καί ή 
Ζθ, παραλλήλως τής ΑΓ. ΑΙ έκ τών θ 
καί Ε παράλληλοι πρός τάς άχθείσας 
ιύθείας τέμνονται έπί τής ΓΔ. 

Τό κοινόν σημεϊον Ο τών διαγώνιων 
τού παραλληλογράμμου εύρίσκεται είς 
τό μέσον τής εύθείας ΛΚ, τής ένούσης 
τά μέσα δύο άπένανχι πλευρών αύτού. 

Επειδή δέ τά σημεία Κ καί Λ γρά¬ 
φουν τάς διαμέσους ΜΑ, ΜΓ τών τρι¬ 
γώνων ΔΑΒ καί ΔΓΒ άντιστοίχως, εί¬ 
ναι φανερόν δτι τό μέσον Ο τής ΚΛ 
θά γράφη τήν διάμεσον Μ Μ τού τριγώνου ΑΜΓ. 


ου ΖΕΗΘ είς δοθέν τετρά- 



Η ιΙ. 2 η μ. μ β τ. Αντί τής περιφερείας (τού * Απολλώνιου), τόπου τών 
βημείων. τών όποίων ό λόγος τών άποατάσεων από τών Α καί Δ 

μ 

• {ναι ίσος ~ * 
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Είναι δηΧ. ό ζητούμενος τόπος ή ευθεία ΜΝ, ή συνδέουσα τά 
μέσα τών διαγωνίων τοΟ δοθέντος τετράπλευρου. 

Παρατηρήσεις. 1) ΑΙ προεκτάσεις τοΟ τμήματος ΜΝ άντιστοιχοΰν 
είς σημεία τοΟ τόπου διά παραλληλόγραμμα μέ κορυφάς εύρι- 
σκομένας έπί τών προεκτάσεων τών πλευρών τοΟ ΑΒΓΔ. 

2) Τό θεώρημα άληθεύει καί διά στρεβλόν τετράπλευρον. 
(Βλ. VI Βιβλίον). 

Τόηος 427-1 

1363* Ποιος ό τόπος των σημείων τομής των διαγωνίων τών όρθο- 
γωνίων τών έγγραφομένων είς δοθέν τρίγωνον; 

Διά Γήν έγγραφήν όρθογωνίου, άρκεϊ νά άχθή ή παράλληλος 

Δθ πρός μίαν τών πλευρών 
ΒΓ καί αΐ έκ τών Δ καί θ 
κάθετοι έπ’ αύτήν. Τό σημεΐον 
τομής Ο τών διαγωνίων τοΟ 
όρθογωνίου είναι τό μέσον τής 
συνδεουσης τά μέσα δύο πα¬ 
ραλλήλων πλευρών του εύ- 
θείας ΕΖ. 

Τό σημεΐον Ε εύρίσκεται 
έπί τής διαμέσου ΑΜ τοΟ τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ. 

Ό τόπος, συνεπώς, τοΟ ση¬ 
μείου Ο είναι ή διάμεσος ΜΝ 
τοΟ τριγώνου ΑΜΗ τοΟ σχή¬ 
ματος ή ή εύθεΐα, ή συνδέουσα τό μέσον τής βάσεως ΒΓ μετά 
τοΟ μέσου τοΟ έπ* αύτήν ύψους ΑΗ. 

Παρατήρησις, Είς έκάστην πλευράν τοΟ τριγώνου, λαμβανομένην 
ώς βάσιν, άντιστοιχεϊ καί είς τόπος, ΑΙ τρεις εύθείαι, ώς ή ΜΝ, 
αί ένοΟσαι τό μέσον έκάστης πλευράς μετά τοΟ μέσου τοΟ άντι- 
στοίχου ύψους, τέμνονται είς τό σημεΐον τον 1#)ηοίη? του τριγώνου 
(§ 1242 γ). (Διά τήν άπόδειξιν, βλ. ΜαίΗβύζ, 1881, σ. 185 ή /. Μ. Ε., 
1887 σ. 117, ώς καί § 1242 γ). 

Τό σημεΐον τοΟτο είναι τό κέντρον τριών έγγεγραμμένων είς 
τό τρίγωνον όρθογωνίων καί άπολαμβάνει πλήθους Ιδιοτήτων (βλ. 
έπμ. δ 2375). Εμφανίζεται δέ ώς τό μάλλον ένδιαφέρον σημεΐον 
τοΟ τριγώνου, μετά τό κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφερείας 
καί τό κέντρον βάρους. 


Λ 



Τόηος 427-11 

1364 . Διά δοθέντος σημείου Α φέρομεν τέμνουσαν τυχοΰσαν ΑΒΔ 
δοθείσης περιφερείας (Γ) καί θεωροΰμεν τάς περιφερείας, τάς διερχο- 
μένας διά τών Α, Β καί Α, Δ καί έφαπτομένας τής δοθείσης. Ποιος 
6 τόπος τοΟ δευτέρου σημείου τομής Μ τών περιφερειών τούτων ; 
(Ν. Α. ( 1872, σ. 469). 

Τά κέντρα αύτών Ε, Ζ εύρίσκονται έπί τών άκτίνων ΓΒ, ΓΔ. 
Τά τρίγωνα ΑΖΔ, ΒΓΔ, ΑΒΕ είναι ίσοσκελή καί δμοια καί τό 
τετράπλευρον ΑΖΓΕ παραλληλόγραμμον, του όποίου αΐ διαγώνιοι 
ΕΖ καί ΑΓ τέμνονται είς τό μέσον των Ο. Επειδή δέ ή διάκεν- 
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τρος ΕΖ τών θεωρουμένων περιφερειών είναι κάθετος εις τό .μέ¬ 
σον τής κοινής χορδής αύτών ΑΜ, έπεται δτι θ* είναι 

ΟΜ -- ΟΑ = ΟΓ = σταθ. 

'Ο τόπος, έπομένως, τοΟ 
σημείου Μ είναι ή περιφέρεια 
έ κέντρον Ο καί άκτΐνα τό 
μισυ τής ΑΓ, 

Τόπος 427-III 

13Θ4 α· Δια τοΰ κοινού ση¬ 
μείου Α δύο περιφερειών (Μ), 

(Ν) έφαπιομένων άλλήλων, φέ- 
ρομεν ζεύγη τυχουσών τεμνου- £/. «“»■ 

σών αύτάς ΒΑΓ, ΔΑΕ. Ποιος 6 

τόπος (Τ) τής τομής των περιφερειών ΒΑΕ και ΓΑΔ; (Η. ΒγοοαπΙ, 
Νουν. ΟοΓΓβεροηό&ποθ πιαίΐι., 1877, σ. 176, ζήτ. 254 καί σ. 253). 

Ό τόπος είναι περιφέρεια έφαπτομένη τών δύο δοθέισών είς 
τό σημεϊον Α. Διά τήν απόδειξιν, δυνάμεθα νά χρησιμοποιήσω- 
μεν Αντιστροφήν μέ πόλον τό σημεϊον Α* άναγόμεθα είς ζεύγος 
παραλλήλων εύθειών (μ), (ν), είς τεμνούσας αυτών βΑγ, δΑε διά 
τοΟ Α καί είς τόν τόπον (τ) τοΟ σημείου τομής τών βε καί όγ εύ- 
θειών. Επειδή ό τόπος οοτος (τ) είναι εύθεΐα παράλληλος πρός 
τάς (μ) καί (ν), έπεται δτι ό ζητούμενον τόπος (Τ) — τό Αντίστρο¬ 
φον σχήμα τοό (τ) — είναι περιφέρεια έφαπτομένη τών (Μ) καί 
(Ν) είς Α. 

Τόπος 423 



1365 ’» Μεταβλητού τραπεζίου ΑΒΓΔ, 
πλευρών, ή ΑΒ, είναι ώρισμένη θέσει 
καί μβγέθει καί τά μήκη α καί β τών 
παραλλήλων πλευρών ΑΔ καί ΒΓ δοθέντα. 
Ποίοι οΐ τόποι τοΰ κοινού σημείου τών 
διαγώνιων καί τοΰ μέσου τής τέταρτης 
πλευράς ΓΔ του τραπεζίου; 


Γνωρίζομεν δτι ή εύθεΐα ΛΜ,ήένοΟ- 
σα τά μέσα τών μή παραλλήλων πλευ¬ 
ρών τοΟ τραπεζίου, Ιχει μήκος ίσον πρός 

α -|- β . ν 
—και ότι 


ΝΒ' - ΟΙ-Β (§ 1104 ^ 


Ν0 = ^β 
α + β 


(§ 1109 ) 


μία τών μή παραλλήλων 



I/. 871. 


Έπομένως : 

1) Ό τόπος τοΰ σημείου Μ είναι ή περιφέρεια μέ κέντρον Λ 
καί άκτινα α * 
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Παρατήρησις . Παν σημείον τής ΔΓΕ, τής ΑΓ ή τής ΔΒ, γράψει 
έπίσης περιφέρειαν, Εχουσαν τό κέντρον έπί τής ΑΒΕ. 


Τόηος 429 


1366. Μεταβλητού τραπεζίου 



ΑΒΓΔ, ή βάσις είναι σταθερά, θέσει 
καί μεγέθει, ιός και τά μήκη β, 
τής άλλης βάσεως, καί γ, μιας 
των μή παραλλήλων πλευρών. 

ΠοΙοι οί τόποι τής τομής των 
μή παραλλήλων πλευρών καί του 
κοινοΰ σημείου των διαγώνιων 
του τραπεζίου; 

1) Άψοϋ ή ΑΒ Εχει σταθε¬ 
ρόν μήκος γ, τό σημείον Β 
γράφει τήν περιφέρειαν (Α, γ). 
Επειδή δέ : 

ΑΕ _ α 
~αΊΓ α — β 
αν 

καί ΑΕ =- -μτ = σταθ., 

α-Ρ 

ό τόπος του σημείου Ε είναι 


ή περιφέρεια ^Α, — · 

2) Διά τόν τόπον τοϋ σημείου Ο, φέρομεν τάς ΟΛ, ΟΜ, πα 
ραλλήλους πρός τάς ΑΔ καί ΒΑ εύθείας. θά Εχωμεν 


ΟΜ ΟΔ 


ΑΜ = ΛΟ 
. ΟΜ 


αβ 


α + β 


(§ 1109 ) 


α 

ο + Ρ 


καί ΟΜ — = σταθ. 

α +Ρ 


ΜΝ ΒΔ α + β 1 γ 

Είναι, έπομένως, ό τόπος τοΟ σημείου Ο ή περιφέρεια: 


("·=¥*) 


Τόηος 429—1 


1367.. Ποιος ό τόπος τοΰ σημείου Ζ, τοΰ συνδεομένου πρός τό τρα- 
πέζιον διά παραλλήλου Ζθ πρός τάς βάσεις αύτοΰ, σταθεροΰ μήκους λ 
καί διερχομένης διά δοθέντος σημείου Θ τής ΑΒ ; (Σχ. 872). 

Τό σημείον θ γράφει τήν περιφέρειαν (Α, ΑΘΤ έπομένως, τά 
όημεΐον Ζ γράφει τήν περιφέρειαν (Η, ΗΖ), δπου ΑΗ = λ καί 
ΗΖ = ΑΘ(§58). 

Τόηος 429—11 


1368. Μεταβλητού τραπεζίου ΑΒΓΔ, ή βάσις ΑΔ είναι ώρισμενη,. 
θέσει καί μεγέθει, ή άλλη βάσις ΒΓ δοθέντος μήκους β καί ή κορυφή 
Β κινητόν σημείον έπί βοθείσης εύθείας ΒΒ" ή περιφερείας (κ). 

Ποιοι οί τόποι τοΰ σημείου Ε, τομής των μή παραλλήλων πλευρών 
καί τοΰ κοινοΰ σημείου Ο των βιαγωνίων του τραπεζίου ; 



661 


’ Εστω Λ ή τομή τής ΑΒ καί τής έκ του Ο παραλλήλου πρός 
τάς βάσεις είς τήν τυχοΟσαν θέσιν τοΟ τραπεζίου. Επειδή, 

ΑΛ ΑΟ α ΑΕ __ α 

ΑΒ — ΑΙ-σ + ρ — Υ, ’ ΑΒ ~ α — β — γ, ' 

τά σημεία Λ καί Ε γράφουν τά όμοιόθετα σχήματα τοΟ τόπου 
ΒΒ“ τοΟ σημείου Β, κατά τάς όμοιοθε- 

σίας μέ κέντρον Α καί λόγους — - = Υι * 


^γ-==Υ 3 άντιστοίχως. ΟΙ τόποι, άρα, 


I 


τών σημείων Α καί Ε είναι αΐ παράλλη¬ 
λοι πρός τήν ΒΒ" εύθεϊαι ΛΛ" καί ΕΕ*\ 

Καί έπειδή ΛΟ = ■ — γ Β , ό τόπος 

α Τ Ρ 

τοΟ σημείου Ο είναι ή εύθεΐα 00'\ προ- 
κύπτουσα έκ τής ΛΑ", διά παραλλήλου 
υεταφοράς αύτής κατά τό, ώρισμένης διευ- . 
βύνσεως καί μήκους, τμήμα ΛΟ. 

Έάν τό σημεϊον Β γράφη περιφέρειαν 
(κ), τά Λ καί Ε γράφουν περιφέρειας λ~ 

όμοιοθέτους αύτής καί τών όποιων τό Α θ73 

θά είναι τό κέντρον όμοιοθεσίας. Τό δέ 
σημεϊον Ο θά εύρίσκεται έπί περιφέρειας 

Υσης πρός τήν γραφομένην 6πό τοΟ Λ καί προκυπτούσης έζ αύτής 
διά τής ιδίας, ώς καί προηγουμένως, παραλλήλου μεταφοράς. 

Τόπος 429—III 




1369, Δίδεται ή βάσις ΑΔ μεταβλητοί τραπεζίου ΑΒΓΔ, τό μήκος 

β τής άλλης ράσεως ΒΓ, ώς χαί ό λόγος ιών μή παραλλήλων αύ- 

του πλευρών. Ποιος ό τό¬ 
πος τον σημείου τομής των 
μή παραλλήλων πλευρών 
καί ποιος ό του κοινού 
σημείου των διαγωνίων 
τοΟ τραπεζίου αύτοΰ; 

Κατά τά προηγού¬ 
μενα παραδείγματα, άρ- 
κεϊ νά ευρωμεν τόν τό¬ 
πον τόν γραφόμενον ύπό 

τυχόντος σημείου τής γ τ . βτ* 

ΑΒ,λ. χ. ύπό τού Β. Φέ- 

ρομεν πρός τούτο τήν ΒΡ παράλληλον πρός τήν ΓΔ. 

Τό σημεϊον Ρ είναι σταθερόν, άφού ΑΡ = α — β, καί 
ΒΑ _ μ 
ΒΡ ” ν 



Είναι, επομένως, ό τόπος τού Β ή περιφέρεια 

(Α. »· ■*·)· 
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Καί έπειδή: 


ΕΑ _ ΒΑ _ μ 

ΕΔ “ ΒΡ — ν 


ό τόπος τοΟ Ε είναι όμοίως, ή περιφέρι α ^Α, Δ, 

"Αν ΒΜ, ΒΝ είναι αΐ διχοτόμοι τών γωνιών ΑΒΡ καί τής πα¬ 
ραπληρωματικής αύτής, ό τόπος τοΟ σημείου Β είναι ή περιφέρεια 
μέ διάμετρον ΜΝ καί τής όποιας έστω ΗΒ ή άκτίς. Έκ τών 
όμοιων τριγώνων του. σχήματος φαίνεται άμέσως 6τι τά μήκη ΕΖ 
καί ΟΚ:= Αθ εΤναι σταθερά, ώς καί τά σημεία Ζ, Κ καί θ. Είναι 
κατά συνέπειαν οΐ τόποι τών σημείων Ε, Λ, Ο αΐ περιφέρειαι (Ζ, 
ΕΖ), (θ, ΘΛ) καί (Κ, ΚΟ) άντιστοίχως. 


Τόηος 429-1Υ 


1370. ΕΙς τό ίδιον ζήτημα, τά μήκη τών ΑΒ καί ΓΔ συνδέονται 

ΑΒ ιι 

διά τής αχέσεως ΑΒ* ± ΓΔ* = V:* αντί τής · 

Όρίζομεν πάλιν τόν τόπον του σημείου Β είς έκάστην περί- 
πτωσιν. 

Διά ΑΒ* + ΓΔ* = 1ι 2 , ό τόπος τοΟ Β, είναι περιφέρεια μέ κέν- 
τρον τό μέσον τοΟ τμήματος ΑΡ (§ 69). Διά ΑΒ* — ΓΔ* = 1τ*, ό 
τόπος άποτελεΐται έκ ζεύγους καθέτων εύθειών έπί τήν ΑΡ (Αίβ- 
&ο&οι, § 71). 

Τόηος 430 


1371 * Μεταβλητού τετράπλευρου ΑΒΓΔ, δύο απέναντι πλευραί ΑΒ, 
ΓΔ τέμνονται είς σημεΐον Ο σταθερόν. Μία τούτων, ή ΑΒ, είναι στα¬ 
θερά, θέσει καί μεγέθει, ή δέ άλλη έχει σταθεράν θέσιν έπί τής εύ- 
θείας ΟΓΔ, στρεφόμενης περί το σημεϊον Ο. Ποιος ό τόπος του σημείου 
τομής τών δύο άλλων πλευρών ή τοΰ κοινού σημείου τών διαγωνίων 
ιών τετραπλεύρων τούτων; 

(Μί&οδοι, § 84). 

Τόηος 430-1 


1372 * ΕΙς τρίγωνον ΑΒΓ, ή βάσις ΑΒ είναι σταθερά, θέσει καί 
μεγέθει, ή δέ απέναντι γωνία Γ σταθερού 
μεγέθους. Έπί τής ΓΒ θεωροΰμεν σημεϊον 
Ε διαιρούν τό έκάστοτε μήκος της κατά 

δοθέντα λόγον καί φέρομεν δΓ αύτοΰ 

εύθεϊαν ΕΜ μέχρι τής πλευράς ΓΑ καί 
τέμνουσαν αυτήν κατά δοθεΐσαν γωνίαν 
ΑΜΕ. Ποιος ό τόπος τοΰ σημείου Μ ; 

"Εστωσαν Γ, Γ' δύο διάφοροι Θέ¬ 
σεις τής κορυφής Γ. Επειδή 

ΒΕ ΒΕ' μ 

-£ρ- = = V * ν ων · ΑΜ'Ε =ΑΜΕ, 

τά τρίγωνα ΕΜΓ, Ε'Μ'Γ' είναι όμοια, 
ώς έχοντα δύο γωνίας ϊσας. Τό αύτό 
συμβαίνει καί διά τά τρίγωνα ΒΜΕ, ΒΜΈ', έχοντα μίαν γωνίαν 
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Τσην, Ε=Ε' και τάς περιεχούοας πλευράς άναλόγους. Είναι» έπο- 
μένως, γων. ΑΜ'Β^ΑΜΒ καί ό τόπος τοΟ Μ κυκλικόν τόξον πε- 
ριγεγραμμένον είς τό τρίγωνον ΑΜΒ, είς τήν τυχοΟσαν θέσιν τοΟΜ. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή παράλληλος ΒΡ πρός τήν ΕΜ όρίζει ση- 
μεϊον Ρ γράφον τό κυκλ. τόξον ΑΡ'ΡΒ. Καί έπειδή πρότ; τούτοις, 

ΜΡ _ ΜΦ'_ ΒΕ _ _μ_ 

ΊνίΓ _ ΜΤ'“ ΈΓ ~ ν ’ 

συμπεραίνομεν 6τι: 

Έάν διά τοΟ ένός Α τών σημείων τομής δύο περιφερειών ΑΡΒ, 
ΑΓΒ, φέρωμεν τυχοΟσαν χορδήν ΑΡΓ καί διαιρέσωμεν τό τμήμα 

ΡΓ αύτής κατά λόγον δοθέντα -ΰ- , ό τόπος τοΟ σημείου Μ θά 

είναι περιφέρεια, διερχομένη διά τών Α καί Β (§ 1279). 

θεώρημα και Τόπος 430—11 

1372 α . Προβάλλομεν τάς χορυφάς τριγώνου ΑΒΓ εΙςΑ', Β', Γ' 
ίπί τυχούοης ευθείας (ε) του έπιπέδου ΑΒΓ χαί φέρομεν, ακολούθως, 
τάς ευθείας ΑΆ", Β'Β", ΓΤ*\ καθέτους, αντίστοιχος έπί τάς ΒΓ, 
ΓΑ, ΒΑ. 

1) Αί εύύεΐαι ανται τέμνονται είς τό αυτό σημεΐον Μ (}. Νουδετζ). 

2) Έάν ή εν&εϊα (ε) διέρχεται διά τον κέντρου Ο τής περιφέρειας 
ΑΒΓ, ιο σημεΐον Μ ενρίαχεται επί τής περιφερείας των ίννέα οημείων τον 
τριγώνου ΑΒΓ (δοοηκ). 

(ΜαΙΗββκ, 1896, σ. 57). 

Τόπος 430-111 

1372 β» ΕΙς περιφέρειαν, μία χορδή ΑΒ είναι σταθερά θέσει καί 
άλλης ΓΔ, σταθερός μεγέθει, τά άκρα αύτής είναι μεταβλητά σημεία Ιπί 
τής περιφερείας. Ζητούνται οί τόποι: 

1) 7οΰ σημείου τομής των διαγώνιων τον τετράπλευρου ΑΒΓΔ. 

2) Τον σημείου τομής των ενονοών τά μέσα των απέναντι πλε\>ρών αυτόν . 

3) Τοϋ σημείου τον ΜαίΗοί (§ 1277 β) τον τετράπλευρου . 

ΟΙ τόποι οδτοι είναι περιφέρειαι ευκόλως όριζόμεναι. 

Σχέσεις μεταξύ γινομένων ή τετραγώνων 
Τόπος 431 

1373. Διά δοθέντος σημείου Ο φέρομεν τυχοΰσαν εύθεΐαν, συναντώ- 
οαν δοθεΐσαν άλλην είς Μ καί επί τής ΟΜ λαμβάνομεν σημεΐον Ν τοι- 
υύτον, ώστε ΟΜ . ΟΝ = λ*, σταθερόν. Ποιος ό τόπος των σημείων Ν; 

(Αΐέ&οδοι, §§ 67 και 68, 2), 3)). 

Τόπος 431 — 1 

1374 , Δοθεντων σημείου Α καί εύθείας (ε), φέρομεν διά τοϋ Α 
τέμνουσαν ΑΜ τής εύθείας τυχοΟσαν καί λαμβάνομεν επ* αύτής σημεΐον 
Ν τοιοΟτον, ώστε 

ΑΜ . ΑΝ — Ιν* ~ 2 ΑΔ®, 



664 


υπου Δ ό πούς τής έκ του Α καθέτου επί τήν (ε). Ποιος ό τόπος των 
σημείων Ν ; 

Τό Ενδιαφέρον τοΟ προβλήματος τούτου, έν σχέσει πρός τό 

προηγούμενου του, Εγκειται είς τήν 
είδικήν τιμήν τής σταθερδς 1ς. 

"Εστω Β τό συμμετρικόν σημεΐον 
του Α πρός τήν (ε). Ό τόπος είναι 
ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΑΒ.Έάν 
ρ είναι ή άπόστασις ΑΔ, θά Εχωμεν 

1ν· = ΑΔ . ΑΒ = ρ . 2 ρ = 2ρ 3 = 

= ΔΑ 2 + ΔΓ 1 = ΑΓ 3 καί 1ί = ΑΓ. 

Τά τρίγωνα ΑΔΜ καί ΑΝΒ είναι 
προφανώς όμοια. Συνεπώς 

ΑΜ __ ^ΑΔ_ 

ΑΒ ΑΝ 

ή ΑΜ . ΑΝ = ΑΔ . ΑΒ = Ιτ 3 . 

Καί άπ' ευθείας δυνάμεθα να 
άποδείξωμεν δτι 

ΑΜ . ΑΝ = ΑΓ 5 — I; 3 . 

Επειδή τά τρίγωνα ΑΓΜ, ΑΓΝ Εχουν τήν γωνία Α κοινήν καί 
τάς είς Μ καί Ν ϊσας, άφοΟ τά μέτρα τών γωνιών αύτφν είναι, 
άντιστοίχως 

ΑΕ - ΝΓ· ΑΝ ΑΝ 

-τ-= —-· και =— · 

2 2 2 

ΕΤναι άρα όμοια καί συνεπώς 
ΑΜ Α Γ 

—τ-ρ=- — ~ΤΤΓ ή ΑΜ . ΑΝ -- ΑΓ 2 = 1<Λ 
ΑΓ ΑΝ 1 

Παρατήοηαις. Γραφικώς, άναγνωρίζομεν άμέσως δτι, είς τήν έν- 
διαφέρουσαν ταύτην περίπτωσιν, ή περιφέρεια μέ κέντρον Α καί 
άκτϊνα κ τέμνει τήν εύθεΐαν (ε) είς τρόπον, ώστε 

ΑΔ = ΔΓ = ΔΕ. 

Τό άνωτέρω ζήτημα εΤναι οΰσιαστικώς τό ίδιον μέ τό τής § 1294. 

Τόπος 431-11 

1375 . Γωνία Μ ΑΝ στρέφεται περί τήν κορυφήν της Α διατηρούσα 
σταθερόν μέγεθος, ένφ ιό ακρον Ν τής πλευράς ΑΝ γράφει δοθεΐσαν 
εύθεΐαν ή περιφέρειαν. Ποιος ό τόπος τού άκρου Μ τής πλευράς ΑΜ 
εάν τό γινόμενον ΑΜ . ΑΝ διατηρεί σταθερόν πάντοτε τιμήν κ 3 , ή εάν 
ό λόγος ΛΜ,ΑΝ είναι σταθερός; 

(Βλ. §§ 1349 καί 1351). 

Τόπος 431-111 

1376, Διά σημείου Δ, εις τό εσοπερικόν περιφερείας (Ο), φέρομεν 
χυχοΰσαν χορδήν ΒΔΓ καί κατασκευάζομεν τρίγωνον ορθογώνιον ΑΒΓ, 


7ΐΓ 
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ίχον υποτείνουσαν ΒΓ καί κορυφήν Α προβαλλομένην έπ* αυτής είς το 
σημείον Δ. Ποιος 6 τόπος τής κορυφής ταύτης ; 

θά Ιχωμεν ΑΔ 3 =ΒΔ.ΔΓ. Επειδή τό γινόμενον τοΟτο είναι 
σταθερόν διά πάσας τάς διά του Δ χορ- 
δάς, ό τόπος τής κορυφής Α θά είναι ή 
περιφέρεια μέ κέντρον Δ καί άκτΐνα 

ΫβδΤδγ = 

ΓΙαρατήρηοις. Ή χορδή ΜΝ, κάθετος 
έπί τήν διά του Δ διάμετρον, είναι ή διά¬ 
μετρος τοΟ τόπου* έπειδή 

ΔΜ 3 = ΔΕ . ΔΖ == ΔΒ . ΔΓ. 

Τόηος 431-ΐν 

1377 . Διά τοΰ έσωτεριχοϋ κέντρου όμοιό- 
τητος I δύο περιφερειών φέρομεν ευθείαν 
ΒΓΙΓ'Β'. Τά Β, Β' και Γ, Γ' είναι ομόλογα 
σημεία ένώ τά Β, Γ' ή Γ, Β' άντιομόλογα. Ποίος ο τόπος τής κορυφή; 
Λ τοΰ όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ', τοΰ όποιου ή κορυφή Α προβάλλε¬ 
ται έπι τής ύποτεινούσης είς τό I; 

Άνάλογον πρός τό προηγουμενον ζήτημα. Ό τόπος είναι ή 
περιφέρεια (I, ΙΑ), άφοΟ τό γινόμενον ΙΒ . ΙΓ' είναι σταθερόν, ώς 
ευκόλως άποδεικνύεται. 



Τόηος 431— V 

1378 . Έπι τήν υποτείνουσαν ΒΓ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ θψοΰ- 
μεν κάθετον τυχοϋσαν ΔΕΜΖ, τέμνουσαν τάς 
ΒΓ, ΒΑ, ΓΑ, είς τά Δ, Ε, Ζ, άντιστοίχως, ση- ζ 

μεΐα. Ποιος ό τόπος τοΰ σημείου Μ τής ευθείας 
ταύτης, τοΰ τοιούτου, ώστε ΔΜ 2 = ΔΕ . ΔΖ; 

Έκ τώυ όμοιων όρθογωνίων τριγώνων: 

ΓΔΖ καί ΔΒΕ, εύρίσκομεν 

ΓΔ ΔΖ ή ΔΕ . ΔΖ = ΔΓ . ΔΒ. 


ΔΕ ΒΔ 
Επομένως ΔΜ 3 = ΔΒ . 



ΔΓ 


καί ό τόπος του Μ είναι ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΒΓ, ή περιγε- 
γραμμένη είς τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τόηος 431-VI 

1379 · Έπί καθέτου ΔΕΖ επί εύθεΐαν δοθεϊσαν ΒΔΓ, λαμβάνομεν 
σημεία Ε, Ζ, τοιαΰτα, ώστε ΔΕ.ΔΖ=τ ΔΒ. ΔΓ. Ποιος ό τόπος τοΰ ση¬ 
μείου τομής Α των ευθειών ΒΕ καί ΓΖ ; 

Τό τρίγωνον ΒΑΓ είναι όρθογώνιον καί ό τόπος ή περιφέρεια 
μέ διάμετρον ΒΓ. 

Τόηος 431— VII 

1380 . Έπί ευθείας ΓΒ ύψοΰμεν κάθετον ΔΖ, φέρομεν τήν εΰ- 
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θεΐαν ΓΖ καί έπΐ τούτης λαμβάνομεν σημεΐον Α, τηιοΰτον ώστε 

ΓΑ.ΓΖ = ΓΔ. ΓΒ. 

Ποιος 6 τόκος τοΟ σημείου τούτου; 

ΕΤνσι ή περιφέρεια ΒΑΓ, ή άντίστροφος τής εύθείας ΔΖ. θά 
ίχωμεν : 

ΒΕ . ΒΑ = ΒΔ . ΒΓ καί ΒΕ . ΑΕ = ΔΕ . ΖΕ (Σχ. 878). 


Τόπος 432 


1381 · Δίδεται τρίγωνον Ισοσκελές ΑΒΓ και ζητείται ό τόπος των 
σημείων Μ, τών όποιων τό τετράγωνον των άποστάσεων άπό τής 
βασεως είναι Ισον πρός τό γινόμενον τών αποστάσεων από τών Ισων 
πλευρών τοΰ τριγώνου. 


(ΜέΜοι, § 86). 


Τόπος 433 


1382 · Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. ΈπΙ τής έξωτερικής διχοτόμου τής 
γωνίας Α, λαμβάνομεν ζεϋγος σημείων Δ, Ζ, τοιούτων, ώστε 

ΑΔ . ΑΖ = ΑΒ . ΑΓ. 


Ποϊος ό τόπος του σημείου Μ, τομής τών ΒΔ καί ΓΖ ευθειών; 
"Έστω ΑΖ . ΑΔ = ΑΓ . ΑΒ. 


1η Ανσις. Έκ τής άσκήσεως 400 (§ 1298), δυνάμεθα νά συμπε- 
ράνωμεν ότι ό τόπος τών σημείων Μ είναι 
περιφέρεια διερχομένη διά τών σημείων 
Β καί Γ, ώς καί διά τών συμμετρικών αύ- 
τών θ, Η πρός τήν έσωτερικήν διχοτόμον 
τής γωνίας Α. Ή άπόδειξις, άλλωστε, εί¬ 
ναι πολύ άπλή. 



2α Λνοις. Έκ τής ίσότητος 
ΑΖ . ΑΔ = ΑΓ . ΑΒ 
έπεται ή άναλογία 

ΑΔ ΑΓ . 


ΑΒ 


ΑΖ 


είναι, άρα, τά τρίγωνα ΑΔΒ, ΑΓΖ όμοια, ώς βχοντα μίαν γωνίαν 
Τσην καί τάς πλευράς αύτής άναλόγους. Κατά συνέπειαν, 


/Ν Α Α Α 

Γ = Δ, Ζ — ΑΒΔ. 

Ή γωνία Μ είναι παραπληρωματική τής Δ + Ζ καί Τση πρός 
τήν ΒΑΔ, παραπληρωματικήν τής Δ + ΑΒΔ. Ό ζητούμενος έπο- 
μένως τόπος είναι τό τόξον, τό διερχόμενον διά τών Β, Γ καί 
δεχόμενου γωνίαν Τσην πρός ΒΑΔ. 

Π αραιή ρη ας. ΕΙς τόν τόπον άνήκουν καί τά σημεία Η καί θ. 
Επειδή: 

γων. ΒΗΓ = ΓΑΖ = ΒΑΔ = ΑΘΓ = Μ. 
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Τόπος 434 

1383* Έχ σημείου δοθβντος Α φέρομεν τέμνουσαν τυχοϋσαν ΑΒΓ 
δοθείσης περίφερε ί ας (Ο) χαί θεωρουμεν τό σημεΐον τομής Μ τών έφα¬ 
πτομένων τής περίφερε (ας είς 
τά Β καί Γ. ΤΙς 6 τόπος του 
σημείου τούτου δίαν ή τέμ* 
νουσα στρέφεται περί τό Α; 

"Εστω ΜΡ κάθετος έπί 
τήν ΑΟ. Τά όρθογώνια τρί- 
γων ΟΔΑ, ΟΡΜ είναι ό¬ 
μοια, ώς βχοντα τάς είς τό 
Ο όξείας γωνίας Τσάς. Συ¬ 
νεπώς : 

ΟΑ ΟΜ 
ΟΡ 

ή ΟΑ.ΟΡ=ΟΔ.ΟΜ. (1) 

Επειδή ή ΟΜ είναι κά¬ 
θετος έπί τήν χορδήν έπα- 
φών ΒΓ, έκ τοΟ όρθογω- 
νίου τριγώνου ΟΓΜ θά 
Ιχωμεν 

ΟΓ* = ΟΜ . ΟΔ. (2) 

"Αρα, έκ τών (1) καί (?). 

ΟΓ* 

ΟΑ . ΟΡ = ΟΓ* ή ΟΡ = = μήκος σταθ., 

καί 6 τόπος τών σημείων Μ είναι ή κάθετος έπί τήν ΟΒ εις τό 
σημεΐον αύτής Ρ, άπέχον του 



Ο άπόστασιν ΟΡ = 


ΟΓ* 

ΟΑ 


Παραιη ρήσεις. 1) Ύπό τήν 
άνωτέρω διατύπωσιν τοΟ προ¬ 
βλήματος, τό έσωτερικόν τής 
περίφερείας τμήμα ΙΚ τής εύ- 
θείας ΜΡ δέν άνήκει προφα¬ 
νώς είς τόν τόπον ή, τούλά- 
χισχον, δέν άντιστοιχεΐ είς 
σημεία τομής πραγματικών 
έφαπτομένων. "Υπάρχει όμως 
νινικωτέρα διατυπωσις αύτοό 
(θ«ι η° 802) συμφώνως πρός 
τήν όποιαν ό τόπος άποτελεϊ- 
ιαι έκ πάντων τών σημείων 
τής έν Χόγψ εύθείας. 

2) Έάν τό σημεΐον Α εί¬ 
ναι έσωτερικόν τής περιφερείας 
έζωτερική αύτής ΓΣχ. 881). 



ή εύθεία τών σημείων Μ είναι 


Αντίστροφο* θβώρημα 434—1 

1384· Δσθεισών περιφερείας (Ο, ρ) χαί εύθείας (ε), αΐ χορδαί τών 
έιτοφών τών έχ τών σημείων Μ τής εύθείας αγόμενων έφαπτομένων τής 
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περιφέρειας (Ο) διέρχονται διά σταθεροί» σημείου Α. Τό σημεΐον τούτο 
εύρίσχεται έπί τής καθέτου ΟΡ έκ τοϋ κέντρου Ο έπί την εύθεϊαν καί 

ΟΓ* = ο 2 

είς άπόστασιν ΟΑ ΐσην πρός - (Σχ. 880, 881), 

ΎπενΘυμίζομεν δη, άναφορικώς πρός τήν περιφέρειαν (Ο), τό 
σημεΐον Α είναι ό 7ΐόλος τής ευθείας (ε), αυτή δέ ή πολική ευθεία 
τοΟ Α. Έάν τό σημεΐον Α είναι έξωτερικόν τής περιφέρειας, τό 
σημεΐον Ρ είναι έσωτερικόν αύτής καί άντιστρόφως. 

ΑΙ πολικαί εύθεΐαι τών σημείων τής περιφέρειας είναι αΐ έφα- 
πτόμεναι αύτής είς τά σημεία ταΟτα. 

1386 . ΙΙαρατήρηοις. ΤοΟ άνωτέρου θεωρήματος ( β1 ) ό Μοηχ^ 
Ιδωσε μίαν πολύ άπλήν άπόδειξιν, βασιζομένην έπί τής χρήσεως 
βοηθητικών στερεών (§ 169) : 

θεωρήσωμεν τήν σφαίραν (Σ) τήν διερχομένην διά τής δ Λ θε(σης 
περιφέρειας καί Εχουσαν αυτήν μέγιστον κύκλον. Επειδή ή χορδή 
τών έπαφών ΒΓ τών έκ τοϋ τυχόντος σημείου Μ τής εύθείας (ε) 
άγομένων έφαπτομένων πρός τήν περιφέρειαν (Ο), άνήκει προφα¬ 
νώς είς τό έπίπεδον 'τής περιφέρειας (μ), καθ’ ήν ό κώνος τών έκ 
τοϋ Μ έφαπτομένων τής σφαίρας (Σ) έφάπτεται αύτής, Εν δέ 
ζεύγος τών έφαπτομένων τούτων άνήκει έπίσης καί είς τό ζεϋγος 
τών έφαπτομένων έπιπέδων τής (Σ), τών άγομένων διά τής (ε) 
(μία έφ* έκάστου), γίνεται φανερόν 6τι π&σαι αΐ περιφέρειαι (μ) 
διέρχονται διά τών δύο σημείων X, Υ, είς έχ τά έφαπτόμενα ταΟτα 
έπίπεδα έφάπτονται τής σφαίρας. 

*Η εύθεΐα αϋτη ΧΥ (”) εΤναι κάθετος έπί τό έπίπ:δον (Π) τής 
περίφερείας (Ο) είς σημεΐον αύτοϋ Α. Καί έπειδή αί εύθεΐαι ΒΓ 
άνήκουσιν καί είς τό (ίΐ) καί εις τά διάφορα έπίπεδα (μ), Επεται 

άναγκαίως δτι θά διέρχων- 
ται πάσαι διά τοϋ σημείου 
τούτου Α. 

Τόπος 436 

1386 . Ποιος ό τόπος του 
μέαου Μ τής ύποτεινούσης ΒΓ 
ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, 
του όποιου ή κορυφή Α είναι 
σταθερόν σημεΐον αί δέ Β 
καί Γ μεταβλητά έπί δοθεί- 
σης περίφερείας (Ο); 

Ώς εΐδομεν είς τό Θεώ¬ 
ρημα τής § 749 τοϋ II Βι¬ 
βλίου, ό τόπος είναι περι¬ 
φέρεια μέ κέντρον τό μέσον 
2 τής ΑΟ καί άκτΐνα τήν 
άπόστασιν τοΟ Ζ άπό τοΟτυ- 
χόντος σημείου Μ τοΟτόπου. 


81. - η μ. μ 5 τ. Καί είς τήν περίπτωσήν καθ’ ήν ή εύθεΐα (ε) εΐναι 
εξωτερική τής περίφερείας (Ο). 

82. 2 η μ. μ ε τ. Καλουμένη άπίστροφος πολική τής ευθείας (ε) πρός 
τήν σφαίραν (2). 


5 
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Δυνάμεθα έν τούτοις νά άνεύρωμεν άπ' εόθείας τόν τόπον 
τοΟτον καί νά δώσωμεν οϋτω μίαν νέσν άπόδειζιν τοΟ προανα- 
φερθέντος θεωρήματος. _ _ 

ΕΙς τό όρθογώνιον τρίγωνον ΒΑΓ, ή διάμεσος ΑΜ είναι Τση 
πρός ΜΓ· αψ* έτέρου ΟΜ*-(-ΜΓ ϊ = ρ ί ή ΑΜ*-(“ ΟΜ* = ρ 1 . Ό 
τόπος, έπομένως, τών σημείων Μ εΐναι ό Τδιος μέ τόν τόπον τών 
σημείων, τΟν όποιων τό άθροισμα τών τετραγώνων τών άποστάσεων 
άπό τά σταθερά σημεία Α καί Ο είναι σταθερός ρ*._ ΕΤναι 6ηλ. 
ή περιφέρεια μέ κέντρον τό μέσον Ζ τής ΑΟ καί άκτϊνα λ (ϋπο- 
λογιζομένην έκ τοΟ θεωρήματος τής διαμέσου) Τσην πρός 



(§ 69 καί έπμ. § 1394). 

Τόπος 435-1 

1387 · ΕΙς τό Ιδιον τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 882), ποιος ό τόπος τής προ¬ 
βολής Δ τής κορυφής Α έπί τήν υποτείνουσαν; 

Γνωρίζομεν (§ 749), ΰτι ό τόπος .είναι ή Ιδία πρός τήν προη- 
γουμένην περιφέρεια. Καί έκ τοΟ σχήματος άλλωστε φαίνεται δτι 
ΖΔ = λ* έπειδή ή κάθετος ΖΡ έπί τήν ΔΜ διέρχεται διά τοΟ μέ¬ 
σου τής ΜΔ καί ΖΔ = ΖΜ = λ. 

Τόπος 435-11 

1333. ΕΙς τό Ιδιον ζήτημα, ποιος ό τόπος τής κορυφής Ε του δρθο- 
γωνίου ΑΒΕΓ; 

ΑΕ = 2 ΑΜ. ΑΟ = 2ΑΖ. 

*Άρα, ΟΕ = 2ΖΜ = 2λ καί ό ζητούμενος τόπος είναι ή περι¬ 
φέρεια (Ο, 2 λ). 

Έκ τών προηγουμένων δυνάμεθα νά πορισθώμεν καί τά άκό- 
λουθα θεωρήματα: 


Θεωρήματα 436— III 

1389, Διά των κορυφών τετράπλευρου εγγεγραμμένου ΒΓΒΤ' και 
τοΰ όποιου αΐ διαγώνιοι τέμνονται καθέτως, φέρομεν παραλλήλους πρός 
τάς διαγώνιους ταύτας. Αί κορυφαί τοΰ ουτω σγηματιζομένου ορθογω¬ 
νίου εΰρίπκονται έπί περιφέρειας όμοκέντρου πρός τήν ΒΓΒΤ'. 

Επειδή αί κορυφαί του όρθογωνίου αύτοϋ είναι τά σημεία Ε 
τοΟ προηγουμένου ζητήματος (Σχ. 882). 

1390 . Τό ορθογώνιον τοΰτο άποκτά μέγιστον εμβαδόν δταν αί δια* 
γώνιοι ΒΒ', ΓΓ' είναι ίσαι πρός άλλήλας. 

Σχηματίζουν τότε πρός τήν ΟΑ γωνίας 45°. 

1391 · Τά τετράπλευρα ΒΓΒΤ', τά προκΰττοντα διά στροφής τοΰ 
ζεύγους των καθέτων ευθειών ΒΒ', ΓΓ' περί τό σημεΐον Α, έχουν 
πάντα τό αυτό κέντρον βάρους. 
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ΤοΟτο εύρίσκεται είς τό τρίτον τής ΟΑ Από τοΟ κέντρου Ο. 
(Λ Μ. Ε., 1881, σ. 236, π° 6· 1879, σ. 365, σημείωσις όπό Κ. Μαΐ- 
Ιοίζβΐ). 

Τόπος 436—/V 

1392 . ΕΙς ιό ίδιον ζήτημα καί σχήμα (§ 1886, αχ. 882), ποιος ό 
τόπος τοϋ κοινού σημείου Ν των έφαπτομένων βΐς τά Β καί Γ τής πε¬ 
ρίφερε ίας (Ο); 

Έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΟΓΝ, λαμβΑνομεν 
ΟΜ .ΟΝ = ΟΓ*=τρ*. 

Ό τόπος, έπομένως, τών σημείων Ν είναι ή Αντίστροφος πε¬ 
ριφέρεια τής (Ζ, λ) 6ν τή Αντιστροφή μέ πόλον Ο καί Βύνα- 
μιν λ 3 = ρ*. 

Τό τετρΑπλευρον ΗΚΛΜ τών έφαπτομένων είς τΑς κορυφάς 
τοΟ όρθοδιαγωνίου τετραπλεόρου ΒΓΒ'Γ' είναι έγνρΑψιμον, αΐ δέ 
διαγώνιοι του διέρχονται διά τοΟ σημείου Α (§ 1274). 

Τόπος 436 

1393· Ποιος ό τόπος των σημείων, των όποίων τό Αθροισμα τών 
τετραγώνων τών αποστάσεων άπό δύο εύθειών όρθογωνίων Ισοΰται πρός 
δοθέν τετράγωνον 1τ*; 

(Μέ&οόοι, § 72). 

Τόπος 437 

1394 . Ποιος ό τόπος τών σημείων, τών όποίων τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνων τών Αποστάσεων άπό δύο δοθέντων σημείων Ισοϋται πρός δο¬ 
θέν τετράγωνον 1τ* ; 

(Μέθοδοι, § 69). 

Διά τήν διαφοράν τών τετραγώνων, βλ. § 1397. 


Τόπος 437-1 


1396 . Δίδονται δύο σημεία Α καί Β. ΠοΙος ό τόπος τών σημείων 
Γ, τών τοιούτων, ώστε 2ΑΓ 1 + ΒΓ* = 1ε*; 

Έστω Γ τυχόν σημεΐον τοΟ τόπου καί Ο 
σημεΐον τής εόθείας ΑΒ. Έκ τών τριγώνων 
ΑΟΓ καί ΒΟΓ εύρίσκομεν 

ΓΑ· = ΓΟ* + ΟΑ* + 20Α . ΟΔ (1) 
ΓΒ* = ΓΟ> + ΟΒ* - 2 ΟΒ . ΟΔ- (2) 
Αρα καί 

V = 2 ΓΑ* + ΓΒ* = 2 ΟΑ 3 + ΟΒ* + 

+ 3 ΓΟ* + 2 ΟΔ (2 Ο Α - ΟΒ). (3) 

Έάν τό σημεΐον Ο έκλεγή έπί τής ΑΒ είς τρόπον, ώστε 
2 Ο Α ΟΒ, δηλ. είς θέσιν τοιαύτην, ώστε 
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ό τέταρτος δρος τοΟ δευτέρου μέλους τής (σότητος (3) μηδενίζε¬ 
ται καί θά Ιχωμεν 

6* 45» β 

„ 2θΑ· + ΟΒ 3 -κ* · 9 + 9 Κ _ 

} ~ 3 — 3 


Γ Ο* 


3κ*— 26* 


: σταθερά ποσότης. 


Ό τόπος, έπομένως, τΟν σημείων Γ θά είναι ή περιφέρεια μέ 
κέντρον Ο καί άκτΐνα 


ΓΟ 


-τ- 


3κ* — 2δ* 
9 


Τόπος 437-II 

1396 . (Γενίκευσις τοΰ προηγουμένου). Δίδονται δύο σημεία Λ και Β. 
ΠοΙος ό τόπος των σημείων Γ, των τοιούτων, ώστε μΑΓ* 4-νΒΓ* = χ* ; 

Κατ' έπέκτασιν τοΰ προηγουμένου ζητήματος καί κατ' αναλογίαν, &ς 
διαιρέσωμεν τό τμήμα ΑΒ βίς μέρη άντιστρόφως ανάλογα των άριθμων 
μ καί ν: 

νδ μδ 


ΟΑ = 


ΟΒ 


μ+ν’ μ+ν 

Πολλαπλασιάζοντες τά μέλη τών προηγουμένων (1) και (2) 
Ισοτήτων έπι μ καί ν άντιστοίχως καί προσθέτοντες, εύρίσκομεν 

μΓΑ> + νΓΒ* = κ* = μν ( ( ^+ ν ν ) ) , 6 ’ + (μ+ ν) ΓΟ*. 

Είναι, έπομένως, ό τόπος τών σημείων Γ ή περιφέρεια μέ κέν¬ 
τρον τό σημεϊον Ο καί άκτΐνα 


ΓΟ 


-Η&- 


μν 


μ+ν (μ + ν)> 


β ’) 


Παρατήρηοις . ΟΙ δύο άνωτέρω τόποι είναι έφαρμογαί τοΟ Θεω¬ 
ρήματος τοΟ δΙβνβΓί (§ 1173). 

Τόπος 437— III 

ί307. Τόπος των σημείων Γ των οποίων ή διαφορά τών τετραγώ¬ 
νων των αποστάσεων από δύο δοθέντων σημείων 
είναι βοθέν τετράγωνον λ*. 

(Μέδοδοι, § 71). 

1397 α . Παρατηρήσεις. 1) Διά τό τυχόν ση- 
μεϊον Η της (μιάς έκ τών δύο εύθειϋν τοΟ 
τόπου) ΜΝ, θά βχωμεν 

ΗΒ 3 - Η Α* = ΓΒ 1 - ΓΑ* = α» - β*. 

2) Έκ τής προηγουμένης παρατηρήσεως 
όδηγούμεθα είς μίαν πολύ κομψήν άπόδέιξιν 
τοΟ γνωστού θεωρήματος: Τά νψη παντός τρι¬ 
γώνου διέρχονται διά τον αντοΰ σημείου . 
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’Έστω πράγμα* 1 Η τό 



σηυειον τομής δύο ύψών ΑΔ, ΒΕ* θά 
Εχώμεν : 

ΗΒ 3 - ΗΓ 3 = γ 3 - 
ΗΓ 2 — ΗΑ 3 = α ? — γ 3 , 

άρα καί 

ΗΒ 3 — ΗΑ' = α 3 - β-\ 

Δηλ. τό σημεΐον Η άνήκει είς τό 
τρίτον ΰψος ΓΖ. 

Τόπος 438 

1398 . Ποιος ο τόκος των σημείων έχ 
των όποιων άγονται ίοαι έφαπτόμεναι 
προ δύο δοΦείσας περιφέρειας (Αΐ χαί (Β); 


"Εστω Μ σημεΐον έξ οΰ σΐ έψαπτόμεναι ΜΓ, ΜΔ είναι Τσάι. 
Έκ τών όρθογωνίων τριγώνων ΜΑΓ, ΜΒΔ, λαμβάνομεν; 


ΜΑ 3 = ΜΗ + ρ*. ΜΒ 3 := ΜΔ 2 + ρ’ 3 


καί 


ΜΑ 2 — ΜΒ 3 — ρ 3 — ρ' 3 , σταθερά ποσότης. 



Ό ζητούμενος τόπος έπομένως συμπίπτει πρός έκεϊνον των οη- 
ιΐΛΐ'ων ιών οποίων ή διαφορά των τβτραγώνων ιών άποοτάοβων από των 
οημχίων Α καί Β ϊχβι ώριομίνην τιμήν ρ* — ρ' 3 . 

Ό τόπος ούτος εΐναι εύθβΐα κάθετος έπί τήν διάκεντρον ΑΒ 
είς σημεΐον Ε αυτής, όριζόμενον ύπό τής σχέσεως 

ρ 3 - ρ 3 = ΑΕ 3 - ΕΒ 3 = (ΕΑ + ΕΒ) (ΕΑ - ΕΒ), 


ΕΑ — ΕΒ — 


Ρ* ~ Ρ ’ 3 
εα + εβ’ 


ή τής 


(§§ 71 καί 1397) 
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Παρατηρηθείς. 1) Ή ευθεία ΜΕΝ είναι 6 ριζικός αςων τών 6ύθ 
περιφερειών (§§ 1264, 1265 καί ιδίως 1265 α). 

2) Ή ευθεία αϋτη διέρχεται διά τοΟ μέσου Α της κοινής έψα- 
πτομένης τών περιφερειών ΙΚ. Απέχει Ισον, έπομένως, τών πολι¬ 
κών ΡΙ, ΠΚ του έζωτερικοϋ κέντρου όμοιότητος Σ πρός τάς δύο 
περιφέρειας. Όμοίως, Τσον άπέχει τών πολικών τοϋ έσωτερικου 
κέντρου όμοιότητος τών δοθεισών περιφερειών. 

3) Διά παν σημεΐον Ν του ριζικού άξονος, αΐ τέσσαρες έξ αύ- 
τοΟ έφαπτόμεναι πρός τάς περιφέρειας είναι ϊσαι. 

4) *0 ριζικός αξων είναι 6 τόπος τών κέντρων τών περιφερειών τών 
χεμνυνοών όρ&ογωνίως ?άς όο&βίσας περιφερείας, έπείδή ή μέ κέντρον 
τυχόν σημεΐον Μ τοΟ άξονος τούτου καί άκτΐνα ΜΓ περιφέρεια 
τέμνει όρθογωνίως τάς περιφερείας μέ άκτϊνας ΑΓ καί ΒΔ. 

Σημείωσες. Ό ουγγραφεύς τών ΡτοΙίέπιεβ άβ ΟέοηίέΙνΐβ βΐ άβ Τνί· 
ροηοηιέίτίβ, ανβο Ια τηέΐΗοάε ά β«ή·Γβ ρο«Γ Ια νέ$οΐΗΐίοη άβα ΡνούΙέ· 
τηεΒ άβ ΟέοτηέΙήβ, βί Ιβ9 8 θΙηΙίοη 3 , ΟεοΓββε Κίίί,όνομάζει τόν ριζικόν 
άξονα καί άιοομόλογον , πρός ϋπόμνησιν τής Ιδιότητος αύτου νά είναι 
όμόλογος πρός έαυτόν. (Ώς άνω, 9η Ικδοσις, 1894, σ. 47). 

Τόπος 438—1 

1399. Ποιος ό τόπος τών σημείων, τών οποίων ή διαφορά τών τε¬ 
τραγώνων τών έξ αυτών αγόμενων έφαπτομένων πρός δύο περιφερείς 
είναι σταθερά ποσότης Ιι 5 ; 

"Εστω Μ σημεΐον τοΟ τόπου καί ΜΓ* — ΜΔ* = 1:*. Θά £χω- 
μεν (σχ. 886): 

ΜΑ 3 — ρ 3 — (ΜΒ 3 — ρ'*) = 1< 3 
ή ΜΑ 3 — ΜΒ 3 = 1ί 3 + ρ 3 — σταθ. 

Ό τόπος έπομένως τών σημείων Μ είναι εύθεΐα κάθετος έπί 
τήν ΑΒ (§ 71). 

Τόπος 439 

1400 . Δίδεται σημεΐον Δ είς τό εσωτερικόν περιφέρειας (Ο). Ποιος 
6 τόπος τών σημείων Μ, δι’ έκαστον τών 
όποιων ή άπόστασίς του άπό τοΰ σημείου Δ 
είναι ίση πρός τό μήκος τής έξ αύτοΰ αγόμε¬ 
νης πρός τήν περιφέρειαν έφαπτομένης; 

"Εστω Μ σημεΐον τοΟ τόπου καί 
ΜΔ=ΜΤ. Έάν Γ είναι ή προβολή αύτοΟ 
έπί τήν διάμετρον ΟΔ, θά βχωμεν : 

ΜΔ 3 = ΜΤ 3 = ΜΟ 3 — Κ* 
μαί ΜΔ 3 - ΜΓ 3 = ΜΟ 3 — ΜΠ — Κ 3 
I) ΔΓ 3 = ΟΓ 3 — ΚΛ 

Άλλ* είναι ΟΓ 3 - Κ 3 = ΓΒ. ΓΑ. 

καί, έπομένως, ό ζητούμενος τόπος είναι 
ή κάθετος ΜΓ έπί τήν ΟΔ, είς οημεΐον Γ αύτής, τοιουτον, ώστε 

ΓΔ 3 =ΓΒ . ΓΑ. 



Γεωμετρία 


43 
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Τόπος 440 

1401 . ΠοΙος ό τόκος τών κέντρων των περιφερειών, των τεμνουσών 
δύο δοδβίοας άλλος κατά διαμέτρους; (Ν. Α., 1846, σ. 532 καί Γγο- 

Μέιηββ ύπό Απιίοί εΐ 
Ο69νΐ£ηο8, σ. 2Θ5, τ. VII). 

Έστωσαν ΟΑ = α, 
ΟΒ = β, αΐ άποστάσεις 
τοΟ τυχόντος σημείου Ο 
τοΟ τόπου άπό τών κέν¬ 
τρων Α καί Β καί γ. 6 
αΐ άκτΐνες ΒΔ, ΑΓ. Ε¬ 
πειδή : 

α» + Υ* = ?’ + &· 
ή γ2 - 6* = β 2 — α 2 

καί Ρ 3 —α Β = ΒΡ 3 — ΑΡ 3 , 
(§ 1397, α) 

ό ζητούμενος τόπος είναι ή κάθετος έπί τήν εύθεϊαν ΑΒ είς ση¬ 
μείου αύτής Ρ τοιοΟτον, ώστε 

ΒΡ 1 — ΑΡ* = γ· — δ 3 . 

Παραϊήρησις, Είς τήν μεγαλυτέραν άκτΐνα γ άντιστοιχεϊ ή μι- 
κροτέρα άπόστασις ΑΡ· ό τόπος, έπομένως, είναι ό ριζικός άξων 
τών περιφερειών ΒΓ', ΑΔ', Τσων πρός ιάς (Α) καί (Β) άντιστοίχως. 

Τόπος 440-1 

1402 . Νά βύρεθή ό τόπος τών κέντρων Ο τών περιφερειών, τών 

τεμνουσών δοθεΐσαν περιφέρειαν 
(Α) κατά διάμετρον καί άλλην 
(Β) όρΊ>ογωνίως. 

Επειδή ΟΓ = ΟΔ, θά 6- 
χωμεν 

ΟΒ»-δ 3 = ΟΑ*+γ> 
ή ΟΒ* — ΟΑ β = 6*4“ γ*=σταθ. 

Ό τόπος, συνεπώς, εΤναι ή 
κάθετος ΟΡ έπί τήν ΑΒ είς 
σημεΐον Ρ αύτής τοιοΟτον, 
ώστε 

ΡΒ* — ΡΑ* = δ* + γ 3 . (1( 

Ή κατασκευήτοΟ τόπου προϋποθέτει φυσικά τήν γνώσιν τής 
Χύσεως τοΟ προβλήματος: 

ΔΓά διαιρ&ΰϋ ίν&βϊα ΑΒ βΐς 0ύο μέρη, τών όποιων ή διαφοοι τών ϊί- 
τρογώνων νά βϊναι δο&βν χβτράγωνον (§ 1429). 

ΕΙδικαϊ τχχριπτώνχις 

1403 . Τόπος τών κέντρων τών περιφερειών, τών διερχομένων διά 
σημείου Β καί τεμνουσών περιφέρειαν (Α) κατά διάμετρον. 
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Εΐναι ή περίπτωσις τής § 1402, άλλ’ όπου δ=0. Ό τόπος 
είναι πάλιν εύβεΐα κάθετος έπί τήν ΑΒ. 

1404, Τόπος των κέντρων τών περιφερειών, των τεμνουσών όρθσ- 
γωνίως περιφέρειαν (Β) καί διερχομένων διά σημείου Α. 

*Η Ιδία περίπτωσις, άλλ’ όπου γ = 0. 

1404α, ΣημιΙωσις. Τά προηγούμενα θεωρήματα (§§ 1398, 1401 
καί 1402) εύκολύνουν τήν λύσιν μεγάλου άριθμου ειδικών προ¬ 
βλημάτων. Διά τοΟ πρώτου, (§ 1393), άγόμεθα είς τήν κατασκευήν 
περιφερείας τεμνούσης όρθογωνίως τρεις άλλας δοθείσας καί διά 
τοΟ δευτέρου, είς τήν κατασκευήν περιφερείας τεμνούσης κατά 
διαμέτρους αύτάς. (Βλ. έπμ. §§ 1478—1488). 

Τόπος 440—11 

1404β* Ποιος δ τόπος τών σημείων διά τά όποια αΐ εύθεΐαι, αΐ 
συνδέουσαι αύτά μετά τών κορυφών δοθέντος Ισοπλεύρου τριγώνου 
ΑΒΓ,όρίζουν, διά τών τομών των μετά τών απέναντι πλευρών, εξ τμή¬ 
ματα έπ* αυτών τοιαύτα, ώστε ιό γινόμενον τριών μή διαδοχικών νά 
εΐναι Ισον πρός τόν κύβον τής πλευράς τοΰ τριγώνου ; 

Εΐναι ή περιγεγραμμένη είς τό τρίγωνον περιφέρεια. (Τ. Μ. Ε., 
1884, σ. 210 καί 21 ί. — 01ι. ϋβΓΐ^ητ). 

Τύπος 441 

1405· Ποιος δ τόπος τών σημείων, τών όποιων τό άθροισμα τών 
τετραγώνων τών άποστάσεών των από τάς κορυφάς δοθέντος κανονικού 
πολυγώνου είναι Ισον πρός δοθέν τετράγωνον 1τ*; 

Ή δυσκολωτέρα περίπτωσις εΐναι έκείνη του κανόνικοΟ πολυ¬ 
γώνου μέ περιττόν πλήθος πλευρών. 

Καί έπειδή ή άπόδειξις παραμένει ή 
Ιδία, οίονδήποτε καί &ν είναι τό πλή¬ 
θος τοΟτο, άς περιορισθώμεν είς τήν 
περίπτωσήν τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου. 

"Εστω Μ σημεΐον τοΟ τόπου, α ή 
άκτίς τής περιγεγραμμένης περιφερείας 
καί μ ή άπόστασις Ο Μ. "Εστωσαν *δέ 
Δ, Ε, Ζ αί προβολαί τών κορυφών Α, 

Β, Γ έπί εύθεΐαν κάθετον έπί τήν ΟΜ. 

Τά θεωρήματα, τά σχετικά πρός τό 
τετράγωνον πλευράς κειμένης άπέναντι 
όξείας ή άμβλείας γωνίας τριγώνου, 
έφαρμοζόμενα είς τά τρίγωνα ΑΟΜ, 

ΒΟΜ, γΟΜ, δίδουν τάς ισότητας : 

ΑΜ» = α»+μ·-2μ.ΑΔ, 

(έπειδή ΑΔ^εΐναι Τση πρός τήν προβολήν έπί τήν μ τής ΟΑ.) 

Άναλόγως : ΜΒ· = α* μ· 2 μ. ΒΕ, 

ΜΓ» = α* + μ* + 2μ.ΓΖ. 

Διά προσθέσεως αύτών κατά μέλη λαμβάνομεν 

ΜΑ* + ΜΒ· + ΜΓ· = V* = 3 α* + 3 μ* + 2 μ (ΒΕ + ΓΖ — ΑΔ). 
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Επειδή δέ διά τυχόντα άξονα ΔΕΖ (§ 750), άγόμενον διά τοΟ 
κέντρου τών μέσων άποστάσεων ιών κορυφών πολυγώνου, τό 
Αθροισμα τών άποστάσεων άπ' αύτοΟ τών κορυφών τών εύρισκο- 
μένων πρός τό £ν μέρος τοΟ έπιπέδου ώς πρός τήν εύθεϊαν ταύ- 
την, ΙσοΟται πρός τό άθροισμα τών άποστάσεων τών άλλων κο¬ 
ρυφών, ή έντός τής παρενθέσεως ποσότης είναι Τση πρός τό μη¬ 
δέν καί κατά συνέπειαν 

1ί· 


1τ* = 3 α* 3 μ* ή μ» = ■ 


ποσότης σταθερά. 


Είναι δηλ. ό τόπος τών σημείων Μ ή περιφέρεια μέ κέντρον Ο 


καί άκτΐνα 




Τόπος 441—1 

1406* ΠοΙος ό τόπος τών σημείων τών όποίων τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνων τών άποστάσεων άπό τών κορυφών τριγώνου είναι τετράγω¬ 
νον δοθέν 1 ε· ; 

ΕΤναι ή περιφέρεια μέ κέντρον τό κοινόν σημεΐον τών διαμέ¬ 
σων τοΟ τριγώνου καί άκτΐνα οριζομένην όπό τής σχέσεως 

1ι·-(α'» + β'» + Υ >») 
μ _ ^ . 

2 

δπου α', β', γ' τά έκάστης διαμέσου. 

θεώρημα. Ό τόπος τών σημείων, τών όποίων τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνων τών άποστάσεων άπό τών κορυφών τυχόντος πολυγώνου είναι 
σταθερόν, είναι περιφέρεια, Ιχουσα ώς κέντρον τό κέντρον τών μέσων 
άποστάσεων τών κορυφών τοΰ πολυγώνου. 

(Βλ, ΒοδΠΗβΓ, €οητ 9 άε ΟόοτηόΙτίε, II τμήμα, § 4, 8η πρότασις). 

Τόπος 441-11 

1407. Π ο Ιος 6 τόπος τών σημείων, τών όποίων τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνου τών αποστάσεων άπό τών πλευρών δοθέντος κανονικοί) πολυ¬ 
γώνου είναι δοθέν τετράγωνον 1ι*; 

Επειδή, ώς γνωστόν, αί προβολαΐ ένός σημείου έπί τάς εύ- 
Θείας, τάς διερχομένας διά τοΟ* αύτοΟ σημείου καί σχηματιζοΰσας 
διαδοχικός γωνίας Τσας πρός τάς γωνίας τών έκ τοΟ κέντρου κα- 
νονικοΟ πολυγώνου πρός τάς κορυφάς εύθειών, είναι κορυφαί κα- 
νρνικοΟ έπίσης πολυγώνου ( β> ), τό άνωτέρω ζήτημα άνάγεται άμβ- 
σως είς τό προηγοόμενον τής § 1405. 

’Εργαζόμενοι (διά τήν άπλότηχα τοΟ σχήματος) έπί ένός Ισο¬ 
πλεύρου τριγώνου καί θεωροΟντες τό Ισόπλευρον τρίγωνον ΛΠΚ, 


83. Σ η μ. μ « τ. "Εστωσαν, πράγματι, ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ τρεις τοιαΰται 
εΰθεΐαι (διά τήν περίπτωσιν Ισοπλεύρου τριγώνου) καί 0 τυχόν σημεΐον 
(2χ. Μ91). Αί προβολαΐ Λ, Π, Κ τοΰ σημείου Ο έπί τάς εΰθείας χεΐνται 
προφανώς έπί τής περιφερείας μέ διάμέτρον 0Μ, τά δέ τόξα ΚΟΛ. ΑΜΠ, 
IIΡΚ είναι ίσα κλπ. 
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τών προβολών τοΟ κέντρου Ο έπί ιάς τρεϊς ευθείας ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ, 
εόκόλως εύρίσκομεν τάς σχέσεις: 

ΜΔ = Ρθ = Οθ — ΟΡ = ρ— ΜΛ, έξ ής ΜΔ 1 = ρ·— 2ρ ΜΛ + ΜΛ* 
ΜΕ = ρ — ΜΠ » ΜΕ* = ρ*— 2 ρ ΜΠ + ΜΠ· 

ΜΖ = ρ + ΜΚ » ΜΖ» = ρ*+2ρΜΚ + ΜΚ· 

Επομένως, 

ΜΔ 5 + ΜΕ* + ΜΖ* = |ς* = 3 ρ* + (ΜΑ* + ΜΠ* + ΜΚ») + 

+ 2ρ(ΜΚ — ΜΛ — ΜΠ). 



Τής ίσότητος τούτης ό δρος 2ρ (ΜΚ — ΜΛ— ΜΠ) εϊναι μηδέν 
«§ 1405 καί 750), ό δέ δρος (ΜΛ* + ΜΠ 1 + ΜΚ 1 ) εΤνσι Τσος πρύς 

3 ΜΝ’ + 3 ΜΝ’ = 6 ΜΝ> = -ί ΜΟ». 

Επομένως 

ΜΔ» + ΜΕ> + ΜΖ> = 3ρ'+^^-’ = 1ί», 4Ε-1Κ 
2 ^* 

(ΟΜ)* — —^-2 ρ*, ποσότης σταθερά. 

Είναι δηλ. ό τόπος τοΟ σημείου Μ περιφέρεια (Π) όμόκεντρος 
τής ΑΒΓ. 

1407 α. ΕΙδιχαί περιπτώσεις. 1) *Η περιφέρεια (Π) περιορίζεται 
είς τό κέντρον Ο διά ΟΜ=0, δηλ. διά 1ε.» = 3 ρ*, ώς ευκόλως 
έπαληθεύεται. 

2) Ή περιφέρεια (Π) συμπίπτει πρός τήν περιγεγραμμένην είς 
τό ΑΒΓ δταν ΟΜ = 2ρ, δηλ..διά 

1ι* — 9ρ*. 
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ΤοΟχο έπαληθεύεται πάλιν εύκόλως· έπειΒή τό άθροισμα τών 
τετραγώνων τών άποστάσεων τής τυχούσης κορυφής Α τοΟ Ισο¬ 
πλεύρου τριγώνου ΑΒΓ άπό τών πλευρών του είναι 

ΐ£ί = υ α 8 = (3ρ)» = 9 ρ 9 . 

Τόπος 441 —III 

1407 β. ΠοΙος 6 τόπος τών σημείων τών όποίων τό άθροισμα τών 
κύβων τών άποστάσεων άπό τάς πλευράς ένός τετραγώνου έχει σταθε¬ 
ρόν τιμήν; 

Είναι περιφέρεια μέ κέντρον τό κέντρον Ο τοΟ τετραγώνου. 

Έάν 2α εΤναι τό μήκος τής πλευράς το.ϋ τετραγώνου καί 6 ή 
άκτίς τής περιφερείας, τό άθροισμα τών Αν λόγω κύβων είναι 
2α(2α* + 3Β·). Βλ. § 1773 κ, σημ., καί Ν. Α. ( 1910, σ. 424, η® 2130, 

ΒεΓίδίβη. 

Τόπος 442 

1407 γ* Εύθείας απεριορίστου ΧΧ' τά σημεία αυτής Α θεωροΰμεν 
κέντρα περιφερειών σταθερός άκτίνος ρ, έστω Βέ (Ο) περιφέρεια μετα¬ 
βλητής άχχϊνος, Ιχ ουσα κέντρον σταθερόν σημεΐον Ο τής εύθείας τούτης. 
Ποιος 6 τόπος τών τομών Β, Γ τών περιφερειών (Ο) μεθ* έκάστης τών 
περιφερειών (Α) έάν αΐ αχτίνες τών περιφερειών (Ο) είναι, έκάστοτε, ή 
υποτείνουσα όρθογωνίου τριγώνου μέ καθέτους πλευράς τά μήκη ρ 
καί ΟΑ; 

ΕΤναι φανερόν δτι ό τόπος περιέχει τό ζεΟγος τών παραλλή¬ 



λων πρός τήν ΧΧ' εύθειών ΒΒ', ΓΓ'. Είς τοΟτον όμως άνήκει καί 
ή περιφέρεια (ΜΝ) μέ κέντρον Ο καί άκτΐνα ρ. ΈπειΒή, Βιώ 
Α = 0, ή περιφέρεια (Α) συμπίπτει πρός τή ν περιφέρειαν (ΜΝ), 
ή 6έ περιφέρεια (Ο) θά Εχη άκτΐνα τότε Ϋ ΟΑ* + ρ 3 = ρΓ άφοΟ 
ΟΑ = 0, καί θά συμπίπτη καί αϋτη, έπομένως, πρός τήν περιφέ¬ 
ρειαν ΤΜΝ). Κατά συνέπειαν, τά κοινά σημεία τών περιφερειών 
(Α) και (Ο) είς τήν θέσιν τής κινητής περιφερείας Α = Ο είναι τό 
σύνολον τών σημείων τής περιφερείας (ΜΝ), άφοΟ άυφότεραι αΐ 
πέριφέρειαι αδται συμπίπτουν πρός τήν περιφέρειαν (ΜΝ). 

14076 . Σημ*ίωσις, 1) ΈπΙ έκάστης περιφερείας (Ο) όρίζονται 
τέσσαρα σημεία του ζητουμένου τόπου, τά Β, Γ καί Β', Γ\ Ό 
πλήρης τόπος εΤναι έν γένει τετάρτου βαθμοΟ καμπύλη. 

2) Έάν ή εύθεϊα XX* Βέν διέρχεται 6ιά τοΟ σημείου Ο, ή έξί- 
σωσις τετάρτου βαθμοΟ (είς ήν όδηγεϊ ό διά τής Α. Ν. Γεωμε- 
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τρίας χειρισμός του προβλήματος) δέν δύναται νά άναλυθή είς 
Αλλας κατωτέρου βαθμού. Ήεύθεΐα ΥΥ' είναι Αζων συμμετρίας 
τής καμπύλης ήν παριστφ ή έζίσωσις αΟτη, 

3) Ό Ανωτέρω σύνθετος τόπος είναι ή προβολή έπί έπίπεδον 
κάθετον έπί τόν Αξονα τής τομής ένός μονοχώνου ύπερβολοειδοΟς 
έκ περιστροφής καί τοΟ κυλίνδρου μέ όδηγόν τήν περιφέρειαν - 
λαιμόν τοΟ ύπερβολοειδοΟς καί γενετείρας παραλλήλους πρός 
δύο παραλλήλους γενετείρας τοΟ ύπερβολοειδοΟς. 

4) ΑΙ προβολαΐ (έπί κατάλληλα έπίπεδα) τών καμπύλων καθ' 
Ας τέμνονται δύο έπιφάνειαι δευτέρου βαθμοΟ δύνανται, είς ώρι- 
σμένας είδικάς περιπτώσεις» νά θεωρηθοΟν ώς παραδείγματα τό¬ 
πων τοΟ, ώς άνωτέρω, συνθέτου τύπου. 

5) Ό τόπος οστις έσπουδάσθη είς τάς Μεδόδονς (§ 85 α) 
είναι καμπύλη" τρίτου βαθμοΟ. Έάν τό τρίγωνον ΑΒΓ δέν εΓναι 
Ισοσκελές, ό τόπος εΤναι συνεχής καμπύλη (άποτελεΐται δηλ. έξ 
ένός κλάδου). 

6) Ό τόπος τής § 1361 όταν τα τμήματα ΟΜ, ΟΝ δεν κβΐνται &Γ 
ευδείας γραμμής και ίχονν κοινόν σημεΐον Ο, είναι έπίσης καμπύλη 
τρίτου βαθμοΟ: χλαγία οτροψοβιδής, έχουσα διπλοΟν σημεΐον τό Ο 
(/. Μ . 3., 1895, σ. 98). *Εάν ΟΜ = ΟΝ, ό τόπος άναλύεται είς τήν 
διχοτόμον τής γωνίας ΜΟΝ — έκ τών σημείων τής όποίας τά τμή¬ 
ματα ταΟτα φαίνονται ύπό ϊσας γωνίας — καί είς τήν χεριγβγραμμέ- 
νην περιφέρειαν είς τό τρίγωνον ΜΟΝ, έκ τών σημείων τής όποίας 
τά τμήματα φαίνονται ύπό συμπληρωματικός γωνίας. (Ν. Α., 
1050, σ. 249, η· 2) καί έπμ. § 2166 α). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

ΒύΦεϊαι Ανάλογοι 


Πρόβλημα 443 


1406 . Διά δοθέντος σημείου Ε νά άχθή ευθεία ΕΖ, διερχομένη διά 
τοΟ σημείου τομής δύο εύθειών ΑΒ, ΓΔ, τεμνομενων έκτός τού χάρτου 
σχεδιάσεως. 

1η Κατασκευή. Επειδή αΐ τρεις εύβεΐαι ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ θά διέρ- 



ϊ*. «Ο. 



Σχ. 894. 


Τ0 ° αύτο ° βΟμ^ου, θά τέμνωνται είς μέρη άνάλογα 
ζεύγους τυχουοΟν παραλλήλων ΑΕ. ΒΖ. τβμνουοβν αύ?ά?. 
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Φέρομεν» έπομένως, διά τοϋ σημείου Ε τυχοΰσαν τέμνουσαν 
ΕΑ καί άλλην, παράλληλον πρός αύτήν ΒΖ Ρ καί κατασκευάζομεν 

τόν τέταρτον όρον τής Αναλογίας — ΔΖ κ * 

Τό μήκος ΔΖ καθορίζει τήν θέσιν τοΟ σημείου Ζ καί τήν διεύ- 
θυνσιν τής ζητουμένης εύθείας. (Σχ. 893). 

2α ΚατααΜβνή. Ή θεώρησις βοη&ητιχώ* οτβρβών όδηγεΐ εις μίαν 
πολύ ταχεΐαν κατασκευήν (Σχ. 8941: 

Φέρομεν ζεΟγος παραλλήλων Μπ, Μ'Ν', τεμνουσών ιάς δοθεί- 
σας ευθείας καί συνδέομεν τό σημεΐον Ε μετά τών σημείων Μ 
καί Ν. Διά τοΟ Μ’ φέρομεν παράλληλον πρός τήν ΜΕ» διά τοΟ 
Ν' παράλληλον πρός τήν ΝΕ καί συνδέομεν τό κοινόν αύτών ση¬ 
μεΐον Ε' μετά του Ε. Ή εύθεϊα ΕΕ' είναι ή ζητουμένη. 

Πρόβλημα 443—1 

1409I Δίδονται τρεις εύθείαι διερχόμεναι διά τοΰ αύτοΰ σημείου Ο 
και σημεΐον Α. Διά τοΰ σημείου τούτου νά άχθή ευθεία τέμνουσα αύ- 

ΒΓ α 

τάς είς Β, Γ, Δ είς τρόπον ώστε * λόγος δοθείς. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον. Επειδή διά τυχοΟσαν παράλ¬ 
ληλον πρός τήν ΒΓΔ τέμνουσαν Β'Γ'Δ' 

τών ευθειών» ό λόγος |^τ- θά είναι έ- 

πίσης ίσος πρός -£·, άγόμεθα ευκό¬ 
λως είς τήν Ακόλουθον κατασκευήν. 

Διά τοΟ σημείου Ο φέρομεν εύθεϊαν 
τυχοΟσαν καί έπ’ αυτής λαμβάνομεν 

δύο τμήματα ΟΜ, ΟΝ κατά λόγον-^-.Έκ 

τών Μ, Ν φέρομεν ζεΟγος παραλλήλων 
ΜΒ', ΝΔ' πρός τήν ΟΓ. Ή έκ τοΟ Α 
παράλληλος πρός τήν Β'Δ' εύθεϊαν είναι ή ζητουμένη εύθεΐα. 

Πρόβλημα 443-11 

1410 . Νά κατασκευαστή ευθεία Ιχουσα λόγον πρός άλλην δοθεΐσαν 
Ισον πρός τόν λόγον δύο βοθ-έντων τετραγώνων. 

{ΜΜοόοι, § 294, Θ). 



Πρόβλημα 443^111 

1410 α· Νά κατασκευασθοΰν δύο εύθεΐαι εχουσαι λόγον ίσον προς 
τόν λόγον δύο δοθέντων κύβων. 

ΔυνάμεΘα νά άνατρέξωμεν είς άποδειχθέν ήδη θεώρημα 
(§ 1168)· άλλ* ένεκα τοΟ ένδιαφέροντος του προβλήματος τούτου, 
θά δώσωμεν μίαν πλήρη λύσιν αΰτοό, Ανεξάρτητον τής προμνη- 
σθείσης προτάσεως. 

"Εστωσαν μ, ν αί πλευραί τών δοθέντων κύβων. Κατασκευά- 
ζομεν τρίγωνον όρθογώνιον ΑΒΓ, έχον ώς πλευράς τής όρθής γω¬ 
νίας τά μήκη μ, ν καί φέρομεν τήν κάθετον ΑΔ έπί τήν ύποτεί- 
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νουσαν καί τάς ΔΕ, ΔΖ' καθέτους έπί τάς ΑΒ, ΑΓ, άντιστοίχως. 
θά ίχωμεν 

ΒΕ__ μ Β 

Τ Ζ “ ν* * 

Έκ τών όρθογωνίων, πράγματι, τριγώνων ΑΒΔ, ΑΔΓ, λαυβά- 
νομέν τάς Ισότητας: 


ή 


ή 


ΒΕ = 


ΒΕ = 


ΓΖ = 


ΒΔ· 

ΑΒ 

ΒΔ* 

μ 

Γ Δ 1 
ΑΓ 


ΓΖ = - Γ —- . 

V 



Σχ. 90β. 


έκ τών όποιων, 

ΒΕ _ ΒΔ- ν 

Τζ"~Γ δ* "ίΓ' 

Επειδή 6έ 

ΒΔ 3 _ ΑΒ 4 _ μ 4 
ΓΔ 5 ~*ΑΓ 4 “ ν* 
ή προηγουμένη σχέσις γίνεται 


ΒΕ __ μ 4 __ μ* 

ΓΖ — "ν 4 ” ' μ ~~ ^ * 

1410β. Παρατηρησις. Φέροντες τάς καθέτους Εθ, ΖΗ, ΘΙ, ΗΚ, 
εύρίσκομεν εύκόλως 


ΒΘ __ μ 4 ^ 
ΓΗ ~ ν 4 


Β1 _ μ» 
ΓΚ ν 5 


κλπ. 


Πρόβλημα 443— IV 

1411 . Δίδονται δύο εύθεΐαι και σημεΐον Ο. Διά τοΰ σημείου Ο νά 

άχθ^ τέμνουσα των ευθειών ΟΜΝ (Σχ. 19), είς τρόπον, ώστε ^ » 

λόγος δοθείς. 

(Α/έθοδοι, § 94). 

Πρόβλημα 444 

1412 . Δίδονται σημεΐον Ο, ευθεία καί περιφέρεια. Διά του σημείου 
Ο νά άχθη τέμνουσα ΜΟΝ τών δύο γραμμών (Σχ. 50), τοιαύτη, ώστε 

ΟΜ μ , Α , 

Ο^- = — , λογος δοθείς. 

/Μέθοδοι, § 95). 

Πρόβλημα 444—1 

1413 . Τό ίδιον πρόβλημα, άλλ* οπού αΐ εύθεΐαι άντικατεστάθησαν 
υπό περιφερειών. 

(Μ&οόοι, § 96 ). 
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Πρόβλημα 445 


1414 . Δίδονται δύο τεμνόμεναι περίφερε ιαι. Διά τοΰ ενός των κοι¬ 
νών αυτών σημείων νά άχθή τέμνουσα των περιφερειών, διαιρούμενη 
ύπ’ αύτοΰ είς δύο τμήματα εχοντα λόγον δοθένια. 

Εΐναι είδική περίπτωσις του προηγουμένου προβλήματος. Ά- 
πλουστάτη καί άμεσος λύσις είναι ή είς τάς Με&όδονς, § 138, εύ- 
ρισκομένη. 

Πρόβλημα 445—1 

1415 . Διά δοθέντος οημείου Α νά άχθη τέμνουσα ΑΒΓ δοθείσης 
περιφέρειας (Ο), τυιαύτη, ώστε τά τμήματα ΑΒ, ΑΓ τής τεμνούσης 

2 

νά εύρίσκωνται είς δοθέντα λόγον, λόγου χάριν. 

ο 


ΤοΟ προβλήματος τούτου έπελήφθημεν ήδη κατά γενικόν τρό¬ 
πον είς τάς ΜβΦόδονς, § 96. 
Ιδού καί μία Ιδιαιτέρα λύσις. 

Φέρομεν τήν έφαπτομένην 
ΑΔ. θά έχωμεν, διά πάσαν 
τέμνουσαν : 

ΑΒ . ΑΓ = ΑΔ 3 . 

Έάν δέ είναι πρός τού- 
τοις καί 

ΑΒ _ 2 

ΑΓ"~ 5 ’ 

διά πολλαπλασιασμού κατά 
μέλη τών δύο τούτων Ισοτήτων, εύρίσκομεν 



ΑΒ 3 = ΑΔ 3 . 
5 


Έκ τής τελευταίας ταύτης σχέσεως συνάγομεν τήν άκόλουθον 
κατασκευήν: 

Έπί τής έφαπτομένης ΑΔ λαμβάνομεν τμήμα ΑΕ Τσον πρός 
2 

τά — τής ΑΔ, γράφομεν τήν ήμιπεριφέρειαν μέ διάμετρον ΑΔ 

καί ΟψοΟμεν κάθετον ΕΖ έπί τήν διάμετρον μέχρι τής ήμιπεριφε- 
ρείας. *Η τομή τής περιφερείας (Α, ΑΖ) μετά τής δοθείσης όρίζει 
τήν ζητουμένην τέμνουσαν ΑΒΓ. 

Πράγματι, ΑΒ· = ΑΖ*, τό δέ τετράγωνον τής χορδής ΑΖ Ιχει 
λόγον πρός τό τετράγωνον τής διαμέτρου ΑΔ, 8ν καί ή προβολή 
ΑΕ τής χορδής αύτής πρός όλόκληρον τήν διάμετρον. Επομένως 

ΑΒ 5 =-|-ΑΔ’ 

καί διά διαιρέσεως τής σχέσεως αύτής διά τής γνωστής 

ΑΒ . ΑΓ = ΑΔ 3 , 
εύρίσκομεν τήν ζητουμένην 

ΑΒ_ _ _2_ 

'ΑΓ ~ 5 ' 
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Παρατηρήσεις. 1) Δευτέραν λύσιν του προβλήματος παρέχει ή 
τέμνουσα ΑΒΤ', ΐση πρός τήν πρώτην. 

2) Ή διά τής χρήσεως τών γεωμετρικών τόπων λύσις εΤναι κατά 
πολύ άπλουστέρα, άπό άπόψεως άποδείζεως καί κατασκευής. 

Πρόβλημα 446—II 

1416 . Δίδονται γωνία ΡνΖ καί περιφέρεια. Ζητείται νά όχθη ευθεία 
ΜΡΝ. κάθετος έπί μίαν των πλευρών, Ρν, 
τής γωνίας και τοιαύτη, ώστε τό τμήμα 
αυτής, τό περιεχόμενον μεταξύ τής περιφέ¬ 
ρειας και τής Ρ>', νά. είναι τό ήμισυ τοϋ 
περιεχομένου μεταξύ τής Ρ>’ και ζγ. 

Φέρομεν τυχοΟσαν κάθετον ΔΓΒ έπί 
τήν Ρν καί έπί ταύτης λαμβάνομεν & 

ΒΓ =-1-ΓΔ. 

Ή -εύθεΐα νΜ'ΒΜ καθορίζει τάς 
δύο έν γένει λύσεις του προβλήματος. Σ * 89Λ · 

Επειδή: 

ΜΡ = -1ρΝ, Μ'Ρ'=-Ι-Ρ'Ν'. 

Πρόβλημα 445-III 

1417α Ζητήματα Ανάλογα. Ό λόγος τυχών και ή ΜΝ 

παράλληλος πρός δοθεΐσαν διεύθυνσιν. 

Πρόβλημα 446 

1418· Δίδονται περιφέρεια και χορδή αυτής ΑΒ. Νά όρισθή έπί τής 
περίφερείας σημεΐον Γ διά τό όποιον 
αΐ αποστάσεις ΓΑ, ΓΒ νά έχουν λόγον 
μ 

δοθεντα — « 
ν 

Ια Λνοις. Μεΰοδοι, § 42. 

2η Λνοις. Χρήαις των γεωμ. τόπων . 

ΠροσδιορΙζομεν δύο συζυγή άρμο- 
νικά σημεία Μ, Ν τών Α καί Β, είς 
τρόπον, ώστε 

ΜΑ _ ΝΑ 
ΜΒ ~~ ΝΒ ν ' 

ΊΗ περιφέρεια μέ διάμετρον ΜΝ τέμνει τήν δοθεΐσαν κατά ση¬ 
μεία Γ καί Γ\ άπαντώντα είς τό πρόβλημα. 

3η Λνοις. (Ροηοείβΐ, ΑρρΙχοαΙχοηχ ά’ΑηαΙυκ βί άε βέοηιέΐνίε, τό¬ 
μος Π, σ. 280). 

ΓΑ μ 

"Εστω = — καί ΓΤ ή έψαπτομένη τής δοθείσης περιψε- 
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ρείας είς τό Γ. Τά τρίγωνα ΑΓΤ καί ΤΓΒ είναι όμοια, ώς Εχοντα 
τήν γωνίαν είς Τ κοινήν καί τήν γων. ΒΓΤ = ΒΑΓ. "Αρα 

ΑΓ __ ΓΤ ΑΓ _ ΑΤ 

ΓΒ ΒΤ ΒΓ ~~ ΓΤ * 

Διά πολλαπλασιασμού κατά μέλη τών Ισοτήτων τούτων, 
λοιφής τοΟ κοινοΟ όρου ΓΤ καί άντικαταστάσεων τοΟ λόγου 

διά τοΟ , εύρίσκομεν διαδοχικές 

ΑΤ _ μ β ΑΤ-ΒΤ_ ΑΒ _ μ»— ν» 

ΒΤ "ν 1 ’ ΒΤ ~~ ΒΤ ~ ν 3 

Τό τμήμα ΒΤ κατασκευάζεται ευκόλως, ώς Εχον λόγον 
γνωστόν άλλο τμήμα ΑΒ, ίσον πρός τόν λόγον 60ο δοθέντων τε¬ 
τραγώνων. *Εξ αύτοΟ όρίζονται τά σημεία Γ καί Γ'. 

Πρόβλημα 446—1 


άπα- 

ΑΓ 

ΒΓ 


πρός 


14ι9 . Έπί διαμέτρου ΑΒ δοθβίσης πβριφβρείας δίδεται σημεΐον Α. 
Ζητείται νά εύρβθή έπί τής πβρίφβρείας ταύτης σημβίον Γ, τοιοΰτον, 

ώστε ό λόγος των άποστάσβών του από των Α καί Β νά είναι δοθείς 

Νά διερευνηθή τό πρόβλημα. 


Όρίζομεν κατά πρώτον 



τήν περιφέρειαν - τόπον τών σημείων 
τών όποίων αί άποστάσεις άπό τών 

Α καί Β νά Εχουν λόγον -ΰ-. Αυτή 

είναι ή Εχουσα διάμετρον ΜΝ, όπου 
Μ καί Ν τά συζυγή τών Α καί Β 
σημεία κλπ. 

Τά κοινά σημεία τής περιφέρειας 
ταύτης καί τής δοθείσης είναι τά 
ζητούμενα σημεία Γ. Επειδή θά 
είναι 

ΓΑ 

πΓ ~~ ν * 


ΛνρΒννηοις. α) Ή χρήσις τοΟ ώς άνω γεωμετρικού τόπου είναι 
φανερόν ότι,λύει τό πρόβλημα καί είς τήν περίπτωσιν καθ' ήν ή 
δοθεισα περιφέρεια είναι τυχοΟσά καμπύλη. 

β) Ώς είδομεν ύπάρχουν δύο λύσεις τοΟ προβλήματος, αί Γ καί 
Γ', συαμετρικαί πρός τήν ΗΜΝ εύθείαν. 

γ) ι Ράν μ> ν, ύπάρχουν πάντοτε δύο λύσεις, άφοΟ τό σημεϊον 
Μ θά εύρίσκετσι μεταξύ τών Α καί Β καί τό Ν έκτός τής περι- 
φερείας. 

δ) Έάν μ<ν, ό λόγος < 1 βέν πρέπει νά κατέλθη κάτω 

μιάς ώρισμένης έλσχιστής πμής' έπβιδή ή διάμετρος ΜΝ δέν πρέπει 
νά είναι Εσωτερικόν τμήμα τής ΗΒ. 

*Η έλαχίστη αυτή τιμή είναι ό λόγος καί ή άντίστοιχος 
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περιφέρεια (ΜΝ) ή (έστιγμένη) ΗΑΘ. Τά σημεία Γ, Γ' συμπίπτουν 
τότε πρός τό σημείον Η. 

ε) Τά σημεία Α, Β δύνανται νά βχουν, γενικώτερον, τνχονααν 
δέαιν Ιηϊ τοϋ έηιπέδον τής δο&ίίσης τιβριφερβίας. Τό πρόβλημα τότε θά 

ϊχη δύο, μίαν ή καμμίαν λύσιν, έάν ή περιφέρεια ^Α, Β, 

τέμνη, έφάπτεται ή δέν Ιχη κοινά σημεία μετά της δοθείσης (ΗΒ). 


Πρόβλημα 447 


1420 ♦ Δο^ένχος τριγώνου, νά άχθζ είς ιό έπίπεδον αΰτοϋ ευθεία, 
τοιαύτη, ώστε αΐ αποστάσεις άη αυτής των κορυφών τοϋ τριγώνου νά 
είναι άναλογοι δσθέντων μηκών λ, μ καί ν. (ΟιπΙπιίη). 


1η Ανσις . ΎποΘέσωμεν δτι: 


ΑΛ _ ΒΜ _ ΓΝ 
λ μ ν 

Τά όμοια τρίγωνα ΔΑΛ, ΔΒΜ δί 
δουν τήν άναλογίαν 

ΔΒ __ ΒΜ __ μ 
ΔΑ “ ΑΛ ~~ λ 


έζ ης 

ή 


ΔΒ - ΔΑ _ ΑΒ __ μ-λ 
ΔΑ ““ ΔΑ — λ 

ΔΑ = —^γ- ΑΒ 
μ-λ 


Η 



Όμοίως, έκ τών τριγώνων ΕΝΓ, ΕΜΒ, 


ΕΒ ΒΜ _ μ ΕΒ —ΕΓ_ ΓΒ __ μ—ν 
ΕΓ ~ ΤΪΓ "ν’ ΕΓ ~ ΕΓ ν 


καί ΕΓ = —— . ΒΓ. 

μ- ν 

Δυνάμεθα, έπομένως, νά κατασκευάσωμεν τά μήκη ΔΑ καί ΕΓ 
καί νά όρίσωμεν τήν ζητουμένην εύθειαν ΔΕ. 

Παραχήρηοις. Έάν ή ζητουμένη εύθεία πρέπει νά τέμνη τό τρί¬ 
γωνον, ώς ή Δ'Ν', άναλόγως έργαζόμενοι εύρίσκομεν; 

Δ'Β ΒΜ' Δ'Β + ΔΆ ΑΒ λ+μ ΑΑ , Αη λ 
ΔΆ ΑΛ' ΔΆ ΔΆ ~ λ 1 ΑΔ - ΛΒ · χ+μ ' 

Επίσης. ΓΕ'= ΓΒ . -4— κλπ. 

μ+ν 

Τό πρόβλημα λύεται καί κατά γενικώτερον τρόπον ώς έξής: 

1420α . 2α Λνοις. Μέ κέντρα Α, Β καί άκτΐνας άναλόγους, 
άντιστοίχως, τών λ καί μ, γράφομεν περιφερείας, τών όποιων Εστω 
Λ τό έζωτερικόν κέντρον όμοιότητος καί Λ' τό έσωτερικόν. € Ως 
γνωστόν (§.1257), άπό πάσης εόθείας, άγομένης διά τών Λ ή Λ\ 

αί άποστάσεις τών Α καί Β θά εύρίσκωνται κατά λόγον —, ό δε 
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όοιομός των ονζυγών, ποο; τά Α και Β σημείων Λ, Λ' ίζαρτάιαι μόνον 
' . . - λ 

ί>; του λογον —- · 

μ 

Άναλόγως έργαζόμενοι διά τά σημεία Β, Γ καί Γ, Α, όρίζομεν 
τά συζυγή αύτών Μ, Μ' καί Ν, Ν' άναφορικώς πρός τούς δοθέν- 
α ν 

τας λόγους -Ε- καί — , άντιστοίχως. 

Κατά τό θεώρημα του Ό’ΑΙβηιΙκΜ (§ 1260), τά Εξ ταΟτα κέντρα 
όμοιότητος όρίζουν τέσσαρας ευθείας ΛΜΝ, ΛΜ'Ν', Λ'ΜΝ', 
Λ'Μ'Ν, ίκάοτη ό'ε τον των άπαντα είς τό πρόβλημα τής § 1420. 

Υπάρχουν, έπομένως, τέσσαρες, έν γένει, λύσεις αύτοϋ καί έξ 
αυτών μόνον ή ΛΜΝ είναι έξωτερική τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, 

Ση μείωσις. Τό άνωτέρω πρόβλημα παρελήφθη έκ τών Εχενοίοα 
άβ Οέοηχέίνίβ του Οιιίΐιπίη (Βιβλίον ΠΙ, η° 82). 

Πρόβλημα 448 


1421 . Δίδονται περιφέρεια, δύο σημεία Α, Β έπ* αυτής και σταθερά 
χορδή ΕΖ. Νά δρισθή επί τής περίφερείας σημείον Γ, τοιοΰτον, ώστε 
αί χορδαί ΓΑ, ΓΒ νά όρίζουν επί τής ΕΖ καί άπό τού μέσου της Ο 
τμήματα ΟΜ, ΟΝ εχοντα λόγον δοθέντα. 

{Μέ&οδα, § 275). 

Πρόβλημα 449 


1422 . Δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, ζητείται νά εύρεθοΰν διευθύνσεις 
κατάλληλοι (ε) καί (η), τοιαΰται, ώστε αί, έκ τού τυχόντος σημείου Ο 
τής βάσεώς του ΒΓ, άγόμεναι παράλληλοι πρός αύτάς καί περατούμβ* 
ναι είς τάς πλευράς, νά έχουν άθροισμα Ο Μ + ΟΝ = λ, δοθέν μήκος. 

( Μέ&οδοι, § 44). 

Πρόβλημα 450 


1423 . Έκ σημείου Λ έπί τής βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ, νά άχθη 


ν 



εύθεϊα ΛΜΝ, όρίζουσα έπί τών 
άλλων πλευρών τού τριγώνου 
τμήματα ΑΜ, ΒΝ ίσα. 

Τό Θεώρημα τοϋ Μενελάο,υ 
δίδει τήν Ισότητα 

ΑΜ ΓΝ ΒΛ __ 1 
ΓΜ * ΒΝ * ΑΛ 7 

Επειδή ΑΜ=ΒΝ, ή σχέ- 
σις αϋτη γράφεται καί 

ΓΝ ΑΛ 
ΓΜ ~~ ΒΛ 


Επειδή ό λόγος ^ εΤναι ώρισμένος, άρκεΐ νά εϋρωμεν έπί τής 

ΓΒ σημείον Ο τοιοΟτον, ώστε καί νά φέρωμεν διά 

τοΟ Λ τήν παράλληλον πρός ΑΟ εύθεΐαν ΛΜΝ. 
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Πρόβλημα 450—1 


1423. Δίδονται δύο βύ&βϊαι ΑΧ, ΒΥ. Ν' άχθή τρίτη ΜΝ, τοιαύτη, 

ώο« ^-=-£-(Σχ. 903) καί .1) ή 

διεύθυνσίς της νά είναι παράλληλος 
πρός δοΟεΐσαν διβύθιησιν ΓΖ, η 2) τό 
τμήμα αυτής ΜΝ νά είναι Ισον πρός 
δοθέν μήκος λ. 

*Έστω τό πρόβλημα λελυμένον 
καί ΜΝ παράλληλος πρός τήν ΓΖ ή 

ΜΝ = λ καί = — . Φέροντες 

Ο Γΐ V 

τάς παραλλήλους ΝΚ πρός τήν ΑΜ 
καί Ακ πρός χήν ΜΝ, παρατηροΟ- 
μεν ότι ή λύσις τοΟ προβλήματος 
άνάγεται είς τόν προσδιορισμόν τοΟ 
σημείου Κ. 

Πρός τοΟτο, λαμβάνομεν μήκος ΒΔ τυχόν, διά του Δ φέρομεν 
παράλληλον πρός τήν ΑΧ καί έπΐ ταύτης όρίζομεν μήκος ΔΕ είς 

τρόπον, ώστε νά είναι . Έάν φέρωμεν τήν εύθεΐαν 

ΒΕΘ καί 

ί) Διά του Α όγάγωμεν εύθεΐαν παράλληλον πρός τήν δοθει- 
σαν ΓΖ, ή τομή αύτής μετά τής Βθ καθορίζει τό σημεϊον Κ. Ή 
έκ τοΟ Κ παράλληλος πρός τήν ΕΔ τέμνει τήν ΒΥ είς τό σημεϊον 
Ν, έζ ο6 ή παράλληλος πρός τήν ΓΖ όρίζει τήν εύθεΐαν ΝΜ κατά 
τό πρώτον συμπληρωματικόν έπίταγμα. 

2) Μέ κέντρον Α καί άκτΐνα λ νράφωμεν περιφέρειαν* ή τομή 
αύτής μετά τής Βθ καθορίζει πάλιν τό δημεΐον Κ, άρα καί τήν 
ΜΝ, κατά τήν ΙδΙαιν κατασκευήν, πληρούσαν τό δεύτερον έπίταγμα. 

1423β. Παρατηρήσεις . 1) Υποτίθεται 6τι αί φοραί τών τμημάτων 
ΑΜ, ΒΝ έπί τών ΑΧ καί ΒΥ είναι δοθεϊσαι. "Αλλως, είναι φα¬ 
νερόν δτι τό πρόβλημα 1) θά 6χη τέσσαρας λύσεις. 

2) Έάν όρισθοΟν αί φοραί αύται, τό πρόβλημά 2) έπιδέχεται 
δύο, έν γένει, λύσεις. Μίαν μόνην, έάν ή περιφέρεια (Α, λ) έφά- 
πτεται τής Βθ καί καμ- 
μίαν,έάν ήάπόστασις τοΟ 
Α άπό τής Βθ- είναι με- 
γαλυτέρα τοΟ μήκους λ. 

Πρόβλημα 450—11 

1423γ · Δίδονται δύο εύ- 
Φεΐαι ΑΧ, ΒΥ. Ζητείται νά 
εύρεθή τρίτη, τέμνουσα 
αύτάς είς Μ και Ν καί 
τοιαύτη, ώστε ΜΝ = λ καί 
ΑΜ + ΒΝ = δ, όπου λ, δ 
δοθέντα μήκη. 




Ύποθέτοντες τό πρό* 
βλήμα λελυμένον, όοηγούμεθα 


είς τήν άκόλουθον κατασκευήν : 
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Λαμβάνομεν ΓΕ = ΓΑ, ΓΔ = ΓΒ, ΓΖ -= ΓΝ καί έπομένως 
ΔΖ=ΒΝ. Τό άθροισμα δ τών τμημάτων τών ΑΜ καί ΒΝ είναι 
ϊσον πρός τό ΑΜ + ΔΖ. Είναι, κατά συνέπειαν, γνωστόν τό αή- 
κος ΖΜ = ΑΔ —δ, τοΟ δέ τριγώνου ΜΖΝ γνωστά ή πλευρά ΜΖ, 
ή γωνίά ΜΖΝ (άφού ή ΖΝ είναι παράλληλος πρός τήν ΕΑ) καί 
ή πλευρά ΜΝ = λ, 

Έάν λοιπόν λάβωμεν ΔΗ = ΑΔ — 8, τό σημεϊον τομής τής ΒΔ 
(παραλλήλου πρός τήν ΕΑ) καί τής πςριφερ€(ας μέ κέντρον Η και 
άκτινα λ, όρίζει τήν τρίτην κορυφήν θ τριγώνου ΔΗΘ, Τσου προ¬ 
φανώς πρός τό ΜΖΝ. Ή έκ τού θ παράλληλος πρός τήν ΑΧ 
όρίζει τό σημεϊον Ν καί ή έξ αύτου παράλληλος πρός τήν ΘΗ τό 
σημεϊον Μ. 

Πρόβλημα 461 

1424 . Δίδονται περιφέρεια (Ο), διάμετρος ΑΒ αυτής και ευθεία χ γ*. 

Ζητείται νά άχθή χορδή τής περιφε 
ρείας, παράλληλος τής χγ καί τοιαύτη 
ώστε ή προβολή αυτής έπί τήν ΑΒ να 
εχη μήκος δοθέν λ. 

ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα λελυ- 
λυμένον καί ΖΗ = λ. 

Διά τοΟ μέσου Δ τής χορδής άς 
φέρω μεν τήν ΙΚ, ΐσην καί παράλλη¬ 
λον πρός τήν ΖΗ. Διά μιάς παραί- 
λήλου μεταφοράς άγόμεθα άμέσως εις 
τήν άκόλουθον λύσιν : 

Φέρομεν εύθεΐαν ΟΔΔ' κάθετον 
έπί τήν χν καί έπί τής έκ τοΟ Δ" 
παραλλήλου πρός τήν ΑΒ λαμβάνο¬ 
μεν μήκη 

Δ'Γ = Δ'Κ' = . 

Έκ τών Γ καί Κ' φέρομεν τάς καθέτους ΓΓ', ΚΈ' έπί τό τμήμα 
ΓΚ'· θά έχωμεν ΔΤ' = ΔΈ' καί αί κάθετοι είς Γ* καί Ε' έπί τήν 
χν όρίζουν τά σημεία Γ καί Ε έπί τής περίφερείας (Ο). 

Πρόβλημα 461—1 

1424 α* Δ ιά δοθ εντός σημείου Ρ νά άχθη τέμνουσα ΡΑΒ περιφέ¬ 
ρειας (Ο) τοιαύτη, ώστε ή προβολή τής χορδής ΑΒ έπί τής διά τοΰ Ρ 
διαμέτρου νά έχη δοθέν μήκος Α'Β' = λ. 

Διά τήν λύσιν τού προβλήματος τούτου, δυνάμεθα νά θεωρή- 
σωμεν τήν πολικήν τοΟ σημείου Ρ πρός τήν δοθεϊσαν περιφέρειαν. 
Βλ. σχετικώς Οιΐέβίιοηε άε θόοτηέίτίβ τοΟ Όβεδονββ, 2α ίκδ., σ. 344 
ή I. ά. Μ 1899, σ. 165, η° 1412. 

Πρόβλημα 462 

1426 . Δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, ζητείται νά άχθή διά τής κορυφής 
Γ ευθεία, αί προβολαί έπί τής δποίας τών πλευρών ΓΒ καί ΓΑ νά 
έχουν άθροισμα δοθέν μήκος λ. 

Νά διερευνηθή τό πρόβλημα (Ο. Ο., Ν, Α., 1864, σ. ?13). 
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"Εστω ΓΕ ή ζητουαένη εύθεϊα, ΑΜ, ΒΝ κάθετοι έπί τήν ΓΕ καί 
ΓΜ-|-ΓΝ = λ. Επειδή εύθεΐαι Τσάι καί παράλληλοι Ιχουν προ- 
βολάς Τοας έπί τής αύτής εύ- 
θείας, ή προβολή τής διαγώ¬ 
νιου ΓΔ τοΟ παραλληλογράμ¬ 
μου ΑΓΒΔ έπί. τήν εύθεϊαν 
ΓΕ θά έχη προφανώς μήκος 
λ, ή δέ προβολή έπ' αύτής 
τής κορυφής Δ αύτοΟ θά ευ- 
ρίσκεται έπί τής περιφέρειας * 

μέ διάμετρον ΓΔ. / 

*Εστω Ε τομή τής περιφέ¬ 
ρειας αύτής καί τής μέ κέν- 
τρον Γ καί άκτΐνα λ. Επειδή 
ΓΜ = ΝΕ, ώς προβολαΐ τών 
Ισων καί παραλλήλων εύθειών 
ΓΑ καί ΒΔ, θά εΤναι 

ΓΜ + ΓΝ = ΓΕ=λ. 

καί, έπομένως, ή εύθεϊα ΓΕ Σϊ * ΘΟΛ 

εΤναι ή ζητουμένη (ε). 

Τό σημεΐον Ε' δίδει τήν δευτέραν λύοιν. 

ΑΙ προβολαι τών πλευρών έπί τής εύθείας (ε) δύνανται νά εύ- 
ρίσκωνται έκατέρωθεν τής κορυφής Γ. Λ. χ. 

ΡΓ + ΓΠ = λ. 

Καθ' όμοιο ν πρός τόν προηγούμενου συλλογισμόν, άγόμεθα 
είς τήν θεώρησιν τοΟ παραλληλογράμμου ΓΑΒΖ, είς τήν γραφήν 
τής περιφέρειας μέ διάμετρον ΓΖ καί είς τάς τομάς αύτής θ καί 
θ' μέ τά τής (Γ, λ) ( β4 ). θά έχωμεν πάλιν 

ΡΠ = Γθ = λ, 

άφοΟ ΡΓ = Πθ. 

Διερεννηοις. "Εστω ΑΒ<ΓΔ. 

1) Διά λ<ΑΒ<ΓΔ, ύπάρ^ουν τέσσαρες λύσεις, αΐ διδόμεναι 
ύπό τών σημείων θ. Η, θ', Η . 

2) Διά λ = ΑΒ <ΓΔ, ύπάρχουν τρεις λύσεις, έπειδή ή περιφέ¬ 
ρεια (Γ, λ) έφάπτεται τής μέ διάμετρον ΓΖ. 

3) ΑΒ <λ <ΓΔ : Δύο λύσεις, έπειδή ή (Γ, λ) καί ή (ΓΖ) δέν 
Εχουν κοινά σημεία. 

4) λ=ΓΔ: Μία λύσις. 

5) λ > ΓΔ : Ούδεμία λύσις. 

Πρόβλημα 433 

1426. Διά σημείου Ο είς τό εσωτερικόν γωνίας ΒΑΓ, νά άχθή ευ¬ 
θεία ΒΟΓ περατουμένη είς τάς πλευράς τής γωνίας και τοιαύτη ώστε 
ΟΒ . ΟΓ = 1ι\ δοθέν τετράγωνον. 

Ή χρήσις τών γεωμετρικών τόπων δίδει τήν άπλουστέραν λύ- 
σιν (Με&οδοι, § 97)· κατωτέρω δίδομεν μίαν άλλην, άλλ' όλιγώτε- 
ρον άπλήν τής γενικής. 


84. Σημ. μ β τ. Διά τήν σαφήνειαν και οικονομίαν τοΰ σχήματος 
έλήφθη ΓΒ > ΓΘ, μολονότι τά μήκη αδτά βϊναι ίσα πρός λ άμφότερα. 

Γεωμετρία 44 
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"Εστω ΒΟΓ ή ζητουμένη ευθεία, ΑΟΔ καί ΓΔ χορδαί τής πε- 

ριψερείας (ΑΒΓ). Επειδή 

ΟΑ.ΟΔ = ΟΒ.ΟΓ = 1Λ 

δυνάμέθα νά όπολογίσωμεν 
τό μήκος Ο Δ, άφοΟ εΤναι 
γνωστόν τό ΟΑ : 

ΑΟ _ λ 
1τ ΟΔ 

Καί έπειδή, προσέτι, ή γνω¬ 
στή γωνία μ τών εύθειών ΑΒ 
καί ΑΟ είναι Τση πρός τήν 
ΟΓΔ = ν, τό σημεΐον Γ θά 
εύρίσκεται έπΐ τής ευθείας ΑΓ 
καί τοΟ τόξου, τοΟ διερχομένου διά των Ο, Δ και δεχομένου γω¬ 
νίαν ν = μ. 

Ή εύθεϊα ΓΟΔ είναι τότε τελείως ώρισμένη. 



Σχ. 907. 


Πρόβλημα 453-1 


1427 . Δια του ένός των κοινών 



σημείων δύο τεμνομένων περιφε¬ 
ρειών (Α) καί (Β) γ νά άχθή τέ- 
μνουσα αυτών τοιαύτη, ώστε τό 
γινόμενον των έπ’ αυτής χορδών 
νά είναι ίσον πρός δοΦέν τετρά¬ 
γωνον. 

Δυνάμεθα νά άνατρέξωμεν 
είς τους γεωμετρικούς τόπους. 
(Μέ&οόοι, § 97). 

Έπί τής διαμέτρου ΘΑΓ 
λαμβάνομεν μήκος ΘΕ, ώστε 
ΓΘ.ΓΕ = ^* καί φέρομεν εύ- 
θεϊαν είς τό Ε κάθετον έπί 
τήν ΘΓΕ. Ή τομή Ν αύτής 
καί τής (Β) όρίζει τήν ζητου- 
μένην τέμνουσαν ΝΓΜ. 


Πρόβλημα 463-11 



Σχ, 909. 


1427 α« Δίδονται περιφέρεια 
(Ο) και δύο σημεία αύτής Α καί 
Β. Νά άχθή έφαπτομένη τής πε· 
ριφερείας τοιαύτη, ώστε αΐ Απο¬ 
στάσεις των Α καί Β άπ* αύτής 
νά Ιχουν γινόμενον δοθέν 1ε*. 
(ΜμΙΗβΗ*, 1692, ο. 238). 

Αϊ παράλληλοι πρός τήν 
ΑΒ καί είς άπόστασιν άπ* αύ¬ 
τής Ιο, όρίζουν τά σημεία έπα- 
Φής τών ζητουμένων έψαπτο- 
μένων. 


Πράγματι, έστω Γ Εν έκ τών σημείων τούτων, Α', Β' αί προ- 
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βολαΐ τών Α, Β Επί τής Εφαπτομένης είς τό Γ καί Γ' ή προβολή 
τοΟ Γ έπΐ τήν ΑΒ. Έκ τών όμοιων πρός άλληλα τριγώνων ΔΑΑ', 
ΔΒΒ\ ΔΓΓ’, εύρίσκομεν τάς Αναλογίας 

ΔΑ _ ΔΓ ΔΒ __ ΔΓ 

ΑΑ 7_ 7Τ Τ '' ΒΒ’ “ ΓΓ ' 


Άρα, 


ΑΑ' = ΓΓ'. 


ΔΑ 

"δΓ’ 


ΒΒ' = ΓΓ'. 


ΔΒ 

ΔΓ’ 


καί έπομένως 


ΑΑ'.ΒΒ' = ΓΓ'». 


ΔΑ . ΔΒ 
ΔΓ» 


ΓΓ'», 


άφοΟ 


ΔΓ» = ΔΒ . ΔΑ. 


Πρόβλημα 454 

1426 , Νά διαιρεθώ δοθεϊσα εύθεΐα ΑΒ είς δύο τμήματα, των όποιων 
τό άθροισμα των τετραγώνων νά είναι δο* 
θέν τετράγωνον α». 

•Έστω ΑΖ·+ΒΖ» = α». 

Έάν έπΐ τής καθέτου έπΐ τήν ΑΒ 
είς τδ σημεΐον διαιρέσεως Ζ ύψώσωμεν 
κάθετον καί Επί ταύτης λάβωμεν μήκος 
ΖΔ = ΖΒ, τό μήκος ΑΔ θά είναι ΐοον 
πρός α. ΈντεΟθεν ή Ακόλουθος κα¬ 
τασκευή. 

Κατασκευάζομεν τρίγωνον ισοσκε¬ 
λές όρθογώνιον ΑΒΓ και μέ κέντρσν Α 
καί άκτΐνα α γράψομε** περιφέρειαν, 
τέμνουσαν τήν ύποτείνουσαν ΒΓ είς Δ 
καί Ε. Α1 προβολαί τών σημείων τού¬ 
των έπί τήν ΑΒ είναι τά δύο, έν γένει, ζητούμενα σημεία διαιρέ - 
σεως. Πράγματι, 

Αθ· + ΘΕ» = Αθ 3 + ΘΒ» = α». 

Οιαίίαβ ΡείβΓδεη, ΜέΙΗοάβ* εί ίΗέον ιββ, σ, 10). 

Αωρβύνησις. Υπάρχουν δύο, έν γένει, λύσεις. *Η έλαχίστη τιμή 
τοΟ α εΤναι τό μήκος ΑΛ, κάθετος άπόστασις τοΟ Α άπό τής ΓΒ· 
έπειβή τότε ή περιφέρεια (Α, α) έφάπτεται τής ΒΓ καί εΤναι 

ΑΛ* = 2 . ΑΟ* = -γ ΑΒ·. 

_ 

Έάν α < = ΑΟ V 2, δέν ύπάρχει λύσις. 

Διά α = ΑΒ, έν τών τμημάτων μηδενίζεται καί τό' άλλο εΤναι 
αύτό τοΟτο τό τμήμα ΑΒ. Διά δέ α> ΑΒ, τά σημεία διαιρέσεως 
Ζ\ θ’ είναι Εξωτερικά τοΟ τμήματος ΑΒ: 

ΖΆ» + Ζ'Β» = θλ»4·θ'Β*= ΕΆ» = ΔΆ» = α*. 
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Πρόβλημα 455 

1429. Νά διαιρεθή όοθεΧαα βνθεΐα ΑΒ είς δύο τμήματα, των όποιων 
ή διαφορά των τετραγώνων νά είναι δοθέν τετράγωνον α’. 

"Εστω ΒΖ 3 —ΑΖ 3 = α 3 , 

Διά τυχόν σηαεϊον Δ τής καθέτου 
ΖΔ 4πΙ τήν ΑΒ, θά είναι 

ΒΔ· — ΑΔ* - ΒΖ 3 — ΑΖ 3 = α 3 . 
'ΈντεΟθεν: 

* ΥψοΟμεν κάθετον ΑΓ = α έπί τήν 
ΑΒ καί μέ κέντρον Β καί άκτΐνα ΒΓ 
γράφομεν περιφέρειαν. Τά κοινά ση¬ 
μεία αύτής καί τής μέ κέντρον Α καί 
άκτΐνα ΑΒ όρίζουν εύθεΐαν ΔΕ Κ τίμ- 
νουσαν τήν ΑΒ είς τό σημεΐον διαιρέ- 
σεως Ζ. 

ΔΓ έναλλαγής τών άκτίνων τών πε¬ 
ριφερειών τούτων, εύρίσκομεν καί τήν 
Δ'ΘΕ' εύθεΐαν, συμμετρικήν τής πρώ¬ 
της πρός τό μέσον Ο τής ΑΒ. 

Αιβρεννηςις. 1) Ή διαφορά δύναται νά είναι μηδέν, όπότε 
ΖΞΘΞΟ. 

2) Υπάρχουν έν γένει δύο λύσεις Ζ, θ. 

3) Έάν α = ΑΒ, τά Α καί Β σημεία άπαντοΟν είς τό πρόβλημα, 
άφοΟ £ν τών τμημάτων θά είναι μηδέν. 

4) Διά α> ΑΒ, τά σημεία διαψέσεως είναι έξωτερικά τής εύ- 
θείας ΑΒ. 

Πρόβλημα 455—1 

1430 . Έπί τών πλευρών τυχουσης γωνίας Ο, λαμβάνομεν μήκος Οϋ 

ίσον πρός τήν μονάδα τών μηκών, 
καί άλλο ΟΑ τυχόν α. Φέρομεν τήν 
ευθείαν υΑ καί ακολούθως κατα- 
σχευάζομεν τάς γωνίας 

ΟΑΒ = ΟΒΓ = ΟΓΔ 

πάσας ϊσας πρός τήν ΟυΑ. Ζη¬ 
τείται όπως έκφρασθοΟν τά μήκη 
ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ, ΟΕ... συναρτήσει 
τοΟ άριθμοΰ α. 

"Ας παραστήσωμεν διά τών υ, α, β, ν, δ, ε... τά μήκη Ου, 
ΟΑ, ΟΒ κλπ. Έκ κατασκευής, αΐ υΑ, ΒΓ, ΔΕ... είναι παράλ¬ 
ληλοι πρός άλλήλας, ώς καί ΑΒ, ΓΔ ... , τά δέ τρίγωνα ΟυΑ, 
ΟΑΒ, ΟΒΓ, ΟΓΔ... πάντα όμοια πρός άλληλα. Διά συγκρίσεως 
έκάστου τών τριγώνων τούτων πρός τό έπόμενόν του, εύκόλως 
καταλήγομεν είς τήν σχέσιν: 

Ου _ ΟΑ _ ^ _ ΟΓ^ _ ΟΔ_ 

ΟΑ"-“θΒ·- ΟΓ — ΟΔ ~ ΟΕ ··’ 

υ α β γ _ δ 

α~ β” γ δ ~ 6 




ϊχ. 311 


ή τήν 


• · , 
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Έκ τής τελευταίας* ταύτης λαμβάνομεν διαδοχικώς 


ιιβ = α*, ή, άψου 

β 

II 

β — α>. 

-< 

II 

■σ» 

*» 

II 

Ρ 

ή 

Υ = α·, 

βδ = γ» = α" 

ή 

δ = α 4 , 

Υε = δ* = α" 

ή 

η 

II 

Ρ 

ο. 


καί οϋτω καθεξής. 

ΣημχΙωσις. Σχετικώς βλέπε ^αφόρα άρθρα είς /. Μ. Κ., καί 
Ιδιαιτέρως τοϋ 1893, σ. 246, ύπά Ο. ΠαΓ^οη». 


Αναζήτησές άριφμηχικών σχέσεων 


Πρόβλημα 466 


1431, Διά τής κορυφής Α παραλληλογράμμου ΑΘΓΔ φέρομεν ευ¬ 
θείαν ΑΜΝ, τέμνουσαν τάς ΓΒ, ΓΔ είς Μ 
καί Ν άντιστοίχως. Ποία ή σχέσις ή συν* 
δέουσα τά μήκη ΒΜ, ΔΝ πρός τάς πλευράς 
τοΰ παραλληλογράμμου; 

Έστωσαν ΑΒ = ΓΔ = α, ΑΔ = ΒΓ—β. 

Έκ τών όμοίων τριγώνων ΑΒΜ, ΝΔΑ 
εύρίακομεν 


ΒΜ 


β 

ΔΝ 



ή ΒΜ . ΔΝ = αβ, (1) 

ήτις εΐναι ή ζητουμένη σχέσις. 

1432 . 77αρα*/)ρι/σ<ς. Τά σημεία Μ, Ν γράφουν έπΐ,τών πλευρών 
τής γωνίας Γ Αμογραφιχάς σημειοσειράς (§ 1298 α), 


Πρόβλημα 466-1 

1433 . Είς τό ίδιον πρόβλημα, νά εύρεθΰ σχέσις μεταξύ των 
ΓΜ, ΓΝ. 

Έχομεν, 

ΒΜ = ΓΜ - β, ΔΝ = ΓΝ —α. 
καί δΓ άντικαταστάσεως είς τήν (1) εύρίακομεν 

(ΓΜ - β) (ΓΝ - α) = ΓΜ . ΓΝ - αΓΜ - βΓΝ + αβ = αβ, 
ή ΓΜ.ΓΝ=αΓΜ + βΓΝ. (2) 

Πρόβλημα 466—11 

1434 » Είς τό Τδιον έπίσης πρόβλημα, νά εύρεθ^ σχέσις μεταξύ 
των ΓΜ, ΓΝ, δταν ιό σημεϊον Α εύρίσχεται έπί τής διχοτόμου τής 
γωνίας Γ. 



ΕΙς τήν περίπτωσιν αυτήν, τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι ρόμβος καί 
α = β. Ό τύπος (2) γίνεται * 

ΓΜ,ΓΝ = α(ΓΜ + ΓΝ). 

* -! ' ■ ' 


ΓΜ 


Τν 


1433· Σημιίωσις. Ό Μαοίαιιτιη ώνόμασε μέοην αρμονικήν δοθει- 
οών ποσοτήτων, τήν ποσότητα :ης όποιας τό Αντίστροφον είναι ή 
μέση Αριθμητική τών Αντιστρόφων τών ν ποσοτήτων, Τό μήκος α 
λ.χ. είναι ή μέση Αριθμητική τών ΓΜ καί ΓΝ. 

*0> Ροηοβίβί είς τό Τναϋέ άβ» 'ρνορτϋΐέΛ ρνοΐβοΐίνβε άββ Πρηνβ» 
αύτοϋ, έπεξέτεινε τήν έννοιαν τής μέοης Αρμονικής καί έφήρμοσε 
αύτήν, δΓ £ν όσονδήποτε πλήθος σημείων έπ' εύθείας γραμμής, είς 
τήν σπουδήν τών άλγββρικών καμπύλων. Βλ. τόμ. II, πρώτον τμήμα . 
ΤΗέοτχε ρέηέταΐβ άε8 ββηίνββ άβ ηιονεηηβΒ Ηαηηοηίημββ (σ. 1 έως 50) 

Πρόβλημα 457 

1436. Τήν πλευράν ΑΒ τραπεζίου ΑΒΓΔ διαιροΰμεν ε[ς · δύο μέρη 
ΑΔ, ΔΒ Ανάλογα των μ καί ν μηκών καί 
διά τοΰ σημείου διαιρέσεως φέρομεν ευ¬ 
θείαν ΔΖ παράλληλον πρός τάς βάσεις, 
Νά έκφρασθή τό μήκος τής παραλλήλου 
ταύτης συναρτήσει των μ, ν καί τών βά¬ 
σεων α» β τού τραπεζίου, 

ΤοΟ ζητήματος τούτου έπελήφθημεν 
ήδη ώς θεωρήματος (§ 1200), Ενεκα 
τών Εφαρμογών του. Δύναται όμως νΑ 



τεθή καί ώς πρόβλημα. 

"Εστω ΑΕ — α, ΒΓ = β. 


ΔΖ = δ, 


ΑΔ , _ μ 
ΔΒ “ ν 


ΒΓ 

ΑΒ 

” ΠΓ 

_ 1“ 

μ+ν 

Ζθ 

ΒΔ 

« Ζθ 

V 

ΕΑ 

~~ ΑΒ 

η α 

μ+ν 

Συνεπώς, 


- 6 = 

_ αν + βμ 



μ + ν 


καί Δθ = β .—γ— 
κ μ+ν 

καί Ζθ = α. 


μ+ν 


( 1 ) 


1437· ΙΙαρατηρήοδίς. Π Τό μεταξύ τών διαγωνίων τμήμα ΘΗ 
είναι Τσον πρός ΔΗ — Δθ = ΖΘ — Δθ ή 

ΘΗ = . (2) 

μ + ν 

2) Ή τιμή του τμήματος ΤΣ, διΑ τοΟ κοινοΟ σημείου τών δια- 
γωνίων, λαμβΑνεται £κ τοΟ τύπόυ (1) διά 


τύπος ήδη γνωστός (§ 1199). 


α+β 


( 3 ) 
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Πρόβλημα 467—1 

1488 . Έπί τής προεκτάσεως τής πλευράς ΑΒ τραπεζίου λαμβάνομεν 

. » - . ΑΔ μ 

σημεΐον Δ τοιουτον, ώστε — — — και 

Όϋ V 

έξ αύτοΰ φέρομεν παράλληλον προς τάς 
βάσεις τοΰ τραπεζίου. Νά ύπολογισθρ το 
μήχος τοΰ μεταξύ των δι αγωνίαν τμήμα¬ 
τος ΘΉ. 

Εύρίσκομεν ; 

ΔΗ = -^-. Δθ= Ρμ 


μ —ν 

καί έπομένως 

ΘΗ _ αν + βμ 


μ-ν 


( 4 ) 



μ-ν 

1439 · Παρατηρήσεις. 1) Δθ — ΖΗ' άρα 

ΔΖ = ΔΘ-ΔΗ= Ρμ ^- 
μ-ν 


2) Διά τόν ύπολογισμόν τοΟ μήκους ΙΚ, άρκεϊ νά άντικαταστή- 
σωμεν είς τόν τύπον (4) τά ν καί μ διά τών β καί α άντιστοίχω-:. 

έπειδή -“ζ- = . Λαμβάνομεν 

ΙΚ=-^Γ· (§1199). 
α — ρ 


Πρόβλημα 468 

1440. Νά έκφρασθή τό μήκος τής ευθείας τής ένούσης τά μέσα ιών 
βάσεων τραπεζίου συναρτήσει των τεσσά¬ 
ρων πλευρών αύτοΰ. 

Έστωοαν α, υ τά μήκη τών βάσεων, 
β καί δ τά τών μή παραλλήλων πλευ¬ 
ρών. 

Διά τού μέσου Ν τής ΔΓ ψέρομεν 
παραλλήλους ΝΛ, ΝΟ, πρός τάς μή 
παραλλήλους πλευράς τού τραπεζίου. 

Θά βχωμεν 

ΛΜ = Μ Ο — -ί- (α — γ), 

τό δέ τρίγωνον ΟΝΛ είναι ώρισμένον, άφοϋ αΐ τρεις πλευραί του 
έχουν γνωσιά μήκη. 

Κατά τό Θεώρημα τών διαμέσων, Θά είναι 



2(β» + 6> + αγ)-(α» + γ>) 
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Πρόβλημα 458-1 

1441 * Νά έκφρασΦή ή ΜΝ συναρτήσει ιών α, γ καί ιών μηκών των 
διαγ ωνίων μ, ν. 

Φέροντες διά τοΟ σημείου Ν παραλλήλους πρός τ :ς διαγώνιους, 
σχηματίζομεν τρίγωνον, τοΟ όποίου ή βάσις 6χει μήκος (α-|-γ). 
θά Ιχωμεν δό πάλιν 

Μϊ 4· ν 3 1 

= -_ (α + γ) ,, 

Η ΜΝ* = 2(μ» + ν> ~ α Υ) ~ (« 8 + Υ ; ) 

4 


Πρόβλημα 458—11 


1442 . Είς δοΦεΙσαν 



Σι. 917. 


περιφέρειαν (Ο, α) είναι έγγεγραμμένον τρίγω¬ 
νον Ισοσκελές όρΦογώνιον. Νά έκφρασθή ή 
άκτίς β τής περιφερείας, τής Εφαπτομένης τής 
δοΦείσης καί των Ισων πλευρών τοΰ τριγώνου. 

*Έστωσαν 

ΒΟ—ΑΟ=ΟΖ=α, ΑΔ=ΔΜ=ΜΖ--β. 

Θά είναι 

ΑΕ . ΑΖ = ΑΔ 3 ή (2α — 2β) 2α = β 3 , 
ή β*-(-4αβ = 4α 2 , 

ΑΔτη είναι ή σχέσις έξ ής όρίζεται τό 
μήκος β (§ 29Θ). 


Πρόβλημα 458-III 


1443 . Διά τοΰ ένός των κοινών σημείων δύο περιφερειών φέρομεγ 
κοινήν αυτών τέμνουσαν, Νά εύρεΦή^ σχέσις μεταξύ τών μηκών των 
έπ’ αυτής χορδών, των άκτίνων των περιφερειών καί τής διακέντρου 
αύτών. 

(Βλ. Μέΰοδοι, § 308). 

ΠαριστΟντες τό μήκος τής διακέντρου διά δ, τά μήκη τών χορ¬ 
δών διά χ καί ν καί τά τών άκτίνων διά ρ καί Κ, εύρίσκομεν : 

6» = (χ + ν)* + (ν Κ» — }·» — V ρ» — χ* )». 


Πρόβλημα 459 

1444 . Δίδονται περιφέρεια, δύο σημεία σταΦερά Α καί Β αυτής καί 
χορδή ΕΖ. Έάν συνδέσωμεν τυχόν σημεΐον Γ τής περίφερείας πρός τά 
Α καί Β, αί χορδαί ΓΑ, ΓΒ ορίζουν έπί τής ΕΖ σημεία Μ, Ν καί 
τμήματα έπ* αυτής ΕΜ, ΕΝ, ΝΖ. Ποια ή σχέσις μεταξύ τών μηκών των 
τμημάτων τούτων ; 

(Μέβοδοι, § 326). 
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Πρόβλημα 460 


1446. Νά έκφρασθή τό μήκος τής χορδής 
διαφοράς δύο τόξων περιφέρειας, συναρτήσει 
τής άκτίνος αυτής καί των χορδών των τόξων. 

*Έστωσαν α, β αΐ δοθεΐσαι χορδαί, δ ή 
διάμετρος, μ και ν αΐ χορδαί τοΟ Αθροί¬ 
σματος καί τής διαφοράς τών τόξων. 

Κατ' έφαρμογήν τοΟ θεωρήματος τοΟ 
Πτολεμαίου (§ 1209), εύρίσκομεν 

μδ = α . ΔΓ-|-β . ΔΒ. 

*Ένεκα τών όρθογωνίων τριγώνων ΑΒΔ 
καί ΑΓΔ, είναι 


τοΰ αθροίσματος ή τής 



ΒΔ = V 6* — α» , ΔΓ = V δ* — β ! , 


καί έπομένως 


Όμοίως, 


α V 8» - β» + βΥ 8’ — σ· 

6 

ο V 8* — β* — β V 6» — α» 
6 


Πρόβλημα 461 

1446 . Δύο έξωτερικαί άλλήλων περιφέρειαι έχουν κέντρα Α, Β. 
ακτίνας ρ, ρ' καί διάκεντρον μήκους δ. Συναρτήσει των ρ, ρ' καί δ να 
έκφρασθοΰν αΐ αποστάσεις ΑΟ, ΒΟ έκαστου κέντρου από τοΰ σημείου 
τομής Ο των έξωτερικών κοινών έφαπτομένων, τά μήκη των χορδών 
έπαφής καί αί αποστάσεις έκάστης χορδής άιτό των αντιστοίχων κέντρων. 

Φέρομεν τήν ΒΛ παράλληλον πρός τήν ΓΔ: 


ΑΛ=ρ —ρ', λ = Υδ> — (ρ — ρ'), (ρ>ρ). 

1) Τά δμοια πρός Αλληλα τρίγωνα ΑΟΓ, ΑΒΑ, ΒΟΔ παρέ¬ 
χουν τάς Αναλογίας : 


ΑΟ __ΑΓ 
ΑΒ ~ ΑΑ 

_ΒΟ ΒΔ 
Α 

Έπίοης, 


ΑΒ ~ ΑΛ ^ δ Ρ 

ΒΟ 


-, κο.Ι ΑΟ — . 

ρ-ρ ·Ρ Ρ 

ολ . ου ρ' . ρ δ 

— -Τ-Τ- ή -V— = - και ΒΟ — —-·,. 

ΑΒ ΑΛ δ ρ — ρ ρ — ρ 


( 1 ) 

( 2 ) 


ΓΟ = 


2 ) 


_ρλ_,, δο ^-ρ2ι_ 
ρ-ρ ρ-ρ 

αρ,,ρΙΕ^ρΙ 

ΒΠ = Ρ (Ρ ,~ Ρ’) · 


(3) 


(4) 



698 


ι 

ί 


I 


I 


I 

ί 


3) ΓΡ = ΥαΡ . ΡΟ =^· (5) ΔΠ = . (6) 



4) ΡΠ = ΐ* (?) 

Παρατήρηοις. ΑΙ εύθεϊαι ΓΡ, ΔΠ είναι α! τιολικαί τοΟ έζωτερι- 
κοΟ κέντρου όμοιότητος Ο, αΐ 6έ Γ'Ρ', Δ'Π' αΐ τοΟ έσωτβρικοΟ I 
πρός τάς δυο περιψερείας. 

Πρόβλημα 461—I 

1447 . Τό αυτό ζήτημα, άλλ* έν σχέσει πρός τό έσωτεριχόν. χέντρον 
όμοιότητος I, 8ηλ. τό σημεΐον τομής των έσωιερικών κοινών έφαπτομε- 
νων των περιφερειών. 

Άρχει νά άντικαταστήσωμεν ε ίς τάς άνωτέρ ω σχέσεις τά ρ—ρ' 
·<αί X διά ιών ρ + ρ' καί Χ' = Υ6* — (ρ —|- Ρ')*- ΕύρΙσκομεν: 


ΑΙ = -ί-.. 

Ρ +Ρ 

(Π 

Γ’Ι — 

Ρ+Ρ 

ΛΡ’ _Ρ(Ρ + Ρ'), 

(3·) 

Γ'Ρ'_ Ρ λ ' 

ΓΡ 6 ’ 

(5') 


Ρ'Π': 


Β1 — Ρ' 6 . 

(2') 

Ρ+Ρ' 

ΔΊ = -?£,. 

Ρ +Ρ 

ΒΠ'—Ρ(Ρ + ρ ), 

(4) 

δ·π·=Ρ-^1. 

0 

(6) 


(7') 


Πρόβλημα 462 

1448. Νά εύρεσή τό μήκος γ τής πλευράς και ιό τοΰ αποστήματος 
κανονικού 5ω6βχαγώνου» συναρτήσει τής άχτίνος ρ τής περιγεγραμμένης 
είς αυτό περίφερε ίας. 
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*Έατω κανονικόν πολύγωνον πλευράς γ. Ή πλευρά γ' τοΟ είς 
τήν αύτήν περιφέρειαν μετά τοΟ Βοθέντος έγγεγραμμένου κανόνι- 
κοΟ πολυγώνου καί μέ Βιπλάσιον πλήθος πλευρών δίδεται ύπό 
τοΟ τύπου _ 

γ' = ^2 ρ* — ρΫ4 ρ’ — γ 5 . 

Ή πλευρά γ κανονικού έξαγώνου ΙσοΟται πρός τήν άκτΐνα· άρα 

γ- = Ρ νΤ^νΓ 

Τό άπόστημα α' δίδεται ύπό του τύπου 



ή 


α '=1-ν2+ί3. 


Πρόβλημα 463 


1449 . Νά εύοε&Ό σχέσις μεταξύ 6ύο χορδών 
περίφερε (ας, τής Ισον άπεχούσης αυτών χορ¬ 
δής καί τής άποστάσεως 2ζ των δύο πρώτων 
παραλλήλων χορδών. 

Έάν όνομάσωμεν ρ τήν άκτΐνα τής 
περιψερείας, 2 μ τήν χορδήν ΑΒ,2ντήν 
ΓΔ, 2 λ τήν μέσην χορδήν ΕΖ, 2ζ τήν άπό- 
στασιν τών χορδών ΑΒ καί ΓΔ, καί ε 
τήν άπόστασιν του κέντρου άπό τής μέ- 
σης χορδής,, εύκόλως εύρίσκομεν δτι: 


παραλλήλων δοθείσης 

Η Α 



Σι.920. 



ΟΑ· = ΑΘ» + ΟΘ» 

ρ» = μ» + (ε — ι)' = μ* + ε» + ?.· - 2 εζ. 

Π) 

Επίσης, 

ρ> = ν» (ε + ζ)’ = ν» + ε* + ζ 1 + 2 εζ 

(2) 

η 

ρ» = λ’ + ε ! 

2 ρ* = 2 λ’ + 2 *». 

(3) 


Επομένως, 

(Ό + (2)-(3) = 0 = μ’ + ν»-2λ' + 2/. 1 


ή (2 μ)* + (2 ν)’ = 2 (2 λ)’ — 2 (2 ζ)’, 

6ηλ. ΑΒ' + ΓΔ> = 2ΕΖ·-2ΘΗ», 

Τό ά&ροίομα τών τετραγώνων δυο παραλλήλων χορδών βΐναι ίσον προς 
τό διπλαοιον τετράγωνον τής μλοης χορδής , ήλαττωμένον πατά τό διπλάοιον 
τετράγωνον τής Λπ* άλλήλων άποοτόσβως τών παραλλήλων χορδών. 


Πρόβλημα 464 

1460 . Συναρτήσει τής άκτίνος περιφέρειας καί τοΰ μήκους τής χορ¬ 
δής δοθέντος τόξου αυτής, νά έκφρασθοΰν: 

1) Τό άπόστημα τής χορδής καί τό βέλος τοΟ τόξου. 
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2) Τό μήκος τής χορδής τής ύποτβινούσης τόξον Ισον πρός τό ήμισυ 
του δοθβντος. 

3) Τό μήκος τοΰ τμήματος Εφαπτομένης, παραλλήλου προς την χορ¬ 
δήν, τό περιβχόμβνον μεταξύ των Αχτίνων βΐς τα Ακρα τού τόξου. 

1) "Εστω α τό μήκος τής χορδής ΑΒ καί ρ ή άκτίς τής περι¬ 
φέρειας. Έκ του όρθογωνίου τριγώνου ΑΔΟ, εύρίσκομεν 


ΟΔ 3 = ρ β 


α* 

Ύ 



Τό βέλος ΔΓ = ΟΓ — ΟΔ είναι Ισον πρός 



ΔΓ = ρ— 



α· 

4~ * 


2) Ή χορδή ΑΓ, τοΟ ήμίσεος τόξου τοΟ 
δοθέντος, είναι ή μία τών καθέτων πλευ¬ 
ρών τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ, τοΟ 
όποίου ννωρίζομεν τάς πλευράς τής όρθής 
γωνίας, *Άρα 



(ρ-Ϊρ-Ϊ)· 


3) Διά τόν υπολογισμόν τοΟ μήκους ΕΖ, βοηθούμεθα υπό τών 
όμοίων τριγώνων ΕΟΖ καί ΑΟΒ. θά Εχωμεν: 

ΕΖ ΟΓ ΑΒ. ΟΓ 

~ΑΤ = ΟΔ * ΕΖ= ' ΟΔ "* 

Συνεπώς, 


ΕΖ = 


αρ 


1 ·- 4 ' 


Πρόβλημα 466 

1461 · Νά έχηρασθή συναρτήσει τών τετραγώνων τών πλευρών τρί¬ 
γωνου τό Αθροισμα τών τετραγώνων τών Απο¬ 
στάσεων τοΰ σημείου τομής τών διαμέσων από 
τών κορυφών τοΰ τριγώνου. 

Εύρίσκομεν : 

μ » + ν* + λ» -1 (ο· + β* + Υ’)· 

Δηλ. 

7*ο ^θρόισμα τών τετραγώνων τών αποστάσεων 
τον σημείου τομής τών διαμέσων τριγώνου από τών 
τριών κορυφών είναι Χσον πρός τό τρίτον τον 
Αθροίσματος τών τετραγώνων τών πλευρών αυτόν. 

Πρόβλημα 466-1 

1462 . Διαιροΰμεν τήν βάσιν τριγώνου είς τρία μέρη Ισα καί φέρο- 
μεν τάς ένούσας τά σημεία διαιρέσεως μετά τής κρρυφής εύθείας. Ζη- 
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τεΐται τό άθροισμα τών τετραγώνων των ευθειών αυτών συναρτήσει 
τών τετραγώνων τών πλευρών τοΰ τριγώνου. 


Έφαρμόζοντες τό Θεώρημα τοΟ τετραγώ¬ 
νου τής διαμέσου, εύρίσκομεν τάς Ισότητας : 

2 (ΑΖ)» + 2 (ΖΓ)· = ΑΓ· + ΑΔ*. 

2 (ΑΔ) 3 + 2 (ΒΔ)’ = ΑΖ* + ΑΒ β , 

έξ ών 

ΑΔ· + ΑΖ» = ΑΓ* + ΑΒ’-ΒΓ». 

Παραχήρηοίς. Διά ΒΔ = ΖΓ = . 



Θά είναι ΑΔ» + ΑΖ» = ΑΓ» + ΑΒ» - ΒΓ». 

Ο 


Πρόβλημα 466 

1463· Νά ύπολογισθοΰν συναρτήσει τών πλευρών α, β, γ τριγώνου 
δοθέντος : 

1) Τά υψη αύνσΟ υα , υρ , υγ . 

2) ΑΙ άποσχάσεις 1ι α , Ιχβ , 1χ ν τοΰ κέντρου Ο τής περιγεγραμμένης 
περιφερείας άπό τών πλευρών. 

ΕόρΙσκομεν : 


Οα — 

£ 

α 

Υτ ^τ - α) (τ - β) (τ - 


ϋβ = 

£ 

Τ 

2 

Λ(τ - α) (ι - β) (τ - 


υ Υ = 

£ 

Τ 

ίτ (τ - σ) (χ - β) (τ - 


±α=]) 

! 

(αβγ)» 

α 2 

1 

16τ 

(τ - α)(χ - β)(τ —γ) 

4 


! 

(αβγ)» 

Ρ» 

16τ 

(τ _α)(τ-β)(τ-γ) 

4 

ί: ν = 1/ 

ι~ 

(αβγ)» 

Υ’ 

Ύ 1 1 

16τ 

(τ - α) (τ - β) (τ -γ) 

4 


Ή έπιφάνεια Ε τοΟ τριγώνου καί ή άκτίς Κ τής περιγεγραμμέ- 
νης ε(ς αύτό περιφερείας είναι, άντιστοίχος : 

Ε= Λ (τ - α) (τ - β) (χ - γ), 

Κ = °βν _ 

4 1/τ (τ — α) (τ - β) (τ - γ)· 
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Πρόβλημα 4ΘΘ—Ι 


1453α · "Ομοίως. 

3) Τάς έσωτερικας διχοτόμους δ α , δρ , όγ . 

4) Τάς έξωτεριχάς διχοτόμους δ' α , δ'β , δ\ . 
Εύρίσκομεν: 


3) 


Β -ΐ/βν α ( α βΥ) - 

6 ° = - ΤβΧΤλΓ - 


(β+γ)’ Ρ+υ 


_ Τ/νβ β ί«Ρν) - 2 

Οβ - Κγα - Τ^Ί ΓΤ ^Ϊ -ϋΐ 


Β _1 Ι α α Υ ( α ?Υ) 

Βγ - |ίθβ - (α + ρ). 


(Υ + ο)’ Υ Το” 
2 

α + β 


|τ(τ- α) βγ, 
|χ(τ —β) γα, 
Κ (τ - γ) αβ. 


6 α : 

= ν(τ-ρ)(τ->) βγ, 

4) Β'β : 

„ Τ(τ Υ)(τ - °) γα. 


γ —α 

δ' ν : 

= /(*-“)(*- β) “β· 


Πρόβλημα 4Θ6-ΙΙ 

1463β. ' Ομοίως, 


δ) ΑΙ διάμεσοι μ. , 

μρ. μγ · 


6) ΑΙ έσωχεριχαΐ συμμετροδιάμεσοι μ' α . μ'β , μ'γ * 

7) ΑΙ έξωτεςιχαί συμμετροδιά μέσοι μ" α , μ"β ,“μ"γ . 
Εύρίσκομεν: 


μ« = 1 

ίτ(β '+υ 

-τ') 

μρ = 1 

/4·(υ·+. 


μγ = 1 

ί±(α· + β 

-μ·)· 


2 Ρ*Υ* 

α ·ρ>γ· 

μ α — 

β' + Υ* 

(β' + Υ*)·· 


2γ·α* 

ο·ρ»γ» 

μ β — 

Υ» + «* 

(γ·+ «*)*’ 


2α»μ>. 

α·ρ*γ’ 

μ γ — 

α* + Ρ« 

(α·+Ρ’)’* 
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7) 


Μ" - “ΡΥ 

μ ““(Ρ^Υ 5 ) ’ 

μ"» = °Ρν , 

μ * (γ> —α·) 


η” - α ΡΥ 
μ γ -'(^^Ρ ϊ ) 

Έκ τών τελευταίων τούτων τύπων ίπονται καί οΐ έξης: 

1 , 1,1 


μ α 

α* 


+ 


μ ρ 

β· 


+ 


μ γ 
ν* 


= ο, 
ο. 


μ α μ β μ Υ 

Άποατάαιις διαφόρων σημιίων άπ* άλλήλων 

1453δ* Παριστώντες, ώς συνήθως, διά: Ο τό κέντρον τής πε- 
ριγεγραμμένης περιψερείας είς τό τρίγωνον ΑΒΓ, I τό κέντρον τής 
Εγγεγραμμένης περιψερείας, θ τό κέντρον βάρους, Η τό όρθόκεν- 
τρον, Κ* τό οημεΐον τοΟ Ι&ηοίηβ, Μ τό σημειον τοΟ β&'ροηιν, Ν 
τό τοΟ ΝαρεΙρ θ, Ω, Ω' τήν γωνίαν καί τά σημεία τοΟ Βνοοανά, 
Κ, ρ τάς άκτϊνας τΟν περιφερειών (Ο) καί (I) καί Ε τό έμβαδόν 
τοΟ τριγώνου, θά έχωμεν : 

ΟΙ» = Κ(Κ - 2ρ), 

ΟΝ =: Κ — 2 ρ, 

ΟΗ 1 = Η.* (1 — 8 συν Α συν Β συν Γ) = 9Κ 8 - (α 1 -|- β* Υ 1 ). 

ΗΙ» = 4Κ.* + 4κρ+3ρ· - τ», 

ΟΜ . = κ._ϊ|ΐίκ±£>. 

(4 Κ - ρ)· 

9ΘΙ· = τ· + 5ρ·— 16 Κρ, 

'9ΘΟ’ = 9Η.’-(α» + β’+γ») = 9κ· — 2 (τ’ - ρ* - 4Κρ), 

κ| . = Λ«^^£ΐ -3»·. φ ·6. 

ΚΗ 1 = Κ 1 (εψ’θ — 4 συν Α συν Β συν Γ (1 — εψ^)), 

9 Κθ ’ ~ 4Ε(1 η^29 ημ * ^ “ 27 Κ ’ εφ ’ θ · 

Έάν θέσωμεν 4 Κ + ο = δ, εύρίσκομεν έπίσης 

-]■ 

ΩΟ = ΩΌ = Κ VI — 4 ημ’ θ, 

ΙΜ = ίΒ*-3τ», 

ΩΩ’ = 2 Η ημ θ |Γ-Τημ» «Γ 
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ΟΚ =—^ ίΐ — 4ημ*'θ, 
συνθ ' 

ΩΚ = Ω'Κ = Κ εψ θ ΐΤ^ΤημϊΤ. 

Πρόβλημα 466-III 

1454. ΕΙς τρίγωνον ΑΒΓ, συνδέομεν τά σημεία επαφής Δ, Ε, Ζ τής 
εγγεγραμμένης είς αυτό περιφέρειας μετά των 
πλευρών προς τάς απέναντι κορυφάς. ”Αν 
Ε', Ζ', Δ' είναι τά δεύτερα σημεία τομής τής 
περιφερείας ταύχης καί των ευθειών ΑΔ, ΒΕ, 
ΓΖ» ζητείται νά έκφρασθή ή παράστασις 

ΑΔ . ΑΔ' + ΒΕ. ΒΕ'+ΓΖ.ΓΖ' 
συναρτήσει τών πλευρών τού τρ*γώνου. 
Επειδή, 

ΑΔ.ΑΔ'~ΑΖ 9 = = (τ— α) 9 , 

**· »» ΒΕ.ΒΕ'=ΒΔ>= ^ = (τ-Ρ)’, 

ΓΖ . ΓΖ' = ΓΔ» = ^ ° + Ρ~Υ ^ = (χ _ ν)>ι 
τό άνωτέρω άθροισμα Ιχει ώς τιμήν 

(β±γ - Δ γ + ^γ+α-ρ γ + ( ° + Ρ ^ 

ή, μετά τινας πράξεις, 

4" («’ + Ρ’ + υ*) — -γ ( α Ρ + Ρυ + Υ°0· 

Πρόβλημα 467 

1456* Δοθείσώ\ δύο όμοκέντρων περιφερειών, νά ύπολογισθή ή δια¬ 
φορά τών μηκών των, συναρτήσει τής καθέτου άποστάσεως αύτών λ. 

■Έστω ρ ή άκτίς τής έσωτερικής περιφερείας, ρ + λ. ή τής έξω- 
τερικής. Τά μήκη τών δύο περιφερειών είναι άντιστοίχως 

2πρ καί 2π(ρ + λ). 

καί ή διαφορά αυτών 2π (ρ + λ — ρ) =: 2πλ. Οϋτω : 

% Η διαφορά τών μηκών δύο όμοκέντρων περιφερειών είναι ιοη προς το 
μήκος τής 7ΐεριφερείας με ακτίνα τήν χαθεί ον &π* άλλη Ιων άπόσταοιν. 

1456 α . Παρατήρηοις, Τό τόξον άνοίγματος ν μοιρών 6χει μήκος 

διά τήν έσωτερικήν περιφέρειαν καί π διά τήν έξω- 

τερικήν. Επομένως, 

*Η δΐΖφορά τών μηκών δύο όμοιων τόξων δύο όμοκέντρων περιφερειών 
εϊναι Γαη προς τό μήκος το*ϊ όμοΐον τόξου τής τιεριφερείας μέ αχτίνα τήν 
κάθετον άπόσταοιν τών δνο περιφερειών. 
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Πρόβλημα 467—1 

1466* Δοθεισών δύο καμπύλων ΑΒΓΔ..., Α'Β'Γ'Δ'..., αποτελούμε- 
νων έκ τόξων όμοκέντριον περιφερειών, νά ύπολογιοθή ή διαφορά 
των μηκών των καμπύλων, συναρτήσει τής κοινής καθέτου άποστά- 
σεως αυτών. 

1) *Έστωσαν μ καί ν αΐ γωνίαι, αί σχημστιζόμεναι ύπό τών 
άκτίνων είς τά πέρατα ιών τόξων ΑΒ καί ΒΓ (Σχ. 925) καί λ ή 
άπόστασις τών παραλλήλων τόξων, θά Εχωμεν (§ 1455 σ): 

/-ν πλμ 
Α·Β'=ΑΒ + 1 3^. 

^ πλν 

Β'Γ'=ΒΓ + -ϊ8ο-· 

καί α'ίΓγ' = ΑΒΓ + — ~ = άφγ + ΑΒΓ. 




Δηλ. ή διαφορά τών μηκών τών καμπύλων είναι ΐση πρός τό 
τόξον αβγ τής περιφερείας μέ άκτΐνα λ καί έπίκεντρον γωνίαν 

Τσην πρός τήν γωνίαν τών άκρων άκτίνων αύχών [=ΘΑΑ', ΗΓΓ'|. 

2) Διά τρία τόξα, μέ άντιστοίχους γωνίας μ, ν, ο (Σχ. 926), θά 
Εχωμεν 

^^ ^—ν πλ (μ 4- ν 4- ο) ^—ν ^—ν 

Α'Β'Γ'Δ' ■= ΑΒΓ Δ +- ν ^0 — 9 = ΑΒΓ Δ + αβγδ, 


καί Ισχύει ό ίδιος, μέ τόν προηγούμενου, κανών. 

3) Ύποθέσωμεν δτι ή καμπυλότης τών τόξων άλλάζει σημεΐον 
(Σχ. 927). ΕΤναι φανερόν δτι 


πλ 


Α'Β'Γ'Δ'= ΑΒΓΔ + “^ (μ+ν-ο) = 


= ΑΒΓ Δ -|- αβ -|- βγ — γδ = ΑΒΓ Δ αδ. 


*Η διαφορά δηλ. πάλιν ιών δύο καμπύλων ίσοΟται πρός τό 
τόξον αδ τής περιφερείας μέ άκτΐνα λ, του άντιστοιχοΟντος είς 

έπίκεντρον γωνίαν αΡδ, ΐσην πρός τήν γωνίαν τών άκρων άκτίνων 
(Τδε κατωτέρω). 


Γβω^ιετρία 


4.5 
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Κατά ταΰτα : 

*Εάν δύο καμπν).αι αποτελούνται έκ κ. τόξων ομοκέντρων ανά δύο, ή δια¬ 
φορά των μηκών αυτών είναι Τση προ; κυκλικόν τόξον άκτΐνος Ισης προς 

την κοινήν χά&ετον αυτών άπόστα- 
οιν και ανοίγματος Τσου προς την 
γωνίαν φ των άκρων άκτίνων. 

Διά νά εϋρωμεν τήν γωνίαν 
φ τών άκρων άκτίνων, φέρομεν 
έκ τοΟ κέντρου Ρ άκτΐνας πα¬ 
ραλλήλους καί τής αυτής φο¬ 
ράς πρός τάς άκρας άκτΐνας 
ΑΑ' καί ΙΔΔ'. *Η γωνία τών 
άκτίνων τούτων, κατά την φο¬ 
ράν κινήσεως ΑΒΓΔ έπί τής 
μιας τών καμπύλων, είναι ή 
γωνία φ. 

Παρατήρηαις. Ή άνωτέρω ίδιότης Ισχύει καί διά δύο τνχούσας 
παραλλήλους καμπνλας’ άλλ’ ή μελέτη τούτων έκφεύγει τών Στοιχείων 
τής Γεωμετρίας. 

1457 · Σημείωσες» *Η έπιφάνεια ή περιεχομένη μεταξύ δύο τυ- 
χουσών παραλλήλων καμπύλων καλείται ταινία. Ύπεδείξαμεν άνω¬ 
τέρω τόν τρόπον ύπολογισμοΟ του μήκους τής μιας τών παραλλή¬ 
λων καμπύλων συναρτήσει τοΟ μήκους τής άλλης καί τοΟ λ* είς 
τό IV Βιβλίον θά μάθωμεν νά ύπολογίζωμεν καί τήν μεταξύ τών 
καμπύλων αύτών έπιφάνειαν (§ 1584 - 1586). 

ΑΙ ταινίαι άπαντώνται συχνά ε[ς τήν Αρχιτεκτονικήν, ώς είς 
τήν γεψυροποιΐαν κλπ. 

Πρόβλημα 468 



1458* Δοθεισών των περιμέτρων τ χαί Τ, δύο όμοιων χανονικών 
πολυγώνων χαί έκ τών όποιων τό εν είναι έγγεγραμμένον καί τό άλλο 
περιγεγραμμένον είς τήν αυτήν περιφέρειαν, νά υπολογιστούν αΐ αντί¬ 
στοιχοι περίμετροι τ', Τ' τών κανονικών πολυγώνων τών έχόντων δι- 
πλάσιον πλήθος πλευρών χαί άναφερομένων είς τήν αυτήν περιφέρειαν. 

Εύρίσκομεν, 

Τ , 2τΤ , ν — 

Τ =-ΓΓΓ· '=' Ι,τ ■ 


Παρατήρηαις. Διά τής λύσεως τοΟ προβλήματος τούτου όδηγού- 
μεθα εύκόλως είς κατά προσέγγισιν τιμάς τοΟ π. ΟΙ τύποι οδτοι 
όφείλονται είς τόν δειιτίη (1659 — 1737), μέλους (1723) τής Ακα¬ 
δημίας τών Επιστημών τών Παρισίων (Ν. Α., 1842, σ. 190). 


Περιφέρειαι έφαητόμεναι 


Πρόβλημα 469 

1469* Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη βοθείσης πβριφερείας (Γ) 
χαί δύο βοθεισών ευθειών ΟΑ, ΟΒ. 

"Εστω (Δ) ή ζητουμένη περιφέρεια. Τό κέντρον της Δ Θά εύρί- 
σκεται έπί τής διχοτόμου ΟΔ τής γωνίας ΑΟΒ. 
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Φέρομεν τήν ΓΕ κάθετον έπΐ τήν ΟΔ και τήν ΔΖ κάθετον έπί 
τήν ΟΒ. Μέ κέντρον Δ καί άκτϊνσ ΔΓ γράφομεν τόξον ΕΓΖ καί 
φέρομεν τήν Ζθ κάθετον έπΐ τήν ΔΖ ή παράλληλον τής ΟΒ. θά 
ίχωμεν 

ΔΖ = ΔΓ, 

ΔΗ = ΔΙ, 

καί έξ άφαιρέσεως, 

ΗΖ = ΙΓ = ρ. 

Συνεπώς : 

Φέρομεν εύθεϊαν Ζθ παράλληλον πρός τήν ΟΒ καί είς άπό- 
στασιν ρ άπ' αύτής. Όρίζομεν τό συμμετρικόν Ε τοΟ σημείου Γ 



πρός τήν ΟΔ καί γράφομεν περιφέρειαν διά τών Ε καί Γ, έφα- 
πτομένην τής Ζθ. Τό κέντρον αυτής Δ είναι τό κέντρον τής ζη- 
τουμένης περιψερείας. 

Παρατήρησ ις. Επειδή διά τών Γ καί Ε διέρχεται καί δευτέρα 
περιφέρεια έφαπτομένη τής Ζθ, υπάρχει καί δευτέρα λυσις του 
προβλήματος. Δύο δέ άλλαι άκόμη λαμβάνονται έάν ύποθέσωμεν 
το κέντρον Δ έπΐ τής έξωτερικής διχοτόμου τής γωνίας τών δυο 
δοθειοών ευθειών. 

Έάν αΐ εύθεΐαι αΰται εΐναι παράλληλοι, ή έσωτερική διχοτό¬ 
μος άντικαθίσταται ύπά τής μέσης παραλλήλου. 

1459 α » Σημείωσις· ΑΙ περιφέρειας αϊτινες έφάπτονται δύο 
πλευρών τριγώνου καί τής περιγεγραμμένης περιφερείας έσωτερι- 
κώς αύτής, ύπήρζαν άντικείμενον ένδιαφερουσών μελετών. (/. Μ. 
Ε 1893, σ. 196. Η. νβΓήέΓθ). 

Πρόβλημα 470 

1460 · Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δοΦέντος σημείου Β 
χαί έφαπτομένη δοθείσης περιφερείας (Λ) χαΐ δοθείσης ευθείας (ε). 

Έστω (I) ή περιφέρεια αΰτη, Ή διάκεντρος ΑΙ τών δύο περι¬ 
φερειών διέρχεται διά τοϋ σημείου έπαφής αύτών Λ. 
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Διά τοΟ κέντρου Α, φέρομεν τήν ΟΑΘ κάθετον έπί τήν (ε) καί 

τάς ΟΗΒ, ΑΖ. "Εστω Δ δέ ή τομή 
τής περιψερείας (I) και τής ΟΛ. 

Τά Ισοσκελή τρίγωνα ΟΑΛ καί 
Λ1Δ έχουν τάς γωνίας είς τό Λ 
ΐσας· άρα καί αΐ γωνίαι αύτών είς 
Ο καί Δ είναι ΐσαι καί, έπομένως, 
ή ΙΔ παράλληλος πρός τήν ΟΑ καί 
κάθετος έπί τήν (ε). Είναι κατά συ¬ 
νέπειαν τό Δ σημεϊον έπαψής τής 
περιψερείας (I) καί τής (ε). 

Επειδή ή έγγεγραμμένη γωνία 
ΟΛΖ είναι όρθή, τό τετράπλβυρον 
ΛΖΘΔ είναι έγγράψιμον καί έπο- 
μένως 

Οθ . ΟΖ = ΟΛ . ΟΔ = ΟΒ . ΟΗ, 



ή ΟΗ 


ΟΘ.ΟΖ 

ΟΒ 


, ποσ. γνωστή. 


Κατασκευάζεται έπομένως τό μήκος ΟΗ, άρα καί τό σημεΐον 
Η καί τό πρόβλημα άνάγεται είς τό; 

Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο σημείων, Β καί Η, 
καί έψαπτομένη εύθείας (ε). 

Ώς γνωστόν, τό πρόβλημα τοΟτο έπιδέχεται δύο, έν γένει, 
λύσεις. 

Ιίαρατήρηαις, Τό τμήμα ΟΗ δύναται νά ληφθή καί έπί τής προε- 
κτάσεως τής ΒΟ, Κατά συνέπειαν, αί λύσεις θά είναι, έν γένει, 
τέσσαρες. 

Πρόβλημα 471 

1461 . Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη δοθείσης εύθείας ΑΒ καί 

δύο δοθειοών περιφερειών 
(Γ) καί (Δ). 

*Έστω ΕΘΗ ή ζητου- 
μένη περιφέρεια, Φέρο¬ 
μεν τάς ΟΓ, ΟΔ, ΓΔ 
καί τήν κάθετον ΟΖ έπί 
τήν ΑΒ. 

Μέ κέντρον τό ση¬ 
μεΐον Ο καί άκτΐνα Τσην 
πρός τήν μικροτέραν τΟν 
άποστάσεων ΟΓ καί ΟΔ, 
γράψομεν περιφέρειαν 
ΓΖΛ, μέ κέντρον δέ Δ 
καί άκτΐνα ΔΑ γράφο- 
μεν άλλην, έφαπτομένην 
τής πρώτης. 

Επειδή ή περιφέρεια ΓΖΛ διέρχεται διά τοΟ σημείου Γ καί 
έφάπτ-ται τής περιφέρειας (Δ, ΔΑ) καί τής εύθείας ΜΝ, παραλ¬ 
λήλου πρός τήν ΑΒ καί είς άπόστασιν ρ = Γθ άπ' αύτής, είναι 
κατασκευάσιμος (§ 1460). Τό κέντρον αύτής Ο είναι τό κέντρον 
τής ζητουμένης περιψερείας. 



.) ) 
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ΓΙαραχήρήσις. Επειδή διά τοΟ σημείου Γ διέρχονται τέσσαρες 
έν γένει περιφέρειαι έφαπτόμεναι τής Μ Μ καί τής βοηθητικής πε- 
ριφερείας (ΔΑ), τό πρόβλημα θά Εχη τέσσαρες έπίσης, έν γένει, 
λύσεις. 

Πρόβλημα 472 

1462, Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δοΦέντος σημείου Γ 
καί έφαπτομένη δύο δοθεισών περιφερειών (Α) καί (Β). 

Τό πρόβλημα τοΟτο καί τό έπόμενον (§ 1463) έλύθησαν ήδη 
(§§ 46 καί 47). θεωροΟμεν έν τούτοις ώφέλιμον νά έπανέλθωμεν 
έπ' αότών. 

“Εστω ΓΔΜΝ ή ζητουμένη περιφέρεια. 

Ή εύθεΐα ΜΝ τών σημείων έπαφης διέρχεται διά τοΟ έξωτε- 



Ή δέ περιφέρεια, ή διερχομένη διά τών σημείων Γ, Ε καί Ζ, 
τέμνει τήν εύθεΐαν ΣΓ είς σημεϊον Δ, άνήκον είς τήν ζητουμένην 
περιφέρειαν (Ο). Επειδή 


ΣΓ,ΣΔ = ΣΜ.ΣΝ = ΣΕ.ΣΖ. 

Τό πρόβλημα, έπομένως, άνάγεται είς τό γνωστόν: Νά γραφή 
περιφέρεια διερχομένη διά δύο σημείων, Γ καί Δ, καί έφαπτομένη 
δοθείσης περιφερείας (Β). 

Γνωρίζομεν ότι θά πρέπει νά γράψωμεν περιφέρειαν διά τών 
Γ, Δ, τέμνουσαν τήν (Β) είς Η καί θ λ. χ. καί οιά τοΟ τυχόντος 
σημείου Λ τής Ηθ νά φέρωμεν έφαπτομένην ΛΝ πρός τήν περι¬ 
φέρειαν (Β). Ή διά τών τριών σημείων Γ, Δ καί Ν διερχομένη 
περιφέρεια εΐναι ή ζητουμένη. 

Παρατήρηοις. Τό σημεΐον έπαφής Μ όρίζεται καί άπ' εύθείας, 
ώς έκ τοΟ σχήματος φαίνεται. 
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ΑΙ Εφαπτόμεναι ΛΤ, 1Κ όρίζουν δευτέραν περιφέρειαν ΓΔΚΤ, 
Χύσιν Επίσης τοΟ προβλήματος. 

Διά θεωρήσεως καί τοΟ έσωτερικοΟ κέντρου όμοιότητος τών πε¬ 
ριφερειών (Α) και (Β), οΐ λύσεις Ανέρχονται, έν γένει, είς τέσ- 
σαρας. 


Πρόβλημα τον *Αηολλωνίον 473. 

1463 I Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη τριών δοθεισών περιφε¬ 
ρειών (Α), (Β), (Γ). 

(ΒΧ. Μέ&οδοι, § 46). 

ΤΙαραχήρηοις. Τό πρόβλημα έπιδέχεται όκτώ έν γένει λύσεις. 
Έάν αί δοθεΐσαι περιφέρειαι εΤναι Εξωτερικοί Αλλήλων, αΐ λαμ- 
βανόμεναι περιφέρειαι είναι συζυγείς ΑνΑ δύο. Α. χ. είς τήν περι¬ 
φέρειαν τήν έφαπτομένην έξωτερικώς τών τριών περιφερειών, Αν¬ 
τιστοιχεί ή έσωτερικώς έφαπτομένη αΰτών* είς δέ τήν έφαπτομέ¬ 
νην Εξωτερικώς τών (Α), (Β) καί έσωτερικώς τής (Γ), Αντιστοιχεί 
ή έσωτερικώς έφαπτομένη τών δύο πρώτων καί Εξωτερικώς τής 
τρίτης κλπ. 

1463 α . Σημείωσις» Τό Ανωτέρω πρόβλημα έπεζειργΑσθη ό 
Απολλώνιος είς Εν Εργον αύτοΟ, καί τοΟ όποιου μόνον ό τίτλος πε- 
ριεσώθη είς ήμάς διά τοΟ Πάππου. Ό Αόπ*ηιΐβ Κοπιεηιιβ (1561 - 
1615) διεπίστωσεν Ατι τό πρόβλημα τοΟτο δύναται νΑ λυθη διΑ 
της τομής δύο ύπερβολών καί, όλίγον άργότερον, 0 νίέΐβ Εδωσε 
τήν λύσιν, τήν όποίαν -παρεθέσαμεν είς τήν § 46. Ό δέ Νενίοη 
Απέδειξεν ΰτι ή Λύσις Επιτυγχάνεται καί Ανευ τής χρήσεως τών 
ύπερβολών τοΟ Κοσιεπαδ. ΤοΟ ίδίου προβλήματος έπελήφθησαν 
καί οί Όεδοβηίεδ, ΕιιΙβΓ, Ροποείβί, ώς καί πολλοί Αλλοι γεωμέ- 
τραι, μεταξύ τών όποιων οί ΟβΓβοηηβ καί ΒοδίΙΗβΓ Εδωσαν τήν 
ώραίαν λύσιν τήν όποίαν εύρίσκει τις είς τάς πρώτας Εκδόσεις τοΟ 
ΤταχΙέ άβ ΟέοτηέΙνίο τών Κοιιοδέ καί ΟοιηδβΓουδδβ. Καί τελευταίως, 
τό πρόβλημα τοΟτο Εξακολουθεί νά άπασχολή τούς έρευνητάς* 
οΟτω συνεοχετίσθη πρός τό γενικώτερον, τής κατασκευής περιφε- 
ρείας τεμνούσης κατά ώρισμένας γωνίας τρεις δοθείσας περιφέ¬ 
ρειας (Ν. Α., 1883, σ. 272, 348· 1884, σ. 316* 1886* σ. 539* 1891, σ. 
339· 1892, σ. 227 και 331). Κατ' έπέκτασιν δέ αύτοΟ, Αγόμεθα είς 
τήν κατασκευήν περίφερείας Εφαπτομένης τριών Αλλων κειμένων 
Επί σφαιρικής Επίφανείας, ώς καί σφαίρας Εφαπτομένης τεσσά¬ 
ρων δοθεισών σφαιρών (Ν. Α., 1892, σ. 406 καί 410). 

Ό Ειτιΐΐβ Εοιηοίπί* είς Ν. Α. 1892, σ. 453, συγκρίνει τάς διαφό¬ 
ρους λύσεις τοΟ προβλήματος του Απολλώνιου Από άπόψεως 
Απλότητος καί άκριβείας κατασκευών. Τοποθετεί είς τήν πρώτην 
θέσιν τήν λύσιν τοΟ Μεηηΐιβίιη (Ν. Α., 1885, σ. 108), μετά τήν 
όποίαν κατατάσσει τάς λύσεις τών νΐέίβ καί Ροιιςδέ (1892, σ. 227) 
καί τελευταίαν θέτει τήν λύσιν τών Οοτζοηηε καί ΒοδιΙΗβΓ, Από 
Απόψεως εύκόλων γραφικών κατασκευών, μολονότι τόσον κομψήν. 

Ή λύσις τοΟ ΡοιιοΗέ δέν διαφέρει ούσιωδώς Εκείνης τοΟ Ροη- 
οείβί είς τό ΤταχΧέ άββ ρνσρ. ρτο]. άβ$ αύτοΟ (σ. 139, σχ. 30). 

Ή παρατήρησις αΟτη Εγινε ύπό τοΟΟ. <3β Εοηχοδαπιρβ (Β.ά.δο.Μ.) 
1898- 59, σ. 81) καί ό όποίος προσθέτει 6τι ή λύσις τοΟ Ροηοβίεί 
είναι άσυγκρίτως άνωτέρα τής τοΟ ΟβΓ^οηηβ. Είς τάς ΑρρΙχβαϋοη$ 
ά’ΑηαΙψβ β( άβ ΟέοηιέΧνιβ τοΟ Ροηο«Ιβί παρατίθενται καί πολλαΐ 
Αλλαι λύσεις του προβλήματος (τόμ. 1, σ. 29 καί 444). 
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Ή λύσις τοΟ ΡουοΗέ ευκόλως προσφέρεται δΓ Απλήν καί 
πλήρη διερεύνησιν έπί τής πραγματικότητος τών λύσεων καί τής 
φύσεως τών έπαφών (Βλ. Οέοηχ. τών ΚοαοΗέ — ΟοαιδβΓοιιβΒο, 7η 
Ϊκ8., σ. 297). Τό αύτό συμβαίνει καί διά τήν λύσιν τοΟ ΜαηηΗετχιι 
(Ν. Α., 1903, σ. 49). 

Εσχάτως, ό Κ. ΒΓίοαΓά έπεξειργάσθη τό πρόβλημα τοΟ Απολ¬ 
λώνιου χρησιμοποιών τούς κύκλους τού ί>&£αβΓΓ6 (Ν. Α Μ 1907, 
σ. 491). 

Πρόβλημα 47 3 —1 

1463 β, Νά κατασχευασθοϋν τρβίς περιφέρειαι έφαπτόμεναι άλλή- 
λον καί τοιαΟται, ώστε 

1) Τά σημεία έκαφής της μιας τούτων μετά των δύο άλλων νά είναι 
δοθέντα, 

καί 2) ΑΙ δύο τελευταίοι περιφέρειαι νά έφάπτωνται δοθβίσης ευ¬ 
θείας. (ΑπηαΙβδ άβ Οβτ^οηηβ, τόμ. V» 1814—1815, σ. 92). 

Ή λόσις δίδεται εις τήν αότήν συλλογήν, σ. 295, ύπό τοΟ ]. - 
Β. Οιιιταικίε, ήλικίας τότε δέκα έπτά έτών καί έχοντος σπουδάσει 
τά Μαθηματικά έκ μόνον τών βιβλίων. (Σημ. τοΟ Ο.-Ι). Οογ- 
£ 011116 ). 

Πρόβλημα 474 

1464 . Δίδονται δύο σημεία Α, Β καί ευθεία χν. Νά εύρεθή έπί, 
τής ευθείας ταύτης οημείον Γ, εχον αποστά¬ 
σεις άπό των Α καί Β μέ άθροισμα τετρα¬ 
γώνων έλάχιστον. 

Γνωρίζομε ν δτι ό τόπος τών σημείων, 
τών όποιων τό άθροισμα τών τετραγώνων 
τών Αποστάσεων άπό τών σημείων Α καί 
Β είναι δοθέν, είναι περιφέρεια (Ο) 
μέ κέντρον τό μέσον Ο τού τμήμα¬ 
τος ΑΒ. 

Είναι δέ φανερόν δτι έάν ή έν λόγω περιφέρεια ληφθή τοι- 
αύτη, ώστε νά έφάπτεται τής δοθείσης εύθείας χν, τό σημεΐον 
έπαφής μετ’ αύτής θά είναι τό ζητούμενου τού έλαχίστου αθροί¬ 
σματος. 

Είναι, έπομένως, τό σηαεΐον 
Γ ό ποΰς τής έκ τοΟ Ο καθέτου 
έπί τήν χν. 

ΙΙαρατηοηοις. Ή άκτίς τής πε¬ 
ριφέρειας (Ο) διά δοθεϊσαν τιμήν 
Μτού έν λόγω Αθροίσματος είναι Λ 

Ρ = 1^·~ (ΑΟ)’ · 

'Όπως είς δλα τά προβλή- 
ματα δευτέρου βαθμού, καί τό 

άνωτέρω έπιδέχεται δύο, αίαν ή καμμίαν λύσιν, έάν ή περιφέ¬ 
ρεια (Ο) τέμνη τήν χν, έφαπτετάι ή είναι έξωτερική αύτής, άντι- 
στοίχως. 



V, 



λ υ β 

Σ Χ* 032. 
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Πρόβλημα. 474—I 


1466. Δίδονται δύο σημεία Α, Β καί περιφέρεια (ΓΔ). Ζητείται 
νά εύρεθή επί τής περιφέρειας σημεΐυν Δ 
τοιοΰτον, ώστε τό άθροισμα ΑΔ'-' + ΒΔ 2 νά 
είναι τό μέγιστον ή τό έλάχιστον. 

ΈνοΟμεν τό μέσον Ο τοϋ τμήματος 
ΑΒ μετά του κέντρου τής περιφερείας. 
Τό σημεϊον Γ εΤναι τό σημεΐον ελάχιστου 
άθροίσματος καί τό Δ τό του μεγίστου. 

934 1466. Τά αύτά δεδομένα. Νά όρισθή έπί 

τής (ΓΔ) σημεϊον Μ είς τρόπον, ώστε ή δια¬ 
φορά ΜΑ 3 — ΜΒ 1 νά είναι ή έλαχίστη. 



Θά πρέπει νά φέρωμεν τάς καθέτους έπί τήν ΑΒ έφαπτομένας 
τής περιψερείας. 

1) Έάν ή κάθετος ΟΛ δέν συναντφ τήν περιφέρειαν, τό ση- 
μεϊον Μ άντιστοιχεΐ είς τό μέγιστον καί τό Ν είς τό έλάχιστον 
τής διαφοράς. 

2) Έάν ή ΟΑ τέμνη τήν περιφέρειαν, έκάστη έφαπτομένη δίδει 
Εν (σχετικόν) έλάχιστον, ή 6έ διαφορά αύξάνει έφ’ όσον τό ση¬ 
μεΐον Μ πλησιάζει πρός τήν ΟΑ. 

Διά τά σημεία τομής τής ΟΛ καί τής περιφερείας, ή διαφορά 
είναι μηδέν. 

Πρόβλημα 476 


1467. Νά εύρεθή σημεΐον είς τό εσωτερικόν δοθέντος τριγώνου τοι* 
σίτον, ώστε τό άθροισμα των τετραγώνων των αποστάσεων του από 
των τριών κορυφών νά είναι έλάχιστον. 

(Λίέθοδοι, § 358). 

Πρόβλημα 475—1 



καί Ε παραπληρωματικάς, τά δέ τρίγωνα 


1468 . Δοθεισών δύο 
περιφερειών (Α) καί (Β), 
νά εύρεθή σημεϊον έξ 
οΰ δύο των πρός αύτάς 
έφαπτομένων νά είναι 
ΐσαι καί νά τέμνωνται 
κατά δοθεΐσαν γωνίαν. 

Έστω Ο τό ση¬ 
μείων τοΟτο. Φέρο- 
μεν τάς άκτΐνας ΑΓ, 
ΒΔ είς τά σημεία 
έπαφής, προεκτείνο- 
μεν αύτάς μέχρι τής 
τομής των Ε καί φέ- 
ρομεν τήν ΟΕ. 

Τό τετράπλευρου 
ΟΓΕΔ έχει τάς γω¬ 
νίας Γ καί Δ όρθάς 
καί έπομένως τάς Ο 
ΟΔΕ καί ΟΓΕ είναι 
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ίσα, ώς δχοντα κοινήν τήν ύπότείνουσαν καί ΟΔ = ΟΓ. ΕΤνσι 
άρα ΕΓ = ΕΔ ή 

α +- ρ = β + ρ' και α — β = ρ' — ρ, ποσότης γνωστή. 

Κατά συνέπειαν, τό τρίγωνον ΑΒΕ κατασκευάζεται, έπειδή 
εΤναι γνωστή ή βάσις του ΑΒ, ή Απέναντι γωνία Ε (παραπληρω¬ 
ματική τής Ο) καί ή διαφορά τών δυο άλλων πλευρών του, 
α- β = ρ' — Ρ (§ 9091. 

Όρισθέντος τοΟ σημείου Ε, όρίζονται καί τά σημεία έπαφής 
Γ, Δ, άρα καί τό ζητούμενον σημεΐον Ο. 

Πρόβλημα 476 

1469. Έπί βάσεως βοθείσης ΕΕ', κατασκευάζομεν τρίγωνα ΕΜΕ', 
έχοντα άθροισμα των ΜΕ καί ΜΕ' δοθέν μήκος λ. Ποια ή περιβάλ* 
λουσα των περιφερειών μέ διαμέτρους τάς πλευράς ΜΕ καί ΜΕ'; 

Ή περιβάλλουσα έχει προφανώς άζονα συμμετρίας τήν ευθείαν 
ΕΕ'. Επειδή δέ είς τό τυχόν τρίγωνον ΕΜΕ', έκ τών θεωρουμέ¬ 
νων, καί τό συμμετρικόν αύτοΰ πρός τήν κάθετον (ε) είς τό μέσον 
Ο τής ΕΕ' είναι έπίσης τρίγωνον μέ τάς αύτάς Ιδιότητας πρός 



τάς του ΕΜΕ', είναι φανερόν ότι ή περιβάλλουσα αϋτη θά δχη 
καί ώς δεύτερον άζονα συμμετρίας τήν εύθεϊαν (ε) καί κατά συ¬ 
νέπειαν τό σημεΐον Ο ώς κέντρον συμμετρίας. 

Άγόμεθα οϋτω νά ένώσωμεν τό κέντρον Ο μετά τών Γ καί Δ 
καί νά θεωρήσωμεν τά σημεία Η καί θ, τομάς τών Ο Γ, ΟΔ μετά 
τών περιφερειών (ΜΕ') καί (ΜΕ). Επειδή τό σχήμα ΟΔΜΓ έΐναι 
παραλληλόγραμμον καί 

ΟΗ = ΟΓ + ΓΗ = ΟΓ + ΓΜ = ΟΔ + ΔΜ = ΟΔ + Δθ = Οθ, 

γίνεται πρόδηλον 6τι ή ζητουμένη περιβάλλουσα εΤναι περιφέρεια 
μέ κέντρον Ο καί άκτϊνα τό σταθερόν άθροισμα 

ΙΛΓ +ΜΔ = Α · 

1470. Παρατηρηθείς. 1) Τά σημεία θ, Μ, Η χεϊνται επ* ευθείας 
γραμμής. 

2) Τά σημεία Μ, θ', Η' χεΐνται επίσης 7π* εύ&είας γραμμής. 
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Πρόβλημα 477 

1471 . Μέ κέντρα δοθέντα σημεία Α και Β γραφομεν ζεύγη μετα¬ 
βλητών περιφερειών, τών όποιων αΐ ακτίνες α, β συνδέονται, είς έκα¬ 
στον ζβΟγος, διά τής σχέσεως 

αν + βμ = 


όχου μ, ν, 1τ δοθέντα μήκη. Ποία ή περιβαλλουσα τών κοινών (έξωτε- 

ριχών) έφαπτομένων τών πε¬ 
ριφερειών αύτών; (Ν. Α., 

Ζ 1051, σ. 340). 

"Ας διαιρέσωμεν τήν ΑΒ 
είς μέρη ανάλογα τών μ 
καί ν, οηλ. τοιαΟτα ώστε : 

ΑΔ _ μ 
ΒΔ “ ν 

ς ύ .. 9 ττ. καί Ιστω ΔΖ κάθετος έπι 

τήν έφαπτομένην ΕΓ. ΕΙς 

τό τραπέζιον ΑΒΓΕ θά £χωμεν (§ 1200). 

ΔΖ = δ = σν — , σταθ. ποσότης. 

μ + ν μ + ν 

Ή ζητουμένη, κατά συνέπειαν, περιβάλλουσα είναι ή περιφέ¬ 
ρεια μέ κέντρον Δ καί άκτϊνα τό σταθερόν μήκος 6 (®*). 



ΒύΦεϊαι καί περιφέρεται χεμνόμεναι 


Πρόβλημα 478 

1472 . Νά γραφή περιφέρεια Ιχουσα κέντρον δοθέν σημεΐον Γ και 
τέμνουσα τάς πλευράς δοθείσης γωνίας Ο είς τρόπον, ώστε μία τών 



Στ. 938 

οριζόμενων χορδών ΑΒ να είναι παράλληλος προς δοθεΐσαν ευθείαν χ>*. 

46. Σ η μ. μ ε τ. Ή Απέκταοις και διά τάς (δννατάς) έσωτερικάς κοι- 
νάς Ιφαπτομένας είναι άμεσος. 
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Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον, εύκόλως διαπιστοΟμεν 
ότι τό μέσον Δ τής χορδής ΑΒ είναι τό κοινόν σημεΐον τής έκ 
τοΟ Γ καθέτου έπΐ τήν χγ καί τής διαμέσου Οθ τοΟ τριγώνου 
ΕΟΖ τοΟ σχήματος! 

Πρόβλημα 478—1 

1473* Νά γραφή περιφέρεια Ιχουσα δοθεϊσαν ακτίνα καί τέμνονσα 
τάς πλευράς δοθείσης γωνίας είς τρόπον, ώστε τό σχηματιζομβνον τε- 
τράπλευρον νά είναι τραπέζιον Ισοσκελές, Ιχον τάς βάσεις αύτοΟ κατά 

λόγον δοθέντα — · 

* ν 

Τό κέντρον τής περιφερείας Θά εύρίσκειαι έπΐ τής διχοτόμου 
(δ) τής γωνίας, αΐ δέ βάσεις Θά είναι κάθετοι έπ* αύτήν. 
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"Οδηγούμενοι ύπό τής όμοιότητος, φέρομεν 66ο καθέτους ΑΒ, 
Γ Δ έπΐ τήν διχοτόμον (δ), τών όποιων ό λόγος τών μηκών νά 

είναι ίσος πρός τόν δοθέντα Περιγράφομεν άκολουθως πε¬ 
ριφέρειαν (Ο) είς τό τραπέζιον ΑΒΓΔ καί έπΐ τής ΟΑ λαμβάνομεν 
τμήμα ΟΕ Τσον πρός τήν δοθεϊσαν άκτϊνα. Ή κορυφή Ο' τοϋ 
παραλληλογράμμου ΟΕΑ'Ο' είναι τό κέντρον τής ζητουμένης 
περίφερείας. 

Πρόβλημα 478-11 

1474* Δίδονται εύθεϊα ΧΥ και δύο σημεία Α, Β Εκατέρωθεν αυ¬ 
τής. Νά γραφή περιφέρεια διά των Α και Β, 
άποτεμνουσα επί τής ΧΥ τήν έλαχίστην δυνα¬ 
τήν χορδήν. 

"Εστω Ο τό κέντρον τής έν λόγω πε- 
ριφερείας καί Γ ή τομή τής εύθείας ΧΥ 
καί τής ΑΒ. Επειδή είς δοθεϊσαν περιφέ¬ 
ρειαν, ή έλαχίστη χορδή ήτις διέρχεται 
διά δοθέντος σημείου Γ, Εσωτερικού αυ¬ 
τής, είναι ή κάθετος έπΐ τήν διά του ση¬ 
μείου Γ άκτϊνα, τό κέντρον Ο θά πρέπει 
νά εύρίσκεται έπΐ τής καθέτου ΓΟ έπΐ 
τήν ΧΥ είς τό σημεΐον Γ. Επειδή δέ τό 
σημεΐον τοΟτο θά πρέπει νά είναι καί σημεΐον τής καθέτου ΔΟ 
είς τό μέσον τής χορδής ΑΒ, Βπεται ότι θά είναι ή τομή γών ευ¬ 
θειών τούτων, ΓΟ καί ΔΟ. 
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Πρόβλημα 479 

1476* Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο σημείων Α, Β καί 
τέμνουοα ΑοΦεΐσαν περιφέρειαν (Γ) κατά διάμετρον. 

"Εστω ΖΕ ή διάμετρος αυτή καί ΑΓΔ ή διά τού κέντρου Γ 
χορδή τής ζητουμένης περιφέρειας. Επειδή 


- ΑΓ . ΓΔ — ΓΕ . ΓΖ — ρ*. 

" γα -τ5'- 1 · 

( Ηχ ) '' \ τό μή κ °ζ ΓΔ κατασκευάζεται, ώς 

/ Ν. ) \ ) τρίτη Ανάλογος γνωστών μηκών. 

\\/ >/ ! / Όρίζεται έπομένως τό σημεΐον Δ 

η|*· — Χ ; / καί ή ζητουμένη περιφέρεια είναι ή 

V ν / / διά τών Α, Β, Α γραφόμενη. 

X. Διά τήν κατασκευήν τού σημείου 

^-— Α Δ γράφομεν ήμιπεριφέρειαν, Ιχου- 

Σχ. 941 . σαν τό κέντρον έπί τής ΑΓ, διερχο- 

μένην διά του Α καί διά τού άκρου 
Η τής καθέτου έπί τήν ΑΓ άκτϊνος τής περιφέρειας (Γ). Πράγματι. 

ΓΔ= = = ^ 

ΑΓ ΑΓ 


Πρόβλημα 430 

1476 . Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δυο σημείων Α, Β καί 
τεμνουσα περιφέρειαν δοϋεΐσαν (Π κατά χορδήν δοΦέντος μήκους λ. 

1) Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον καί ΜΝ = λ, άγόμεθα 


ο 



ΪΖ· 9*2· 


εις τόν προσδιορισμόν τού κοινού σημείου Ο τών χορδών ΑΒ 
καί ΜΝ. 

Γράφομεν πρός τούτο βοηθητικήν περιφέρειαν ΑΒΔΖ, τέμνου- 
σαν εις Δ καί Ζ τήν περιφέρειαν (Γ). Ώς γνωστόν, αί εύθεϊαι 
ΑΒ, ΜΝ καί ΖΔ διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου Ο. 
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Επειδή δέ ; ΟΜ , ΟΝ = ΟΑ . ΟΒ = ΟΤ 9 καί ΟΜ — ΟΝ = λ, 
τ6 μήκη ΟΜ, ΟΝ εύρίσκονται ευκόλως κατά τήν κατασκευήν 
τής § 298. 

2) Δυνάμεθα έπίσης νά εϋρωμεν χορδήν ΚΛ τής περιφέρειας 
(Γ) μήκους λ, νά γράψωμεν περιφέρειαν όμόκεντρον καί έφαπτο- 
μένην αύτής καί νά φέρωμεν έκ τοΟ Ο έφαπτομένην ΟΝΜ πρός 
τήν δευτέραν ταύτην περιφέρειαν. Ή περιφέρεια ήτις διέρχεται 
διά τών τεσσάρων σημείων Α, Β, Μ, Ν (άφοΟ ΟΑ.ΟΒ = ΟΜ.ΟΝ), 
πληροί τά έπιτάγματα τοΟ προβλήματος. 

Πρόβλημα 481 

1477 . Δίδονται τρία σημεία Α, Β, Γ. Νά γραφή περιφέρεια διά τών 
Α καί Β τοιαύτη, ώστε αΐ έκ του Γ 
πρός αυτήν έφαπτόμεναι νά έχουν μή¬ 
κος δοΦέν λ. 

Έστω (Ο) ή ζητουμένη περιφέ¬ 
ρεια καί ΓΤ = λ. Επειδή 

ΓΔ . ΓΑ = ΓΤ 3 = λ*. 

τό σημεΐον Δ κατασκευάζεται άμέ- 
σως, κατά τό σχήμα, ώς πούς τοΟ 
έπί τήν όποτείνουσαν ΑΓ ΰψους του 
όρθογωνίου τριγώνου ΑΓΕ καί 6χον- 
τος κάθετον πλευράν ΓΕ = λ. 

Ή περιφέρεια (Ο) εΤναι ή διά 
τών τριών σημείων Α, Β, Δ διερ- 
χομένη. -*· 



Πρόβλημα 481—1 

1478, Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο σημείων Α, Β καί 
τέμνουσα όρΦογωνίως δοθεΐσαν άλλην (Γ). 

Πρόκειται περί τοΟ (δίου προβλήματος (Σχ. 943), άφου τό μή¬ 
κος τής ΓΤ είναι γνωστόν καί Τσον πρός τήν άκτϊνα τής περιφέ¬ 
ρειας (Γ). Δυνάμεθα δμως νά έπιληφθώμεν τοΟ προβλήματος τού¬ 
του καί κατά γενικώτερον τρόπον. 

"Ας συνδέσωμεν τό κέντρον Ο τής (ζητουμένης) περιφέρειας 
πρός τά Α, Γ, Τ. θά έχωμεν 

ΟΓ 9 ΟΤ® — Γ Λ 3 =λ 2 
καί έπομένως ΟΓ 9 — Ο Α 9 = λ-. 

Τό κέντρον Ο θά είναι, δηλαδή, κοινόν σημείον-τής καθέτου 
είς τό μέσον τής ΑΒ καί τής καθέτου ΡΟ έπί τήν ΑΓ -τόπου 
τών σημείων, τών όποίων ή διαφορά τών τετραγώνων τών άπο- 
σιάσεων άπό τών Γ καί Α εΤναι ΐση πρός λ*. 

Πρόβλημα 481-11 

1479 . Νά γραφή περιφέρεια τοιαύτη, ώστε αί έχ τριών δοθέντων 
σημείων Α, Β, Γ, άγόμεναι προς αυτήν έφαπτόμεναι νά έχουν δο^έντα 
μήκη α, β, γ. 

Τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν κατασκευήν περίφερείας τεμ- 
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νούσης όρθογωνίως τρεις άλλας δοθείσας (Α, α), (Β,β) καί (Γ, γ). 

Τό κέντρον αύτής εΐναι τό σημείον τομής τών ριζικών άξόνων 
τών περιφερειών τούτων, άνά δύο λαμβανομένων. 

Πρόβλημα 481—III 

1480 . Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δοθέντος σημείου χαί 
τέμνουσα όρθογωνίως δύο δοθείσας περιφερείας. 

Είναι είδική περίπτωσις τού προηγουμένου προβλήματος. 

Πρόβλημα 482 

1481 . Νά γραφή περιφέρεια τέμνουσα όρθογωνίως τρείς άλλας δο¬ 
θείσας. 

Τό κέντρον τής περιφερείας ταύτης είναι τό ριζικόν κέντρον τών 
τριών δοθεισών περιφερειών, έπειδή αΐ έζ αύτού άγόμεναι έφα- 
πτόμεναι πρός τάς τρεις περιφερείας είναι Τσάι. Τό κοινόν μήκος 
των εΤναι ή άκτίς τής ζητουμένης περιφερείας (§ 1404 α). 

Πρόβλημα 483 

1482. Νά γραφή περιφέρεια τέμνουσα τρεις άλλας δοθείσας κατά 
διαμέτρους. 

"Οταν μία περιφέρεια (Ο) τέμνη δύο άλλας (Α) καί (Β) κατά 

διαμέτρους, τό κέντρον αύτής 
Θά εύρίσκεται έπΐ εύθείας ΔΟ 
καθέτου έπί τήν διάκεντρον 
ΑΒ - τόπου τών σημείων 6Γ β 
(Σχ. 944); 

ΟΑ*—ΟΒ , =α ϊ —β*^=μ·—λ 4 . (1) 

Όμοίως τό σημεΐον Ο θά 
εύρίσκεται έπί τής εύθείας ΟΕ, 
διά τά σημεία τής όποίας 
συμβαίνει 

β> _ γ» = ν» — μ*. (2) 

Ή τομή τών εύθειών ΔΟ. 
ΕΟ όρίζει τό κέντρον τής ζη-, 
τουμένης περιφερείας. Ή άκτίς 
αύτής είναι 

ΟΑ= ΟΜ =ΟΝ. 

1483. Παραχήρηοις . Αι τρεις εύΰεΐαι Ο Δ, ΟΕ και ή κατ' άνάλογον 
τρόπον όριζομένη ΟΖ, τέμνονχαι είς τό αυτό σημεΐον. Έκ τών σχέσεων 
πράγματι 

α 3 -β»=4λ*-λ> 
β* - γ* = ν· — μ* 
καί διά προσθέσεως κατά μέλη Επεται ή 
α* — γ· = ν* — λ*. 

Δηλ. τό σημεΐον Ο άνήκει είς τήν εύθεϊαν ΖΟ. 



( 3 ) 
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Πρόβλημα 483—1 

1484 . Διά δύο δοθέντων σημείων Β και Γ, να γραφή περιφέρεια 
τέμνονσα δοΰείσαν (Α) κατά διάμετρον. 

ΟΙ τόποι ΔΟ καί ΖΟ όρίζονται διά τών σχέσεων (Σχ. 944): 

α* — β* = — λ* (Γ) ή β* — σ* = λ* 

α» — γ· = — λ* (3') ή γ 1 — α* = λ*. 

Αρκεί, Αλλωστε, ή κατασκευή τής μιΑς έκ τών εύθειών αύτών. 
Επειδή τό κέντρον τής ζητουμένης περιφερείας θά εύρίσκεται καί 
έπΐ τής καθέτου είς τό μέσον τής ΒΓ. 

Πρόβλημα 483-11 

1486 . Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δοΰέντος σημείου Γ 
καί τέμνουσα δύο δο&είσας περιφερείας (Α) καί (Β) κατά διαμέτρους. 

ΟΙ τόποι ΔΟ, ΕΟ, ΖΟ (Σχ. 944), όρίζονται ύπό τών σχέσεων: 
α* — β» = μ* — λ 3 , 

Υ 1 - Ρ’ = μ*, 
γ» — α* = λ 3 , 

άντιστοίχως. 

Άρκεΐ ή κατασκευή δύο τυχουσών έκ τών εύθειών αότών. 
Πρόβλημα 483-ΙΙΙ 

1486* Νά γραφή περιφέρεια τέμνουσα όρΦογωνίως δύο περιφερείας 
(Α) καί (Β) καί κατά διάμετρον τρίτην (Γ). 



Διά τάς περιφερείας (Α) καί (Β), ό τόπος ΔΟ είναι ό ριζικός 
Αζων τών περιφερειών τούτων. Διά τάς (Α) καί (Γ), (Β) καί (Γ) 
οΐ τόποι εΤναι γνωστοί (§§ 1401 καί 1462). ΟΙ τρεις τόποι (ΔΟ, 
ΕΟ, ΖΟ) όρίζονται διά τών σχέσεων 

Ρ* — ά* = μ* — λ 1 , 
β·-γ· = μ* + ν\ 
α*-γ* = ν* + λ·. 
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Άρκεΐ ή κατασκευή 6οο έκ τών ευθειών αύτών. 

Δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν καί τΑ Ακόλουθα προβλήματα : 

Πρόβλημα 483—IV 

1487. 1) Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά σημείου Α, τέμνουσα 
ορθογωνίως περιφέρειαν (Β) καί κατά διάμετρον άλλην (Γ). 

2) *Η, τέμνουσα όρθογωνίως περιφέρειαν (Α) καί δύο άλλας (Β) και 
(Γ), κατά διαμέτρους. 

Πρόβλημα 484 

1488. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο σημείων Α, Β καί 
τέμνουσα περιφέρειαν δοθεΐσαν κατά ώρισμένην γωνίαν. 

(Μί&οδοι, § 226). 

Πρόβλημα 484—I 

1488 α. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Νά γραφή περιφέρεια φαινομένη έκ* 
των σημείων Α, Β, Γ ύπδ γωνίας α, β, γ, άντιστοίχως. 

Τό κέντρον τής περιφερείας ταύτης είναι τό σημεΐον έζ οδ φαί¬ 
νονται ύπό Τσας γωνίας τρεις περιφέρειαι μέ κέντρα τάς κορυψΑς 
του τριγώνου καί Ακτίνας Αναλόγους πρός τάς συντεμνούσας Γών 
ήμίσεων τών Αντιστοίχων γωνιών τοΟ τριγώνου. 

Τό πρόβλημα τοΟτο Αναψέρεται καί ύπό του Οαΐαΐαη είς τά 
Τλέο)'έτη€8 Η ΡτοΜέπιββ αύτοΟ (6η 6κδ., σ. 225, Ρ. ΧΓ,νΐ). 

Τό πρόβλημα τής § 861 α είναι τό έναλλαχτόν τοΟ Ανωτέρω. 
(Λ. (ίο Ο., τόμ. XIX, 1628 - 29, σ. 170). 


Σχήματα έγγεγ ραμμένα ή περιγε γραμμένα 
Πρόβλημα 486 

1489 . Δ οθ εντός δρθογωνίου τριγώνου, νά εύρεθή σημεΐον έπί τής 
νποτεινούσης αύτοΰ, έ| οΰ αί άγόμεναι παράλληλοι πρδς τάς πλευράς 
τής όρθης γωνίας νά σχηματίζουν μετ* αυτών όρθογώνιον πληρούν μίαν 
τών επομένων συνθηκών : 

Π 

1) *0 λόγος ιών πλευρών του νά είναι δοθείς — (Μέθοδοι, § 99 γ). 

2) Τό άθροισμα τών τετραγώνων δύο διαδοχικών πλευρών του δο- 
θέν τετράγωνον 1ί* (Μέθοδοι, § 99, δ). 

3) Τό γινόμενον τών αύτών πλευρών δοθέν τετράγωνον λ’ (Μέθοδοι, 

§ 99, ·)- 

Πρόβλημα 486—1 

1490 . Νά έγγραφή τετράγωνον είς δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ. 

ΑΙ δύο πρώται κατασκευαί Αναφέρονται είς τήν μέθοδον τοΟ 
αντιθέτου προβλήματος (§ 213). 

Λ'. Καταοχβνή (Σχ. 946). ΚατασκευΑζομεν τετράγωνον τυχόν 
Ζ'ΘΊ'Κ' 6χον μίαν πλευράν Ζ'θ' έπί τής ΑΓ καί μίαν κορυφήν 
Κ' έπί τής μιΑς τών Αλλων πλευρών ΑΒ. Φέρομεν τήν ΑΠ καί 
κατασκευάζομεν τό όρθογώνιον και προφανώς τετράγωνον Θ1ΚΖ. 
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Β’. Καταοχενή (Σχ. 947). Έπί τής βάσεως ΑΓ του τριγώνου ή 
έπί αιάς παραλλήλου πρός τήν βάσιν ταυτην, κατασκευάζομεν 
τετράγωνον ΑΓΕΔ καί φέρομεν τάς ΒΖΔ, ΒΘΕ. 

Ή Ζθ είναι ή πλευρά τού ζητουμένου τετρα¬ 
γώνου. 

Γ’. Μέθοδος άλ~ 
γεβρ^χη (Σχ. 949). 

"Εστω ΑΓ = β, 

ΒΗ = υ καί χ ή 
πλευρά τοΟ τετρα¬ 
γώνου. θά Εχωμεν 
ΙΓ _ _ΒΚ_ 

ΑΓ “ ΒΗ 


ή 


υ — χ 





Ρ 


και 


Σχ. »ιϋ. 

βυ 


ϊ*. 947. 


β+ϋ 


1490 α. Παρατηρήσεις. 1) Κατά τήν δευτέραν κατασκευήν, έάν τό 
βοηθητικόν τετράγωνον ΑΓΕΔ εύρίσκεται πρός δ μέρος τής πλευ¬ 
ράς ΒΓ εύρίσκεται καί τύ τρίγωνον (Σχ. 940), τό λαμβανόμενον 
τετράγωνον ΖΘΙΛ είναι παρεγγεγραμμένον εις τό τρίγωνον. 

Εάν ή κορυφή Β εύρίσκεται έπί τής ΔΕ, έάν οηλ. υ = β, τό 
παρεγγεγραμμένον τετράγωνον άφανίζε- 
ται είς άπειρον* έάν δέ ή κορυφή Β εύρί- 
σκεται είς τό Εσωτερικόν του βοηθητικού 
τετραγώνου, τό παρεγγεγραμμένον τε¬ 
τράγωνον εύρίσκεται πρός β μέρος τής 
πλευράς ΑΓ εύρίσκεται καί τό τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ. 




2) Είς τήν περίπτωσιν τοΟ παρεγγεγρσμμένου τετραγώνου 
(Σχ. 948), θά Εχωμεν 

χ _υ_+χ _ βυ 

β “ υ 1 χ ~υ-β ' 

*0 τύπος ούτος καταδεικνύει τάς διαφόρους Ιδιομορφίας άς 
παρουσιάζει τό παρεγγεγραμμένον τετράγωνον, άναλόγως τής 
σχέσεως τών μεγεθών τής βάσεως καί ύψους τοΟ τριγώνου. 

Γ εο) μετρ ία 46 
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3) *Αν χ καί χ' είναι αΐ πλευραί τοΟ έγγεγραμμένου καί τοΟ 
παρεγγεγραμμένου είς τό τρίγωνον τετραγώνου, θά Εχωμεν 


1 _Ρ + ο _1 

X βυ ’ χ' 


ο-Ρ 

υβ 


Αρα καί 



Είναι δηλ. ή βάσις μέση Αρμονική τών πλευρών τών τετραγώ¬ 
νων τούτων. 


4) *0 τύπος 


Ρ« 

χ ~β + υ ’ 


τών πλευρών τών Εγγεγραμμένων τετραγώνων, Επιτρέπει τήν 
σύγκρισιν πρός Αλληλα τών τριών τετραγώνων—ένός έφ' έκάστης 
πλευράς—Ατινα έγγράφονται είς τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Επειδή τό γινόμενον βυ εΤναι σταθερόν καί διά τάς τρεις 
πλευράς τοΟ τριγώνου, Τσον πρός τό διπλάσιον Εμβαδόν αύτοΟ, 
τά μήκη τών πλευρών τών τριών τετραγώνων 

αυ α = 2Ε 2Ε 2Ε 

α + υ β ρ β + υ@ ν γ + υ ν 


θά Εχουν τάξιν μεγέθους Αντίστροφον τής τάζεως τών αεγεθών 
α + υ α . Ρ + υ βι Υ + υ γ . Καί Επειδή οΐ δύο προσθετέοι έκάστου 
τών Αθροισμάτων τούτων Εχουν γινόμενον σταθερόν, τό Αθροισμά 
των γίνεται μικρότερον έφ* δσον (§ 344) ή διαφορά των άπ* άλ- 
λήλων γίνεται μικροτέρα. Επομένως: 

*Εκ τών τ βτραγώνων τών ίγγραφομένων βϊς τρίγωνον, μέγιοτον βϊναι τό 
Ιχον 'πΧίνράν χβιμένην ίπι ίκβίνης τής χλβνράς, &φ' ής ή διαφορά τοϋ ίχ* 
αυτήν ϋψονς βίναι ίλαχίοτη. 

θ υ 

Διά β = υβ , ή πλευρά τοΟ μεγίστου τετραγώνου είναι = — 

καί ή έπιφάνειά του τό ήμισυ τής τοΟ τριγώνου. 

Τό γενικόν πρόβλημα διατυποΟται καί ώς έξής : 


Πρόβλημα 485-11 

1490β. Δίδονται τρεις εύθεΐαι τεμνόμεναι άνά δύο. Νά κατασκευα· 
σθή τετράγωνον, εχον δύο κορυφάς έπΐ τής μιας αύτών καί τάς δύο 
Αλλος Επί τών δύο Αλλων ευθειών. 

Υπάρχουν Εξ, έν γένει, τοιαΟτα τετράγωνα. 

Πρόβλημα 486- III 

1490 γ, Νά έγγραφή τετράγωνον είς δοθέντα κυκλικόν τομέα 
Ο ΑΒΓ. 

Α\ Καταοχβνη (Σχ< 950). Έπί τής χορδής ΑΓ, ή Επί παραλλή¬ 
λου πρός αύτήν Μ'Ν', κατασκευάζομεν τετράγωνον Λ'Μ'Ν'Ρ'. 
ΑΙ ΟΛ, ΟΡ' όρίζουν δύο κορυφάς, Λ καί Ρ, τοΟ ζητουμένου τε¬ 
τραγώνου. 

Π. ΚαταοΗτνη (Σχ. 951). Έάν μία τών πλευρών τοΟ ζητουμένου 
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τετραγώνου πρέπει νά εύρίσκεται έπΐ μιδς τών άκτίνων, τό βοη- 


* 




θητικόν τετράγωνον Λ'Μ'Ν'Ρ' μας όδηγεϊ άμέ^ς είς τήν άντί- 
στοιχον κατασκευήν. 


Πρόβλημα 486 

1491 · Νά έγγραφή είς περιφέρειαν όρθογώνιον δμοιον δοθέντος άλλον. 
(Μέ&οόοι, § 100 Υ). 


Πρόβλημα 486-1 


* 1491 α» Νά έγγραφή είς δοθέν ημικύκλιον όρθογώνιον δμοιον 8ο- 
δέντος άλλον 


Άνατρέχομεν είς τά δμοια σχήματα 

1) Έστω · φέροντες τήν 

ΓΟ, εύρίσκομεν 

ΔΖ _ ΓΑ _ μ 

ΖΘ ΑΒ ν 

2) Έάν ή μικροτέρα βάσις τοΟ όρ- 

θογωνίου πρέπει νά είναι ή έπί τής 

διαμέτρου εύρισκομένη, λαμβάνομεν τό 
τμήμα ΗΓ' οϋτως, ώστε 


ή είς τούς γεωμ. τόπους. 




_ Η _ 


Γ 

— 

1 


- —■— ^ 

1 

Λ' 

"·*1 

Γ 



'\ 

Δ 

/ 

( 


1 * 

ϊ / / 


\ 

Β 1 

Β - 1 

Θ' ο Τ 

1 Α 


Σι. θκ. 


ΟΗ __ μ Λ Ζ'θ' _ μ 
2 ΗΓ' ν η Δ'Ζ' ν 


Πρόβλημα 486-11 

1492 . Νά έγγραφή είς περιφέρειαν δρθογώνιον, τού όποιου ή δια¬ 
φορά των τετραγώνων δύο διαδοχικών πλευρών νά εΐναι δοθέν τε¬ 
τράγωνον 1^·, 

(Μβ&οόοι, § 100. ε). 
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Πρόβλημα 487 

1463, Είς δοθέν τρίγωνον νά έγγραφή όρθογώνιον δοθείσης περι¬ 
μέτρου 2 τ. 

Νά διερευνηθή το πρόβλημα διά πάσας τάς δυνατάς τιμάς του μή¬ 
κους τ καί νά έξετασθοΰν αΐ περιπτώσεις 

ρ < υρ ή β = υρ ή β > υρ . 

(Μίϋοίοι, §§ 190 καί 256). 

Πρόβλημα 487—1 

1464, Νά έγγραφή είς τρίγωνον ΑΒΓ παραλληλόγραμμον ΜΝΠΡ, 
εχον την πλευράν ΜΝ παράλληλον πρός τήν βάσιν ιοΰ τριγώνου, τάς 
ΜΡ,ΝΠ πλευράς παραλλήλους πρός δοθεϊσαν διεύθυνσιν, καί, τοιοΰτον, 
ώστε ή περίμετρος αΰτοΰ νά έχη δοθέν μήκος 2 λ. 

(Μέθοδο/, § 192). 


Πρόβλημα 488 

1466, Είς δοθέν τρίγωνον νά έγγραφή ορθογώ¬ 
νιον Ιχον διαγώνιον δοθέντος μήκους. Έλάχιστον 
του μήκους τούτου; 

(Μέθοδο/, §§ 193, 195). 

Πρόβλημα 488— I 

1466 . ΕΙς δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή όρ¬ 
θογώνιον, του όποίου μία διαγώνιος νά είναι πα¬ 
ράλληλος πρός δοθεϊσαν ευθείαν ΓΧ. 

Μεταφέρομεν τήν κορυφήν Β είς Β', έπί τής 
καθέτου Αυ έπί τήν βάσιν ΑΓ καί φέρομεν τήν 
ΑΖ' παράλληλον τής ΓΧ. 

Τό όρθογώνιον Ε'Ζ'ΘΆ όδηγεϊ άμέσως είς 
τό, ίσον πρός αύτό καί έγγεγραμμένον είς τό 
τρίγωνον, ΕΖΘΗ. 




Σ*. Μ*. 


Πρόβλημα 488—II 

1497 . Είς τό τυχόν τρίγωνον, νά έγγραφή όρθογώνιον δμοιον 6ο- 
θέντος άλλου. 

(Μέθοδος γεωμετρική, § 209* Μέθοδος Αλγεβρική, § 303, α). 
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Πρόβλημα 489 

1498 . Είς Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή ορθογώνιον ΡΜΝΠ, 
εχον περίμετρον διπλασίαν τής τοΰ Ισοσκελούς τριγώνου ΜΒΝ. 

"Εστω 2 (ΜΡ + ΜΝ) = 2 (ΜΝ + 2 ΒΜ) (σχ. 954). 

Τ ό πρόβλημα συνίσταται είς τήν εϋρεσιν σημείου Μ τοιούτου, 
ώστε ή κάθετος ΜΡ νά είναι διπλάσιά του τμήαατος ΒΜ. 

Βοηθούμενοι ύπό τών όμοίων σχημάτων, όδηγούμεθα είς τήν 
κατασκευήν τής καθέτου Αλ, δι τσίας είς μήκος τής πλευράς 
ΒΑ καί είς τήν Αγωγήν τ ής Ε ύθ. » ΒΛ. Ή τομή αύτής καί τής 
βάσεως ΑΓ όρίζει τήν κορυφήν Ρ τοΟ ζητουμένου όρθογωνίου. 

Πρόβλημα 489—1 


1499 . "Ομοιον πρόβλημα. Ή περίμετρο; τοΰ τριγώνου ΜΒΝ νά 


είναι τά τής περιμέτρου τοΰ όρθογωνίου. 

•Έστω ΑΓ = 2β ( υρ = υ, ΑΒ = λ καί 
ΒΔ = χ. ΕύρΙσκομεν : 

ΒΜ + ΜΔ = 4"(Μ ρ +2ΜΔ), 



Δηλαδή 


λ 1* η" π γ 

*"”ϊί."'Τ 


_ 2υ 8 

Χ — 3λ + 2υ —β ’ 


ϊχ. 951. 


τετάρτη Ανάλογος γνωστών μηκών. 

Παραχήρηαις. Κατ* άνάλογον τρόπον έργαζόμεθα καί διά λόγον 
τών περιμέτρων τυχόντα. 


Πρόβλημα 489-11 

1600 . Όμοίως: Τό άθροισμα τών περιμέ'φων τοΟ μικρότερου Ισο 
σκέλους τριγώνου καί τοΰ όρθογωνίου νά είναι δοθέν μήκος μ. 

ΧρησιμοποΐοΟντες τάς προηγουμένας έκφράσεις, εΰρισκομεν 
τήν έξίσωσιν 


έξ ής 


λχ βχ 2ρχ 

- \- --μ υ - χ Η- - — = ι 

υ 1 υ 1 1 υ 

__ υ(μ—υ) 

~~ λ + 3β-υ ' 


Πρόβλημα 489— III 

1601* Όμοίως: Ή διαφορά τών περιμέτρων τοΰ όρθογωνίου καί 
τοΰ τριγώνου νά είναι βοθέν μήκος μ. 

ΕύρΙσκομεν 


υ (υ - μ) 

υ+λ-β’ 
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Πρόβλημα 4Θ0 


1602 . Νά έγγραφή είς δοθέν τρίγωνον άλλο, τοΰ οποίου αΐ πλευραί 
νά είναι παράλληλοι πρδς δοθείσας διευθύνσεις. (Ρ&υΐ δείτε*, Όείϊ 
ιηέΙδο<1ε8 βπ Οέοιπέΐτίβ). 


Φέρομε ν εύθεΐαν Ε'Ζ' 



παράλληλον πρός μίαν τών δοθεισών 
διευθύνσεων και έκ τών σημείων Ε', Ζ', 
καθ 1 ά αυτή τέμνει τάς πλευράς ΓΒ 
καί ΓΑ τοϋ τριγώνου, ψέρομεν παραλ¬ 
λήλους πρός τάς άλλας διευθύνσεις, 
τάς Ε'Δ' καί Ζ'Δ'. 

Έκ τοΟ σημείου Δ καθ’ 0 ή ΓΔ' 
τέμνει τήν πλευράν ΑΒ, άγομεν τάς 
ΔΕ καί ΔΖ, παραλλήλους άντιστοίχως 
πρός τάς ΔΈ καί Δ'Ζ'. Ένεκα τών 
όμοίων τριγώνων, τό τρίγωνον, ΔΕΖ 
είναι τό ζητούμενον. 


1602 α . Παρατηρήσεις. 1) Τό πρόβλημα έπιδέχεται καί τρεις άλ¬ 
λας λύσεις. 

Πράγματι, έάν ψέρωμεν τήν εύθεΐαν Ε'Ζ', παράλληλον πρός 
τήν ΕΖ, έγγεγραμμένην είς τήν γωνίαν Γ καί έξωτερικήν τοΟ τρι¬ 
γώνου, καί κατόπιν τάς Ε'Δ,', Ζ'Δ,', παραλλήλους τών ΔΖ καί 
ΔΕ άντιστοίχως, λαμβάνομεν διά τής Ιδίας, ώς προηγουμένως, 



Σ], 957. 

κατασκευής τρίγωνον Ε 1 Δ ι Ζ ι , πληρούν τάς συνθήκας τοΟ προβλή¬ 
ματος άλλά παρεγγεγραμμένον είς τό τρίγωνον. 

Δύο άλλας όμοίας « παρεγγεγραμμένας * λύσεις θά έλαμβάνομεν 
έάν έφέρομεν τήν Δ"Ζ" έγγεγραμμένην εις τήν γωνίαν Α, ή τήν 
Δ'Έ" έγγεγραμμένην είς τήν γωνίαν Β (μή φαινομένας είς σχήμα). 

2) Έάν δίδεται τό έγγεγραμμένον τρίγωνον ΔΕΖ, εύρίσκομεν 
εύκόλως τά τρία παρεγγεγραμμένα τρίγωνα, θεωροΟντες τό άγτι- 
ονμπληρωμαχιχόν τρίγωνον δεζ του ΔΕΖ. 
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Ή 6 όρίζει τήν εύθεϊαν ΓΔ λ , δρα καί τήν κορυφήν Δ! τοΟ ένός 
έκ τών παρεγγεγραμμένων τριγώνων. 

ΑΙ δέ εύθεΐαι εΑ καί ζΒ άνά μίαν τών κορυφών τών δύο Αλλων 
άναλόγων τριγώνων. 

3) Έάν αΐ δοθεΐσαι διευθύνσεις είναι αΐ τών πλευρών τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ, τό έγγεγραμμένον τρίγωνον είναι τό μέσον τρίγω¬ 
νον ή συμπληρωματικόν του ΑΒΓ (§ 432, Παρατήρησις). 

Είς τήν περίπτωσιν αυτήν καί άπό γεωμετρικής Απόψεως 6έν 
όρίζονται τά παρεγγεγραμμένα τρίγωνα. Επειδή τότε τά σημεία 
Γ καί δ συμπίπτουν. 

Πρόβλημα 490—1 

1502β. ΕΙς δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή άλλο δεζ, Ισον πρός 
δοθέν ΔΕΖ. 

Άνατρέχομεν είς τό Αντίθετον πρόβλημα. (Μέ&οόοι, § 215). 

Σημείωσες . Τό Ανωτέρω πρόβλημα έκτίθεται είς τό πρώτον βι- 
βλίον τών Ρτίηοίρία τηαίΗβγηαίΐοα ρ/ιΐίοδορ/ιίαβ ηαίΗταΙίβ τοΟ Νεύτω- 
νος (Ιναη Αίεχβηότοίί : ΡτοΜέτηΜ άβ ΟόοιηέΙτήβ έΐέτηβηίαχνβ, ανοη- 
ρέ* ά ρ αρ^8 Ιβ9 ΜέΙΗοάβ$ βτηρίονέεδ ροηΓ Ιβην τέβοΙηΟοη, σ. Θ3, 84, 
η° 425). 

Πρόβλημα 491 


1603. ΕΙς δοθεϊσαν περιφέρειαν νά έγγραφή Ισοσκελές τρίγωνον; 
τοΰ όποίου δίδεται τό άθροισμα λ τής βάσεως καί τοΰ ΰψους αύτοϋ. 
Νά διερευνηθή τό πρόβλημα. 

(α) Κατασκευή. Γνωρίζομεν (§ 211) ότι 

ΘΑ πρέπει νΑ λΑβωμεν ΒΕ=-^-, ΒΑ — λ 

καί νά φέρωμεν τήν ΕΛ. 

Υπάρχουν δύο λύσεις, ΒΑΓ, ΒΑ'Γ'. 

Ή διερεύνησις του προβλήματος γίνε¬ 
ται εύκόλως διά τής παραλλήλου μετα- 
τοπίσεως τής ευθείας ΕΛ. 

(β) Μεγιοτον τον μήκους λ. Τούτο παρέ¬ 
χεται διά τής έφαπτομένης ΘΗ. Διά τόν 
Απολογισμόν του, θεωρουμεν τά όμοια 
τρίγωνα ΡΟΜ καί ΒΘΗ. 

ε ι ΟΡ Βθ 1 

Επειδή 



θά έχωμεν 
ΟΡ =-1-ΡΜ, 
άρα καί 


ΡΜ 


ΡΜ 3 ■ 


ΡΜ 3 


ΒΗ 


= ΟΜ 3 = ρ 3 


ΡΜ = , ΟΡ — -£= 

ί 5 1/5 

Έκ του όρθογωνίου τριγώνου ΟΜΗ, εύ 
ρίσκομεν 

ΟΗ . ΟΡ = ΟΜ’ ή ΟΗ = ^^ = ρ>: 
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Επομένως, 

ΒΗ = μέγιστον τοϋ λ = ΟΗ ΟΒ = ρ (V 5 + 1). 

(V) "Εστω λ = 2ρ (Σχ. 959). 

Μία λύσις όρίζεται υπό τοΟ σημείου Μ· ή άλλη, ύπό του ση - 
μείου Η, άνάγεται είς τήν (διπλήν) εύθεΐαν ΒΗ. 

(δ) "Εστω ΒΛ = λ<2ρ. Τό σημεΐον Α' δίδει τήν λύσιν Α'ΒΓ' 
τοΟ προβλήματος: 

Α'Γ'+ ΒΔ'= λ* 

διά τό Α δμως είναι 

ΒΔ — ΑΓ = ΒΔ — ΔΛ = λ. 

* Ωστε : Έάν ή εύθεΐα ΕΛ τέμνη τήν διά τοΟ Β διάμετρον τής 
περίφερείας είς σημεΐον Εσωτερικόν αύτής, 0<λ <2ρ, τό Εν τών 
σημείων τομής δίδει λύσιν τοΟ τεθέντος προβλήματος, ένω τό 
άλλο άντιστοιχεΐ είς λύσιν τοΟ Επομένου προβλήματος : 

1504 . Πρόβλημα . Νά έγγραφή είς δοάβΐσαν περιφέρειαν Ισοσκελές 
τρίγωνον μέ διαφοράν τής βάσεως από του ύψους αύιοΰ Ισην πρός δο- 
θέν μήκος λ. 

Τό μήκος λ δύναται νά Εχη τυχοΟσαν 
τιμήν μεταξύ τοϋ 0 καί 2ρ. 

(ε) λ = 0. 

Διά τό άθροισμα, ή λύσις περιορίζεται 
είς τό σημεΐον Β. Διά τήν διαφοράν, εύ* 
ρίσκομεν τρίγωνον ΒΙΚ (Σχ. 959), του 
όποίου ή βάσις εΐναι Τση πρός τό Οψος. 

(ζ) λ <! 0, 8ηλ. φερόμενον κάτω τοΟ ση¬ 
μείου Β (£χ. 960). 

Λαμβάνομεν πάλιν 

ΒΕ =γ= -1- λ, ΒΛ=λ. 

θά Εχωμεν 
ΑΤ' = Δ'Λ, 

Α'Γ' — Δ'Β = ΒΛ — λ. 

ΑΓ —ΔΒ = ΒΛ = λ. 

Τά δύο, όν γένει, ταΟτα τρίγωνα ΑΒΓ καί Α'ΒΓ', εΐναι λύσεις 
τοΟ άκολούθου προβλήματος : 

1504 α . Πρόβλημα. Νά έγγραφή είς δοθεΐσαν περιφέρειαν Ισοσκε¬ 
λές τρίγωνον μέ διαφοράν τοΰ ύψους από τής βάσεως. αύιοΰ δοϋέν 
μήκος λ 

(η) Μέγιαχον τής διαφοράς λ. Τούτο άντιστοιχεΐ είς τήν έφαπτο- 
μένην ΜΗ. Καί έπειδή 

ΟΒ =ρ, ΟΗ = ρΥΤ. 

θά είναι 

ΒΗ = μέγιστον τής διαφοράς λ = ρ (V 5 — 1). 



καί 

Επίσης, 
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Πρόβλημα 491—1 

1505 . Δίδεται περιφέρεια καί ζητείται τά άχθη χορδή παράλληλο; 
δοθείσης έφαπτομένης (ε) καί τοιαύτη, ώστε τό ορθογώνιον, μέ μίαν 
βάσιν την χορδήν ταύτην καί την απέναντι αύτής κειμένην έπί τής έφα¬ 
πτομένης (ε), να είναι τό έχον δοθεΐσαν περίμετρον. 

4 Η περίμετρος τοΰ όρθογωνίου τούτου είναι διπλασία του άθροί- 
σματος τής βάσεως καί τοΰ ύψους τοΟ Ισοσκελούς τριγώνου, τοΰ 
δχοντος τήν ζητουμένην χορδήν ώς βάσιν καί ώς κορυφήν τό ση¬ 
μείου έπαφής τής παραλλήλου πρός τήν χορδήν έφαπτομένης. 

Πρόβλημα 492 

1506 · Δίδονται ΐιεριφέρεια καί ευθεία ΧΥ. Νά άχθη χορδή τής πε. 
ριφερείας τοιαύτη, ώστε τό τετράγωνον, τό έχον ώς μίαν πλευράν τήν 
χορδήν ταύτην, νά έχη τήν απέναντι αύιής πλευράν κειμένην επί τής 
δοθείσης ευθείας. 

Νά διερευνηθή τό πρόβλημα, ύποθέτοντες μεταβλητήν τήν άπό- 
στασιν του κέντρου τής περιφέρειας άπό τής ευθείας. 

(Μέ&οδοι, § 255. Επίσης, *Ασκ. Άλγέβρας Οπό Ρ. Ο. - Μ., 4η 
ίκδ., η° 1460, σ. 743). 


Πρόβλημα 492—I 

1507, Ανάλογου πρόβλημα. Τό τετράγωνον αντικαθίσταται υπό 
όρθογωνίου όμοιου πρός δοθέν άλλο. 

Λύσις ή αυτή. Κατασκευάζομεν έπί τής ΧΥ όρθογώνιον (μ, ν) 
ΰμοιον τοΟ δοθέντος. 

Αιβρβννηαίς, Έστω μ > ν. 

Υπάρχουν δύο κύριαι περιπτώσεις: 

1) Έάν ή χορδή είναι όμόλογος τής μ πλευράς. 

2) Έάν αυτή είναι όμόλογος τής ν πλευράς. 

Ή πλήρης διερεύνησις έκάστης τών περιφερειών τούτων γίνε¬ 
ται ώς και είς τήν περίπτωσιν τοΟ τετραγώνου. 


Πρόβλημα 493 

1508 . Δίδονται πέριφερεια καί 
ευθεία ΧΥ. Νά άχθη χορδή τής πε- 
ριφερείας τοιαύτη, ώστε τό ορθο¬ 
γώνιον, τό έχον ώς μίαν πλευράν 
τήν χορδήν ταύτην καί τήν απέ¬ 
ναντι αύτής κειμένην έπί τής ευ¬ 
θείας, νά εχη ώς περίμετρον δοθέν 
μήκος 2 λ. 

Νά διερευνηθή τό πρόβλημα ; 

1) "Οταν ή ευθεία ΧΥ είναι στα¬ 
θερά καί μεταβλητόν τό μήκος 2 λ. 

2) "Οταν τό μήκος 2 λ είναι στα¬ 
θερόν καί μεταβλητή ή άπόστασις 
τής ευθείας άπό τοΰ κέντρου τής 



περίφερείας. 
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Τό γνωστόν ήδη πρόβλημα (§§ 211 καί 1503), όδηγεΐ άμέσως 
εις τήν Ακόλουθον κατασκευήν: 

Λαμβάνομεν (Σχ. 961) ΒΕ = , ΒΛ = λ και φέρομεν τήν εύ- 

θεΐαν ΕΛ. 
θά Εχωμεν 

ΑΓ = ΔΑ 

καί Επομένως 

ΑΓ + ΒΔ = ΒΛ = λ, 
ή 2ΑΓ + 2ΑΝ = 2λ. 

Διερεύνηοις. 1) ΔΓ ώρισμένην θέσιν τής ΧΥ καί μεταβλητόν 

λ, ή διερεόνησις γίνεται ώς καί 
εις τήν περίπτωσιν τοΟ ίσοσκε- 
λοΟς τριγώνου. Τό μέγιστον ΒΗ τοΟ 
μήκους λ δίδεται υπό τής Εφαπτο¬ 
μένης ΘΜΗ. 

Έάν α είναι ή άπόστασις ΟΒ, 
εόρίσκομεν 

ΟΗ = ρ Ϋ5. ΟΒ = σ 
καί 

ΒΗ — μέγιστον του λ = α-(-ρΥ!Γ 

2) “Εστω τώρα λ σταθερόν καί 
α μεταβλητόν. 

Ή διερεόνησις δέν παρουσιάζει 
καμμίαν δυσκολίαν. Άρκεϊ νά ύπο- 
δείξωμεν τό μέσον, όπως άναγνωρί- 
ζωνται άμέσως αΐ λύσεις τοΟ προ¬ 
βλήματος καί έκ τής άπλής όψεως 
τοΟ σχήματος, κατά τήν (παράλλη¬ 
λον) μετατόπισιν τής εόθείας ΧΥ. 
Λαμβάνοντες 



εόρίσκομεν 


ΟΕ= ΟΖ = -^λ, ΟΛ = ΟΚ = λ. 
ΕΖ = λ, ΛΚ ~2\ 


καί ή μετατόπισις τής ευθείας ΧΥ Ανάγεται εις τήν όλίσθησιν του 
ρόμβου ΕΛΖΚ κατά μήκος του άξονος υυ\ 

1) Υπάρχουν τόοαι λύοεις δσαι και κοιναι χορδαι τής περιφέρειας καί 
τον ρόμβου . Δηλαδή τέσσαρες έν γένει. 

2) "Οταν αί πλευραί τον ρόμβου συναντούν τήν περιφέρειαν, τό άθροι¬ 
σμα τής βάαεως και νψονς τον αντιστοίχου όρθογωνίον είναι λ ή β + υ = λ. 

3) *Εάν αί προεκτάσεις τών πλευρών τον ρόμβον, αί πέραν των κορυ¬ 
φών Λ και Κ αύτον, συναντούν τήν περιφέρειαν, θά ϊχωμχν υ — β = λ. 

4) Έάν τούτο αυμβαίνη διά τάς προεκτάσεις τών πλευρών είς τα Ε και 
Ζ, θά είναι β — υ = λ. 

5) Έάν δυο τών πλευρών τον ρόμβον, λ. χ. αί ΕΛ, ΖΛ, άποβονν εφα- 
πτόμεναι τής περιφέρειας, δύο λύσεις συμπίπτουν είς μίαν και διά τήν άντί- 
οτοιχον, τής θέσεως ταύτης, θέσιν τής ΧΥ τό μήκος λ είναι τό μέγιστον 
δυνατόν. 
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6) * Αναλόγως τών διαφόρων τιμών τ&ν μηκών α, λ, ρ, *ό πρόβλημα 
ίπιόέχβτ α< τίσααρας, τρεις, δύο, μίαν η καμμίαν λνσιν . 

Πρόβλημα 494 

1509 . Δίδονται περιφέρεια καί δύο σημεία Δ, Ζ. *Νά εύρεθή ση¬ 
μεΐον Γ τής περίφερείας τοιοΰτον, ώστε αΐ συνδέουσαι αυτό μετά των 
σημείων Δ καί Ζ εύΦεϊαι νά τέμνουν τήν περιφέρειαν κατά σημεία Α 
καί Β, όρίζοντα χορδήν παράλληλον τής ΔΕ ευθείας. 

Α'. Λνσις. Ύπενθυμίζομεν έν συντομίςι τήν λύσιν ήν άνεπτύζα- 
μεν είς τάς Με&όδούς (§ 140). 

Ύποθέτομεν ιό πρόβλημα λελυμένον καί φέρομεν τήν έφαπτο- 
αένην εΙς τό Α, τέμνουσαν τήν εύθεΐαν ΔΖ είς Ε (Σχ. 963). 
Επειδή τά τρίγωνα ΑΔΕ καί ΖΔΓ είναι δμοια, θά Εχωμεν τήν 
άναλογίαν 


ΔΕ 

ΔΓ 


ΔΑ 

ΔΖ 


έξ ής ΔΕ 


ΔΑ . ΔΓ 
ΔΖ 


ΔΤ» 
ΔΖ ' 




Επειδή ή τελευταία ποσότης εΤνσι γνωστή, τό σημεϊον Ε κα¬ 
τασκευάζεται, άρα καί τά σημεία Α καί Γ. 

Β’. Λνσις (Σχ. 964). Γνωρίζομεν δτι αΐ περιφέρειαι, αΙ έψαπτό- 
μεναι άλλήλων έσωτερικώς είς σημεΐον θ, τέμνονται κατά χορΒάς 
παραλλήλους ύπό τών πλευρών τυχούσης γωνίας έχοόσης τήν 
κορυφήν της είς τό θ. Τό πρόβλημα, συνεπώς, άνάγεται είς τήν 
κατασκευήν περιφέρειας, διερχομένης διά τών Δ, Ε και έφαπτο- 
μένης τής δοθείσης: 

Κατασκευή, Διά τών σημείων Δ και Ε γράψομεν τυχοϋσαν περι¬ 
φέρειαν, τέμνουσαν τήν δοθείσαν κατά τήν εύθεΐαν ΜΝΟ. ΑΙ δύο 
έκ τοϋ Ο έφαπτόμεναι Οθ, ΟΓ' δίδουν τάς δύο λύσεις τοΟ προ¬ 
βλήματος. 

Παρατήρησις. Είς τήν δευτέραν κατασκευήν δυνάμεθα νά όδη- 
γηθώμεν καί έκ τής παραιηρήσεως δτι τό σημεΐον θ είναι τό κέν- 
τρον όμοιότητος τών τριγώνων ΘΑΒ, ΘΔΕ, ώς καί τών περιγε- 
γραμμένων περιφερειών είς τά τρίγωνα ταΟτσ. Επομένως, τό ση¬ 
μεΐον θ είναι τό σημεΐον έπαφής μιδς τών περιφερειών τούτων, 
ώς τής δοθείσης ΑΜΘ, καί τής διερχομένης διά τών σημείων 
Δ καί Ε. 
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Πρόβλημα 496 

1610 . Δίδονται δυο σημεία Α, Η, μία περιφέρεια καί μία ευθεία 
ΒΓ. Νά εύρεθή επί τής περιφερβίας σημεϊον Ε τοιοΰιον, ώστε αΐ συν* 
δέουσαι αυτό μετά των Α καί Η εύθεϊαι, νά δρίζουν έπί τής περιφβ* 
ρείας χορδήν Ζθ παράλληλον τής ευθείας ΒΓ. 

(Μέύοδοι, § 52). 


Πρόβλημα του Οο&ίιΙΙοη 496 

1511 . Δίδονται περιφέρεια καί τρία σημεία. Νά έγγραφή είς την 
περιφέρειαν τρίγωνον τού οποίου αΐ πλευραί νά διέρχονται, άνά μία, 
6Γ έκαστου τών, τριών δοθέντων σημείων. 

(Μέ&οδοι, § 51). 

1511 α. Σημείωσές. Ό Πάππος Βλυσε τό πρόβλημα τοΟτο είς τήν 
περίπτωσιν καθ* ήν τώ τρία δοθέντα σημεία κεΐνται έπ' ευθείας 
γραμμής. Ό 0&δπ€;1 ΟΓβπιβΓ—είς τόν όποιον όφείλονται καί οί 
όμώνυμοι τύποι τής Άλγέβρας—έγενίκευσε τό πρόβλημα διά τυ- 
χουσαν θέσιν τών τριών σημείων καί τό προέτεινε πρός λύσιν είς 
τόν Ο&δίΐΠοη., Ό μαθηματικός οΰτος Βδωσεν μίαν συνθετικήν λύ- 
σιν τοΟ προβλήματος τό 1776, συναγομένην έξ έκείνης τοΟ Πάπηου . 

Τό ίδιον Βτος, ό έδημοσίευσε μίαν πολύ άπλήν άνα· 

λυτικήν λύσιν ή κομψοτέρα πάντως κατασκευή εΤναι αύτή τήν 
άποίαν δίδομεν καί όφείλεται είς τόν Αηηίΐίίΐΐε ΟίοτάΛπο άΐ Οηα- 
ΐαηο. Καί άλλοι έπίσης έπελήφθησαν του ίδιου προβλήματος, ώς 
οί Μαΐίαίίΐ, ΕΗιιϊΙΗογ, δβΓνοίε καί ΡοηοεΙ«4. 

(Βλ. σχετικώς: Ν. Α., 1844, σ. 463, σημείωμα τοΟ ΤβΓςιιβιπ, 
Α. ά. Ο., τ. II, 1811-12, σ. 27 -29 καί τόμ. XIV, 1823 - 24, σ. 46 
καί 48. 

Πρόβλημα 496—1 

1511 β. ΕΙς δοθεΐσαν περιφέρειαν, νά περιγραφή τρίγωνον, εχον άνά 
μίαν των κορυφών του έπι έκάστης έκ τριών δοθεισών ευθειών. 

Τό έναλίακτον τοΟ προηγουμένου τοΟ Ο&δίΐΠοη πρόβλημα τοΟτο 
λύεται εύκόλως διά τών Αντιστρόφων πολικών (Α. ά. Ο., τόμος I, 
1810-1811, σ. 125). *0 δοΓνοΐβ, καθηγητής τότε είς τήν σχολήν 
πυροβολικοϋ τοΟ ΕβίέΓ€, έπέλυσε αύτό διά τής χρήσεως μόνον 
του κανόνος (Αύτόθι, σ. 337). 

Πρόβλημα 496-11 

1512 · Είς δοθέν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, νά περιγραφή άλλο, δμοιον 
δοθέντος εηζθ (Τεπιέ, σ. 16, π° 12 τών Εχ&πιβη κλΛ. αΰτοϋ). 

Εργαζόμενοι κατά τρόπον άνάλογον έκείνου δν έφηρμόσαμεν 
διά τήν περιγραφήν τετραγώνου είς δοθέν τετράπλευρον (§ 1020), 
άγόαεθα είς τά έπομένας κατασκευάς : 

Έπί τών πλευρών ΑΔ, ΑΒ καί ΔΓ τοΟ δοθέντος τετραπλεύρου 
γράφομεν κ τόξα, δεχόμενα γωνίας Τσας άντιστοίχως πρός τάς 
εηζ, ηεζ καί θζη γωνίας. 

Άρκεΐ, προφανώς, νά εΰρωμεν σημεϊον Η έπί τοΟ τόξου ΑΔ 
τοιοΟτον, ώστε τό τρίγωνον ΕΗΖ νά εΤναι δμοιον πρός τό εηζ. 

Διαιροϋμεν πρός τοΟτο τό τόξον ΑΜΒ είς δυο μέρη τοιαΟτα, 



733 


Α, Α Α Α 

ώστε ΑΕΜ = ηεζ καί, έπομένως, ΜΕΒ = ζεθ. Ή διαίρεσις αϋτη 
έπιτυγχάνεται άμέσως διά τής κατασκευής τής γωνίας ΑΕ'Μ Τσης 
πρός τήν ηεζ. 

'Αναλόγως, κατασκευάζομεν καί τήν γωνίαν ΔΖ'Ν Τσην πρός 




τήν ηζε. Είναι φανερόν δτι ή ευθεία ΜΝ όρίζει έπί τών τόξων 
ΑΕ'Β καί ΔΖ'Γ τάς κορυφάς Ε καί Ζ τοΟ ζητουμένου τετραπλεό- 
ρου ΕΗΖΘ. 

Επειδή τοΟτο θά εΤναι δμοιον πρός τό δοθέν εηζθ, ώς άπο- 
τελουμένων άμφότερων έκ τριγώνων Αμοίων (άντιστοίχως). 

1512 α, Σημείωσις· Δυνάμεθα νά λύσωμεν δι' άπ* εόθείας με¬ 
θόδου τήν έπομένην ειδικήν τοΟ άνωτέρω προβλήματος περίπτωσιν: 

Δοΰεισών τεσσάρων εύ&ειών α, β, γ, δ κειμένων είς το αυτό έηίπεδον, 
νά άχ&η διατέμνονοα αυτών ονναντώσα αν τάς είς οημεΐα Α, Β, Γ, Δ αντι¬ 
στοιχώ ς , το/αντη, ώστε 

ΑΒ = ΒΓ — ΓΔ. 

Βλέπε : Οββ ΜέΙΙιοάβα εη Θέοηιέίνίβ τοΟ Ρ&ιιΐ 8βΓΓ6ίι σ. 13, πρόβλ. 
1 καί Μαί^αη, 1903, σ. 88. 

ΚατασκεναΙ Τριγώνων 

Πρόβλημα 497 

1513 . Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τής βάσεως, τής απέναντι αυ¬ 
τής γωνίας και τοΰ λόγου των δύο άλλων πλευρών. 

Πρόβλημα 497—1 

1514 * Νά κατασκευαστή τρίγωνον έκ δύο πλευρών καί τοΰ ποδός 
τής έπί μίαν έξ αυτών διχοτόμου. 

Πρόβλημα 498 

1515 . Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τής βάσεως, τής απέναντι αυ¬ 
τής γωνίας καί τοΰ γινομένου των πλευρών τής γωνίας ταύτης. 

(Μέ&οδοι, § 106), 
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Πρόβλημα 499 

1616. Νά κατασκευάσου τρίγωνον έκ μιας γωνίας, τοΟ γινομένου α* 
των πλευρών αυτής καί γνωστού δντος δτι ή απέναντι τής δοθείσης γω¬ 
νίας πλευρά είναι ή έλαχίστη δυνατή. 

Κατασκευάζομεν τρίγωνον Ισοσκελές ΑΒΓ, Εχον τήν γωνίαν Β 
Τσην πρός τήν δοθεϊσαν καί ΒΑ, ΒΓ πλευράς 
Τσας πρός α. "Εστω δέ τυχόν άλλο τρίγωνον 
ΔΒΖ (Σχ. 966), κείμενον έπΐ τοΟ πρώτου 
(κατά τό σχήυα) καί τοιοΟτον, ώστε τό γινό¬ 
μενον ΒΔ . ΒΖ τών πλευρών του νά είναι 
ίσον πρός ΒΑ . ΒΓ = α*. 

"Εστω Ε σημεϊον έπι τής ΓΖ είς άπόστα- 
σιν ΓΕ = ΓΔ=χ άπό τοΟ Γ. θά Εχωμεν 

ΒΔ . ΒΕ = (α — χ) (α + χΐ^α’- χ*. 

Επειδή, όσονδήποτε μικρά καί άν είναι ή 
τιμή τοΟ μήκους χ, ή τιμή τοΟ γινομένου 
τούτου μένει μικροτέρα τοϋ α·, είναι φανε¬ 
ρόν δτι, έπειδή εις τό τρίγωνον ΔΒΖ είναι 
ΒΔ.ΒΖ = α\ τό μήκος ΓΖ θά εΐναι μεγαλύ- 
τερον τοΟ ΓΕ = χ. 

θά είναι, έπομένως, και ΔΖ > ΔΕ. Άλλ’ εΤναι (§ 581) ΑΓ < ΔΕ, 
καί κατά μείζονα λόγον άρα 

ΑΓ < ΔΖ. 

ΕΤναι δηλαδή τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ τό, έκ τών διαφό¬ 
ρων τριγώνων ΔΒΖ, Εχον την έλαχίστην πλευράν άπέναντι τής 
γωνίας Β. 

Πρόβλημα 600 

1517. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τής βάσεως, ^τοΰ έπ* αύτήν 
ύψους καί τοΰ αθροίσματος τών τετραγώνων τών δύο άλλων πλευρών 
αύτοΰ. 

(ΜέΦοόοι, § 107). 

Πρόβλημα 601 

1618. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ δύο πλευρών καί τοΰ μήκους 
τής μεταξύ αυτών διχοτόμου. 

(Μί&οδοι, § 43). 

Εις τήν άνωτέρω λύσιν δυνάμεθα νά παρα- 
Θέσωμεν καί τήν έπομένην (7. Μ. Ε. βί δρ., 
1877, σ. 303): 

"Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνον καί ΔΕ παράλ¬ 
ληλος πρός τήν ΑΒ. θά Εχωμεν 

ΓΕ _ ΓΔ _ α 
ΓΒ “ ΓΑ “α + γ’ 

ΓΔ _ α 
ΔΑ γ * 




άφοϋ 
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καί 


ΓΕ — ΓΒ 


α _ α* 

α + Υ _ « +Ϋ’ 


ΒΕ - ΒΓ - ΓΕ — α — 


α* 


αγ 


α + Υ α + Υ 


Είναι, κατά συνέπειαν, γνωσταί αΐ πλευραί τοΟ ΙσοσκελοΟς 
τριγώνου ΔΕΒ, τοΟτο κατασκευάσιμον κλπ. 

Παρατήρηοις, Παραθέτομεν άκόμη καί τήν Ακόλουθον λύσιν έκ 
του €οητ 8 άβ ΜαΐΗέτηαΙιηνβΒ ά Γηβαρβ άβδ 
€αηάιάαί$ ά Ι’έοοΙβ ΟβηΙταΙβ, τοΟ Οοιηδε- 
γ ου58ει τόμ. 2ος, σ. 224: 

"Έστω ΑΒΓ τό ζητούμενον τρίγωνον, 

ΒΕ = ΒΑ καί ΜΔΝ παράλληλος πρός τήν 
ΕΑ ή κάθετος έπί τήν διχοτόμον ΒΔ. 

θά ϊχωμεν γ = ^- 

ΓΝ ΓΔ α 

και = — . 

ΝΕ ΔΑ γ 



Δυνάμεθα νά εϋρωμεν οΟτω τό σημεΐον Ν, άφου άρκεΐ πρός τοΟτο 
νά διαιρέσωμεν τό τμήμα ΓΕ = α — γ είς τμήματα Ανάλογα τών 
α καί γ. 

Διά τής κατασκευής τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΝΒΔ, τοΟ όποίου 
είναι γνωστά τό ϋψος ΒΔ καί ή ύποτείνουσα ΒΝ, εύρίσκομεν Αμέ¬ 
σως τήν γωνίαν ΑΒΓ. 


Πρόβλημα 50ί—/ 


1619* Νά κατασκευαστή ορθογώνιον τρίγωνον έκ τής ύποτεινούσης 
καί τής διαφοράς των τετραγώνων των πλευρών 
τής ορθής γωνίας. 

"Εστω α ή ύποτείνουσα και μ 1 ή δοθεΐσα 
διαφορά. 

Α\ Τρόπος . "Εχομεν 

β· + Υ β = α*. 

Ρ>-γ» = μ·. 



ώρα 


Ρ 


«’+μ* 
2 


Υ' = 


α* — μ· 


ΕΤναι, έπομένως, γνωστά τά αήκη τών καθέτων πλευρών τοΟ 
ζητουμένου τριγώνου καί τοΟτο αμέσως κατασκευάσιμον. 

Άπό άπόψεως κατασκευής, ό έπόμενος τρόπος είναι ταχύτερος. 

Β\ Τρόπος. Γράφομεν έπί τής δοθείσης ύποτεινούσης ΒΓ ήμι- 
περιφέρειαν καί κατασκευάζομεν τόν τόπον ΔΑ τών σημείων, τών 
όποίων ή διαφορά τών τετραγώνων τών Αποστάσεων άπό τών Β 
καί Γ είναι μ* (§ 71). Τό κοινόν σημεΐον Α τών δύο γραμμών 
εΤναι ή κορυφή τοΟ, κατά τά έπιτάγματα τής έκφωνήσεως, 
τριγώνου. 
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Πρόβλημα 502 



1520 . Νά κατασκβυασθΫ) τρίγω\ον όμοιον δοθέντος άλλου (Τ) καί 
του όποίου αί κορυφαι νά εύρισκωνται έπι τριών δοθεισών παραλλή¬ 
λων ευθειών (Μ), (Ν), (Ρ). 

"Έστω (Τ) τό δοθέν τρίγωνον καί ΑΒΓ τό ζητούμενον. Ή περι- 

γεγραμμένη περιφέρεια εις τό 
τρίγωνον ΑΒΓ τέμνει τήν ευ¬ 
θείαν (Ν) είς σημεΐον Δ, αί 
Βέ πεο! ιό σημεΐον αύτό γω· 
νίαι ΓΔΒ, ΒΛΑ καί ΓΔΑ εί¬ 
ναι Τσάι άντιστοίχως πρός 
τάς Α, Γ γωνίας του ΑΒΓ (ή 
τοό Τ) καί πρός' τό παραπλή¬ 
ρωμα 180°-Β τής τρίτης γω¬ 
νίας αύτοΟ καί έπομένως είναι 

γνωστών μεγεθών. 

Έκ τής παρατηρήσεως ταύτης, καθίσταται φανερόν ότι, έάν 
σ^ηματίσωμεν τάς γωνίας ταύτας περί αυθαίρετόν τι σημεΐον Δ 
τής ευθείας (Ν), ή είς τό τρίγωνον ΑΔΓ περιγεγραμμένη περιφέ¬ 
ρεια θά τέμνη τήν ευθείαν (Ν) είς δεύτερον σημεΐον Β, τό όποιον 
θά είναι ή τρίτη κορυφή τσΟ ζητουμένου τριγώνου ΑΒΓ. 

Παραχήρησις. Υπάρχουν, έν γένει, £ζ διάφοροι λύσεις, άναλό- 
γως τής τάξεως καθ’ ήν λαμβάνονχαι αί είς τό Δ γωνίαι. 

Πρόβλημα 502—I 

1520 α· Να κατασχευασθ-ζ τρίγωνον δμοιον άλλου (Τ) καί του όποιου 

αί κορυφαι νά εύρίσκων- 
ται έπι τριών δοθεισών 
ομοκέντρων περιφερειών. 

“Εστω ΑΒΓ τό ζητού¬ 
μενον τρίγωνον, Α'Β'Γ' 
τό (Τ) καί Γ τό όμό- 
λογον τοϋ σημείου I είς 
τά δμοια τρίγωνα ΑΒΓ 
καί Α'Β'Γ'. Επειδή : 



ΓΑ' 

ΓΒ' 


ΙΑ 


1Β 


_Ρ_ 

Ρ' 


και 


ΓΒ' 

ΓΓ’ 


ΙΒ 


ΙΓ 


= 9 _ 

Ρ" 


τό σημεΐον Ι' θά άνήκη είς τήν περιφέρειαν ^Α', Β',-^-^, ώς καί 

είς τήν ^Β', Γ', » θά είναι έπομένως έν τών δύο, έν γένει, 

κοινών σημείων Γ, I" τών περιφερειών αύτών. Έάν λοιπόν κατα- 
σκευάσωμεν έν τών σημείων τούτων, τό Γ λ. χ., καί έκ τοϋ κοινού 
τών δοθεισών περιφερειών κέντρου I φέρωμεν τάς άκτΐνας ΙΑ, 
ΙΒ, ΙΓ παραλλήλους άντιστοίχως τών ΓΑ', ΓΒ', ΓΓ', είναι φάνε- 
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ρόν βτι τό λαμβανόμενον τρίγωνον ΑΒΓ θά είναι δμοιον πρός τό 
Α'ΒΤ' καί Τσον έπομένως πρός τό ζητούμενον. 

Παρατηρήσεις. 1) Τό σημεΐον I" καί αί έκ τοΟ I παράλληλοι πρός 
τάς ΓΑ\ Γ'Β', ΓΤ' δίδουν μίαν δευτέραν λύσιν του προβλήματος. 

2) Ή έναλλαγή τών θέσεων τών κορυφών Α, Β, Γ έπί τών 
τριών περιφερειών (ρ), (ρ'), (ρ") μάς όδηγεϊ είς δώδεκα, έν συ- 
νόλω καί διαφόρους έν γένει λύσεις. 

1620β. Σημςίωσις. Ό μηχανικός Οοπιδίετ είς μίαν Νοίβ άβ 
Οέοηχέίνχβ αύτοΟ δίδει πληρεστάτην τριγωνομετρικήν λύσιν τοΟ 
Ανωτέρω προβλήματος καί έπιλαμβάνετσι Ιδιαιτέρως του προβλή¬ 
ματος τοΟ όρισμοΟ τριγώνου έκ τοΟ κέντρου βάρους, τοΟ κέντρου 
τής περιγεγρσμμένης καί τοΟ κέντρου τής έγγεγραιιμένης περιψε- 
ρείας είς αυτό. Ή γεωμετρική κατασκευή τοΟ προβλήματος είναι 
Ανέφικτος διά τοΟ κανόνος καί διαβήτου (Βλ. σχετικώς: Ν. Α., 
1870, σ. 311, Ι,οιηοίηβ καί ά. Μ . Ε . τών Βουι-^εί καί ΚδΗΙετ, 
1879, σ. 120 καί 133). 

1620 γ. Πρόβλημα τον ΕχαΙβτ . Τό προηγούμενον πρόβλημα τοΟ 
Οοωδΐετ Ανάγεται είς τό έπόμενον τοΟ ΕΐΐΙίν: Νά καιασκενασ&ή 
τρίγωνον έκ τών σημείων I, θ, Η (κέντρου έγγεΥραμμένης περίφε- 
ρείας, κέντρου βάρους καί όρθοκέντρου). Επειδή τό κέντρον Ο 
τής περιγεγρσμμένης περιφέρειας λσμβάνεται διά προεκτάσεως 
τής Ηθ κατά μήκος ΘΟ Τσον πρός τό ήμισυ τής Ηθ. 

Καί τό πρόβλημα τοΟτο, ώς Ανωτέρω έλέχθη, δέν δύναται νά 
έπιλυθή γεωμετρικώς διά τοΟ κανόνος καί διαβήτου. 

(Βλ. σχετικώς: Ν. Α., 1870, σ. 311 καί 315.— 1. ά. Μ., 1904, σ . 
301, η° 2815. Βγοο8γ< 3, Μβ}°1)· Επίσης: Πϊε€\ΐ9ΐήοη ά'νη ίηαηι/ίβ 
άοηηέ ραν Ιβ8 ροχηΐβ νντηαταιιαΙΙεβ Ο, 1, Η, ύπό Ο. Ροηίεηέ (Ν.Ά., 
1905, σ. 241 καί 1908, σ. 558). 

Τό πρόβλημα τής κατασκευής τριγώνου έκ τριών άξιοοημειώτων ση¬ 
μείων τοΟ έπιπέδου αύτου, δύναται νά όδηγήση είς μέγα Αριθμόν 
ένδιαφερουοών Ασκήσεων καί μάλιστα 6ταν υεταζύ τών σημείων 
αύτών περιλαμβάνονται τά οημεΓα Κ, Ω, Ω', τών Ι.επιοίηε καί 
Βγογ8γ< 1. Περιοριζόμεθα νά ύποδείζωμεν τούς έζής συνδυασμούς: 

Α, Β, θ — Α, θ, Ο — Α, θ, Κ — Α, Ο, Κ — Α, Β, Κ 
Α, Β, Ω-Α. Ο, Ω. 

{Μαίϊιβήβ. ^ομ. VII, 1887, σ. 24 \ κατά τόν Εηιιηεποΐι). 

Διά τήν κατασκευήν τών Αντιστοίχων τριγώνων, βλέπε έπίσης 
καί τήν σημείωσιν § 1523, ε. 

Πρόβλημα 603 

1621. Νά κατασχευασθ^ τρίγωνον έκ τής βάσεως, τής απέναντι αυ¬ 
τής γωνίας καί τοΰ λόγου , τοΰ αθροίσματος πρός τήν διαφοράν 
τών δυο άλλων πλευρών αύτοΰ. 

“Εστω ΑΒΓ τό ζητούμενον τρίγωνον. 

Ό τόπος τών σημείων Δ τών τοιούτων, ώστε διά παν τρίγωνον 
ΑΒΓ, έγγεγραμμένον εις τό κυκλ. τόζον (Β, Γ, Α), νά είναι 

Α 

ΒΔ — ΒΑ + ΑΓ, είναι τό κ. τόζον ^Α, Γ,921). 

Γεωμετρία 47 
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"Ομοίως, ό τόπος τΰν σημείων Ε, Βιά τά όποια 
ΒΕ= ΑΒ - ΑΓ, 

είναι τό κ. τόζον (θ, Γ, 90· + -^-) (§ 922). 



Επειδή 6έ 6 λόγος εΤναι ό 

δοθείς , τό σημεϊον Ε θά άνήκη καί 

είς τόν τόπον τών σημείων τών διαι- 
ρούντων τάς χορδάς ΒΔ τοΟ έξωτερι- 

κοΟ τόξου κατά τόν λόγον , δηλ. είς 

περιφέρειαν (Κ) μέ διάμετρον τό τμή¬ 
μα ΒΝ, τής διαμέτρου ΒΜ τής πε¬ 
ριφέρειας τοΟ τόξου τούτου, τό τοιοΟ- 
τον, ώστε 

ΒΜ _ μ 
ΒΝ “ ν ’ 


ΕΤναι, έπομένως, τό Ε τομή τοΟ τόξου ^Β, Γ, 90° +^ καί 

τής περιφερείας (Κ). Έκ τοΟ όρισμοΟ τοΟ σημείου τούτου, εύρί- 
σκεται άμέσως καί τό ζητούμενον τρίγωνον ΑΒΓ. 


Πρόβλημα 603-1 


1622 * Νά κατασκευασθ^ τρίγωνον ΑΒΓ έκ τής διχοτόμου 5α , τοΟ 
ύψους υ α καί τοϋ γινομένου βγ = Ιε.» των πλευρών τής γωνίας Α. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον, παρατηροΟμεν ΰτι τό 
όρθογώνιον τρίγωνον ΑΗ1 είναι κατασκευάσιμον, ώς 6χον τήν 
όποτείνουσαν καί μίαν τών καθέτων πλευρών ΑΗ γνωστά μήκη. 

Ή δέ θέσις τής διαμέτρου ΑΔ έκ τής κορυφής Α είναι ώρι- 

σμένη, έπειδή ή εύθεΐα αϋτη είναι 
συμμετρική, ώς γνωστόν, τοΟ ϋψους 
ΑΗ πρός τήν διχοτόμον Α1. 
Γνωρίζομεν, άφ' έτέρου, 6 τι 

βγ = ^ — 2κυ α 

καί έπομένως ή άκτίς 

κ= 

2υ β 



τής περιγεγραμμένης περιφερείας εΤ- 
ναι μήκος γνωστόν. Έάν λοιπόν λά- 
βωμεν έπί τής εύθείας ΑΔ τμήμα 
ΑΟ = Κ καί γράψωμεν τήν περιφέ¬ 
ρειαν (Ο, Β), τά σημεία τομής ταύ- 
της καί τής ευθείας, έφ' ής κεϊται ή 
πλευρά 1Η τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΑΙΗ, θά είναι αί δύο άλλαι 
κορυφαί Β, Γ τοΟ ζητουμένου τριγώνου. 


δτ,ί. 
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Πρόβλημα 503—// 

1522 α . Νά κατασκβυασθΐ τρίγωνον έκ των μηκών τριών τυχουσών 
έκ των επόμενων ευθειών, τών αγόμενων έκ της αυτής κορυφής αυτοΰ: 
ύψους, διχοτόμου, διαμέσου καί συμμετροδιαμέσου. 

Έστω Α ή κοινή κορυφή καί υ, 5, μ, μ' τά τέσσαρα μήκη, θά 
Εχωμεν τους έξης συνδυασμούς αύτών : 

(υ, δ, μ), (υ, δ, μ'). (υ. μ, μ') και (δ, μ. μ'). 

1) Δίδονται τά μήκη υ, δ, μ. 

Έστω ΑΗ (Σχ. 974) τό ϋψος. Μέ κέντρον Α καί άκτϊνας μ 
καί 6, γράφομεν περιφερείας, τεμνούσας τήν κάθετον έπί τήν ΑΗ 
είς τό Η κατά τά σημεία Μ καί I. Προεκτείνομεν άκολούθως τήν 
διχοτόμον ΑΙ μέχρι τοΟ σημείου Κ, καθ' δ αυτή συναντά τήν κά¬ 
θετον είς τό Μ έπί τήν Μ1Η, καί φέρομεν κάθετον είς τό μέσον 
Ρ τής ΑΚ. Τό κοινόν σημεΐον Ο τών τελευταίων δύο καθέτων 
είναι τό κέντρον τής περιγεγραμμένης είς τό ζητούμενου τρίγω¬ 
νον περιφερείας. 

Ή περιφέρεια αΰτη τέμνει τήν ΜΙΗ κατά τάς δύο άλλας κο- 
ρυφάς Β, Γ τοΟ ζητουμένου τριγώνου. 

2) Δίδονται τά υ, δ, μ'. 

Άναγόμεθα είς τήν προηγουμένην περίπτωσιν, εύρίσκοντες τήν 
ΑΜ, ώς συμμετρικήν τής ΑΣ = μ' πρός 
τήν διχοτότον ΑΙ. 

3) Δίδονται υ, μ, μ'. 

Άναγόμεθα πάλιν είς τήν πρώτην 

περίπτωσιν, φέροντες τήν διχοτόμον 
ΑΙ τής γωνίας τών ΑΣ καί ΑΜ. 

4) Δίδονται τά δ, μ, μ'. 

Διά νά άναχθώμεν καί πάλιν είς τήν 

πρώτην.περίπτωσιν, θά πρέπει νά κατα- 
σκευάσωμεν πρώτον τό τρίγωνον ΜΑΣ, 

Εχον ώς μήκος τής διχοτόμου τής γω¬ 
νίας Α αύτοΟ τό δοθέν δ. 

Πρός τούτο, λαμβάνομεν τμήμα ΑΙ 
μήκους δ καί γράφομεν περιφερείας 
μέ κοινόν κέντρον τό σημεΐον Α καί Σ *· 974 

άκτϊνας μ καί μ'. Επειδή 

ΙΜ _ ΑΜ _ μ 

"ΙΣ ““ ΑΣ ~ μ' 

άρκεΐ δι\ του σημείου 1 νά φέρωμεν εύθεΐαν ΜΙΣ, τέμνουσαν τάς 
γραφείσας περιφερείας είς σημεία Μ καί Σ τοιαΟτα, ώστε 

ΙΜ μ 

ΙΣ μ' * 

Ή εϋρεσις τών σημείων τούτων έπιτυγχάνεται διά τοΟ γνω¬ 
στού γ. τόπου (Μέ&οδοί, § 65). 

Παρατήρησις. Δυνάμεθα νά άντικαταστήσωμεν τήν έσωτερικήν 
διχοτόμον δ τής γωνίας ΒΑΓ διά τής διχοτόμου δ' τής έξωτερι- 
κής τής Ιδίας γωνίας. 

Επειδή αί διχοτόμοι δ, δ' είναι αί κάθετοι πλευραι όρθογω- 
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νίου τριγώνου ΙΑΕ, μέ Οψος ΑΗ έπί τήν ύποτείνουσαν Τσον πρός 
τό υ, είναι φανερόν όχι τά δεδομένα (δ, δ', υ) άντιστοιχοΟν, έν 
έν τη πράξει, είς δύο μόνον δεδομένα έκ τών τριών τούτων μη¬ 
κών καί έπομένως όέν όρίζουν τρίγωνον. Άφ* έτέρου, τά δεδομένα 
(υ, 6, μ), (υ, δ, μ') ΙσοδυναμοΟν προφανώς πρός τά (υ, δ', μ) καί 
(υ, δ'. μ'). 

Πρόβλημα 603-III 

1522 β, Νά κατασκεύασα τρίγωνον ΑΒΓ έκ τής διχοτόμου ΑΙ τής 
γωνίας Α, του γινομένου βγ=^* των πλευρών τής γωνίας αΰτής καί 
τής διαφοράς δ τών παρά τήν πλευράν ΒΓ γωνιών τοΟ τριγώνου 
(Σχ. 973, 974). 

Ή διαφορά τών έφεξής παραπληρωματικών γωνιών είς τό ση- 
μεϊον I είναι Τση πρός Β — Γ = δ (§ 465). ΕΓναι έπομένως κατα- 
σκευάσιμον τό τρίγωνον ΑΗΙ καί γνωστόν άρα τό ϋψος ΑΗ. 

βγ 

Επειδή δέ βγ = 2 Κυ α καί Κ = ^. είναι γνωστόν έπίσης 

καί τό μήκος τής άκτΐνος ΑΟ τής περιγεγραμμένης περίφερείας, 
ώς καί ή διεύθυνσις τής διαμέτρου ΑΟ, άφοΟ ή ΑΙ είναι διχο¬ 
τόμος τής γων. ΗΑΟ (Σχ. 973). 

Τό πρόβλημα τοΟτο ευρίσκεται είς /. Μ. Ε. τοΟ Ι^οη^οδεπιρδ. 
1883. σ. 158. 

Πρόβλημα 603-/Υ 


1622 γ. Νά κατασκεύασα τρίγωνον ΑΒΓ έκ τής βάσεως ΒΓ, τής 

έπ* αυτήν διαμέσου και τής διαφοράς 
δ τών παρά τήν βάσιν γωνιών του 
τριγώνου. 

"Έστω: ΑΔ—μ, ΒΓ—α. Β —Γ=δ. 

1η Λύοις. Ύποθέτοντες τό πρό¬ 
βλημα λελυμένον, παρατηροΟμεν δτι: 



ΑΔ . ΔΜ — ΒΔ* = -21. 

4 


έξ οδ 


ΔΜ = 

4 μ 


καί, Αν ΑΕ παράλληλος τής ΒΓ, 
γων. ΑθΗ = ΑΜΕ = δ 
ή ΑΟΔ = 180° — δ. 


Έκ τών σχέσεων αυτών £πεται ή Ακόλουθος κατασκευή. 

ΈπΙ τοΟ τμήματος ΑΔ = μ γράφομεν κ. τόζον δεχόμενου γω¬ 
νίαν Τσην πρός 180® — 6. Προεκτείνομεν Ακολούθως τήν ΑΔ κατά 


α* 

μήκος ΔΜ = -^· καί είς τό μέσον τής ευθείας ΑΜ ύψοΟμεν κάθε¬ 
τον, συναντώσαν είς Ο τό τόξον ΔΟΑ. 


Τό σημεϊον Ο είναι τό κέντρον τής περί τό ζητούμενου τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ περίφερείας καί ΟΑ ή άκτίς αύτής. ΑΙ τομαί Β, Γ, τής 
περίφερείας ταύτης καί τής καθέτου είς τό Δ έπί τήν ΟΔ, είναι 
αί δύο άλλαι κορυφαί τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. 
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2α Λνσις. "Εστω ΑΒΓ πάλιν τό ζητούμενου τρίγωνον καί ΑΔΜ 
τρίγωνον εύθέως δμοιον πρός τό ΔΒΑ καί βχον τήν πλευράν ΑΔ 
όμόλογον τής ΔΒ (Σχ. 976). Έκ τών έκ τής όμοιότητος ταύτης 
άναλογιών εύρίσκομεν 


καί 


ΔΑ* α* 2ιι 3 

ΔΜ = =£- = — = — · 

ΔΒ α α 

2 

Επειδή δέ 

γων. ΒΑΜ = ΓΔΑ 
ΑΒ _ ΔΒ _ ΔΓ 
ΑΜ ΔΑ ~~ ΔΑ 

τά τρίγωνα ΒΑΜ καί ΑΔΓ εΤναι όμοια 
καί έπομένως 

γων. ΑΒΜ = Γ, γων. ΜΒΓ = δ. 

Έκ τών παρατηρήσεων αότών άγόμεθα 
εις τήν έπομένην κατασκευήν: 

1) Γράφομεν εύθεϊαν ΒΜ, σχηματίζουσαν μετά τής δοθβίσης 
ΒΓ γωνίαν ΜΒΓ Τσην πρός δ* 

2 α 3 

2) Κατασκευάζομεν τό μήκος ΔΜ = —— καί μέ κέντρον Δ καί 



άκτΐνα ΔΜ γράφομεν περιφέρειαν, τέμνουσαν τήν ΒΜ εις Μ. 

3) Έπί τής διχοτόμου τής γωνίας ΒΔΜ λαμβάνομβν μήκος 
ΔΑ = μ. Οϋτω όρίζεται ή κορυφή Α, άρα καί τό τρίγωνον ΑΒΓ. 


1522 9, Σημαίωαις, Ή πρώτη λύσις είναι τών Νί6^βη£ΐοτνβ1α 
καί \νί1<1 καί ή δευτέρα τοΟ ΙΛίεεηί. Είς τά πρακτικά τής Λββο- 
οίαίίοη (ναηςα\8€ ροήν 1*αναη€βιηβηΙ άβ$ 8οίβη<!68* τών συνεδρίων αύ- 
τής είς ΒοκΙοςηβ · βι*Γ · Μβτ (1899) καί είς Παριαίονς (1900). ό Ι#β- 
ίηοΐηβ συγκρίνει δέκα τέσσαρας γεωμετρικός λύσεις τοΟ άνωτέρω 
προβλήματος καί, άπό άπόψεως γεωμετρικογραφικής. δίδει τήν 
προτίμησίν του είς τήν λύσιν τοΟ Βείεεηΐ. ΑΙ άλλαι λύσεις άνή- 
κουν είς τούς Ρ. Νίβνεη^ΐονεΐιί, Ε. ΟοΙΗ^ηοη, ϋβεδονββ, Βεεεοί, κλπ. 


Πρόβλημα 505 — V 

I 1522 α, Νά χατασχευασδϋ τρίγωνον έκ τοΟ γινομένου δύο πλευρών, 
τής διαφοράς τών απέναντι αυτών γωνιών καί έχ τής τρίτης πλευράς. 
(Ιηί, ά. ΜαΙΗ., 1909, σ. 7, η β 3511* Απεβπηεί). 

Λύσεις τοΟ προβλήματος τούτου δίδονται, είς τήν αύτήν συλ¬ 
λογήν καί τεΟχος. ύπό ΒεΓδετίη, σ. 167, ΐνεΙεοΗ, σ. 179. 


Πρόβλημα 504 

1523 · Νά κατασκευασΟύ τρίγωνον έχ τών αχτίνων δύο έχ τών περι¬ 
φερειών τών έφαπτομένων τών τριών πλευρών αύτοϋ χαί έχ τής άχτϊνος 
τής πε ριγέ γραμμένης είς τό τρίγωνον περίφβρείας. (νεα ΑαδεΙ. Νοι 4- 
νβΠβ ΟοτΓΜροηάαηύβ τηαΙΜτηαΗηηβ , 1876, σ. 315). 

"Εστω ΑΒΓ τό ζητούμενου τρίγωνον. 

Γνωρίζομεν ότι τά τέσσαρα σημεία Β, Γ, Ο, Ο' άνήκουν είς 
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τήν αύτήν περιφέρειαν καί τής όποιας κέντρον εΤναι τό μέσον Ζ 
τοΟ τόξου ΒΖΓ (§ 1259). Επομένως» 

ΔΖ = Κ. 

Άφ’ έτέρου, κατά τό θεώρημα τοΟ Ευΐετ (§ 327); 

ΟΔ* = Κ (Κ —2ρ), 

0'Δ»=Κ (Κ+2ρ α ), 
ποσότητες κατασκευάσιμοι. 

ΕΙς τό τρίγωνον, άρα, ΟΔΟ' είναι γνωσταί δύο πλευραί καί ή 



μεταξύ αύτών διάμεσος καί έπομένως (§ 980, 2)) είναι τοΟτο κα- 
τασκευάσιμον. ΑΙ δέ κοιναί έφαπτόμεναι ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ, τών περι¬ 
φερειών μέ κέντρα Ο, Ο' καί άκτΐνας τάς δοθείσας ρ καί ρ α . κα¬ 
θορίζουν τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Πρόβλημα 604—1 

1623 α, Νά κατασκευασθή ορθογώνιον τρίγωνον, γνωστού δντος δτι 
ή διαφορά των τετραγώνων των καθέτων 
πλευρών αύτοΰ είναι δοθέν τετράγωνον 1 ε*, 
αΐ δέ κορυφαί του εύρίσκονται έπί τριών δο- 
θεισών παραλλήλων ευθειών. 

"Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνον, μ, ν αί άπο- 
στάσεις δύο τών παραλλήλων άπό τής 
μιάς έξ αύτών ΖΖ' καί β 3 —υ* = 1εΑ 

Έάν ώς κορυφήν Α έκλέξωμεν τυχόν 
σημείο ν τής εΰθείας ΖΖ', τό τρίγωνον 
ΑΒΓ 6ά είναι τελείως ώρισμένον έάν γνω- 
ρίσωμεν τό μήκος ΔΒ. "Εστω τοΟτο γ 
καί ΕΓ = χ. 

β 3 = μ*4-*\ 
γ» = ν· + γ\ 

εόρίσκομεν, δΓ άφαιρέσεως κατά μέλη, τήν 

β* — γ· = ΐί* = μ* — ν* -|“ χ* — ν*, 
χ* — ν 8 = 1ι* + ν* — μ*. 



Έκ τών Ισοτήτων 


« ής 


(ΐ) 
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Έκ τών ύμοίων άφ’ έτέρου όρθογωνίων τριγώνων ΑΕΓ, ΑΒΔ 
(άφοΟ γων. ΑΓΕ=ΒΑΔ), έπεται 

= ή χν = μν. (2) 

Είναι, έπομένως, τά μήκη χ, ν τών σχέσεων (1) καί (2) καχα- 
ακευάσιμα, άρα καί τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Πρόβλημα 604-11 

1623 β. Νά χαταοχευασΦΐ τρίγωνον ΑΒΓ έχ των τομών Δ, Ε, Ζ, 
των προεκτάσεων τών έσωτεριχών διχοτόμων αύτοΰ και τής περιγβ- 
γραμμένης είς αύτό περιφέρειας. 

Επειδή ή περιγεγραμαένη περιφέρεια είναι ή διά τών Δ, 
Ε, Ζ γραφομένη, άρα ωρι- 
σμένη, αΐ δέ έφαπτόμεναι αό- 
τής είς τά Δ, Ε, Ζ, μέσα τών 
τόξων ΒΓ κλπ., παράλληλοι, 
προφανώς, πρός τάς πλευράς 
τοΟ ΑΒΓ, ή Αγωγή τών εύ- 
θειών αύτών Β'Γ', ΓΆ', Α'Β' 
όρίζει τρίγωνον Α'Β'Γ' όμοιό- 
θετόν τοΟ ΑΒΓ. 

Επειδή δέ τό σημεΐον το¬ 
μής Ο, τών έσωτερικών διχο¬ 
τόμων τοΟ τριγώνου Α'Β Γ', 
είναι τό έν τη όμοιοθεσίςι ό- 
μόλογον τοΟ άντιστοίχου ση¬ 
μείου I τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, αί 
κορυφαί Α, Β, Γ τοΟ ζητου- 
μένου τούτου τριγώνου εύρίσκονται αμέσως, ώς τομαί τής περιφε- 
ρείας (ΔΕΖ) καί τών έκ τών σημείων Δ, Ε, Ζ άγομένων παραλ¬ 
λήλων πρός τάς διχοτόμους ΟΑ , ΟΒ', ΟΓ' τοΟ τριγώνου Α'Β'Γ'. 

1623γ* Σημχίοχιις* 1) Βλ. σχετικώς /. ά.Μ. Ε. βΐ 8ρ. τοΟ Βουτ¬ 
άει, 1860, σ. 542. 

2) Ή κατασκευή τριγώνου ΑΒΓ έκ τών σημείων καθ’ ά αί προ¬ 
εκτάσεις τών ύψών τέμνουν τήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν, 
είναι πολύ άπλή (§ 666). 

3) Γνωρίζομεν νά κατασκευάσωμεν τρίγωνον έκ τών σημείων 
καθ 1 ά αί διάμεσοι αύτοΟ τέμνουν τήν περιγεγραμμένην περιφέ¬ 
ρειαν. Ή λύσις τοΟ προβλήματος τούτου έδόθη ύπό τοϋ Ρίΐζ - 
Ρβΐηοίε καί είναι ώραιοτάτη, ώς παρατηρεί καί ό ]. Κβαδετρ είς 
τήν ΜαίΛεβω (1904, σ. 107- 110). 

4) Επίσης κατασκευάζεται εύκόλως τό τρίγωνον έκ τών σημείων 
Α\ Β', Γ', καθ’ ά αί εύθεΐαι ΑΙ, Β!, ΓΙ συναντοΟν τήν έγγεγραμ- 

Α ^ 

μένην περιφέρειαν (1)· έπειδή — = ΒΊΓ' — 90®. (Οπβίββοο, Λίαίλε- 
3Ϊ3, 1904, σ. 158, π° 9). 

5) Τό πρόβλημα: Δ^ά χατασχεναο&ί} τρίγωνον ΑΒΓ ίχ ιών συμμε¬ 
τρικών Α', Β', Γ' ιών χορνφών ανιόν προς τάς άτκνανίί πλευράς, όδηγεί 
είς έζίσωσιν έβδόμου βαθμοΟ. Ή κατασκευή είναι Αδύνατος διά 
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τοΟ κανόνος καί τοΟ διαβήτου, έκτός δΓ ώρισμένας είδικάς περί* 
πτώσεις (7. ά. Λ/., 1900, σ. 356 καί 1902, σ, 17 έως 20. ο. Εϋρβ,ηεί). 

6) Ή κατασκευή τριγώνου έκ τών ποδών τών έσωτερικών δι¬ 
χοτόμων (ΟΗ. ΒίοοΒε), όδηγεΐ ε[ς έξίσωσιν τετάρτου βαθμοΟ (7.37., 
1898, σ. 33. Ο. ΚίοαΜβ). 

7) ^Ομοίως ή κατασκευή τριγώνου έκ τών ποδών τών συμμε- 
τροδιαμέσων αύτοΟ (Ε. - Ν. Βεηβΐεη), όδηγεΐ είς έξίσωσιν δωδεκά¬ 
του βαθμοΟ. (Ο. Εεραηβΐ, 7. Μ., 1905, σ. 21, η° 2585). 

Πρόβλημα 604 —777 

1523 0. Νά κατασκευασθτ) τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών τριών ύψών 
υ α , υρ , θγ αύτοΟ. 

Έκ τών Ισοτήτων 

(2 Ε =) αυ α — βυρ — γυ Υ 

έπονται καϊσί 

α _ Ρ __ _Υ^γ_ __ Υ 

υρ υ α υρ . υ α υ α υρ 

~ΰγ 

Είναι δηλ. τό ζητούμενον τρίγωνον (α, β, γ) δμοιον τοΟ Ιχον- 

τος πλευράς τά γνωστά μήκη Ορ , υ α , υ<> . Μετά τήν κατα- 

υ ν 

σκευόν τοΟ τριγώνου τούτου, τό τρίγωνον ΑΒΓ εύρίσκεται ευκό¬ 
λως κατά τόν ύποδεικνυόμενον τρόπον έν τή παραγράφω 1617 
(έπμ.). 

1623·. Σημείωαις. Γνωρίζομεν νά κατασκευάσωμεν τρίγωνον 
έκ τών τριών διαμέσων ή τών τριών ύψών αύτοΟ (§§ 980 καί 
1617)* άλλά αί περιπτώσεις αύταί είναι σχεδόν αΐ μόναι. Ουτω, 
ό Ο&ίεΐεη προέτεινε είς τό ΜαηηβΙ άββ £αηάίάαί$ α νέεοίβ ΡοΙφ- 
ί&Ηηίςηβ αύτοΟ (1857 - 1858, είς δυο τόμους) τήν κατασκευήν τρι¬ 
γώνου έκ τών τριών έσωτερικών διχοτόμων* καί μολονότι πολλαί 
άπόπειραι έγιναν διά τήν λύσιν τοΟ προβλήματος τούτου, παρα¬ 
μένει άκόμη * άλυτον. *0 Β&γΒ&γϊπ, τό 1896, άπέδειζεν διά τοΟ 
λογισμού ότι ή κατασκευή τριγώνου τοΟ όποιου δίδονται τρεις διά 
τοΟ αύτοΟ σημείου διερχόμεναι διχοτόμοι έξσρτδται έκ τής λύ- 
σεως έξισώσεως δεκάτόυ τετάρτου βαθμοΟ. (Βλ. σχ. : ΜαίΗοβιβ, 
1896, σ. 143 καί 154* 1902, σ. 159, ώραΐον άρθρον του Βείίΐ&ΐα. 
Επίσης*. 7. ά. Μ., 1896, σ. 275* 1903, σ. 64* 1904, σ. 149, ζήτ, 270, 
Η. Εβζ* 1904, σ. 171. Βιβλιογραφικοί σημειώσεις τοΟ Η. ΒγοολπΙ. 

Δυνάμεθα νά άναφέρωμεν άκόμη τά άκόλουθα δύο προβλήματα: 

ΛΥά χατασχβνασ&ή τρίγωνον έκ τ&ν αποστάσεων τον κέντρου Ο τής πε- 
ριγεγραμμένης περιφερείας άπο τών πλευρών τον ή έκ τών αποστάσεων του 
κέντρου I τής εγγεγραμμένης περιφέρειας άτιο τών κορυφών τον . 

Άλγεβρικώς λύονται τά προβλήματα ταυτα άλλά δέν κατα¬ 
σκευάζονται γεωμετρικώς. Επειδή άμφότερα όδηγοΟν είς έξισώ- 
σεις τρίτου βαθμοΟ (νείΐέε). Βλ. Α . ά. Ο., τόμος XXI, σ. 65 καί 
σ. 98, δπου τά προβλήματα ταΟτα άνάγονται είς τό πρόβλημα τοΰ 
Νεντωνος: 

Νά κατασκευαστή περιφέρεια έκ τριών χορδών αυτής , υποτεινουσών 
τόξα Εχονχα ά&ροιομα το ήμισν τής περιφερείας . Ή λύσις τοΟ προβλή¬ 
ματος τούτου εύρίσκεΐαι είς τήν Άναλ. Γεωμετρίαν τοΟ ΕείέδαΓβ. 
Βλ. έπίσης καί προηγουμένην σημείωσιν § 1520 β. 
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1623ζ» Δυνάμεθα νά θέσωμεν άκόμη καί τό πρόβλημα: Λα *α- 
χασχενασ&ή τρίγωνον εξ ίνός ϋψονς, μιας διχοτόμον καί μιας διαμέσου, των 
άγομένων άπό τριών διαφόρων κορυφών (Ε. 0ουρ7). *Η λύσις ή δίδο- 
μένη ύπό τοΟ Ροαάτβ άνάγεται είς τήν τομήν μιάς περίφερείας 
καί μιάς καμπύλης τρίτου βαθμοΟ. (Ν. Α., 1855, σ. 117 καί 4 1 3).— 
Τ6 αύτό πρόβλημα, τεθέν ύπό τοΟ Α. Κεδΐέτε είς τό I. ά. 3/., 
(1895, σ. 203, η° 600), έπελύθη άλγεβρικώς ύπό τοΟ ΡΗ. Ρ&ν διά 
μιδς έζισώσεως έκτου βαθμοΟ. 

Πρόβλημα 604-IV 

1623 η · Τρίγωνον ΑΒΓ στρέφεται περί σταθερόν σημειον X τοΰ 
έπιπέδου του, έστωσαν δέ Α', Β', Γ' αί τομαί των ομολόγων πλευρών 
είς δυο τυχούσας δέσεις Α^,Γ, καί Α 3 Β 3 Γ β αύτοΰ. 

Δείξατε δτι τό ,τετράπλευρον ΧΑ'Β'Γ' μένει πάντοτε δμοιον έαυτφ 
καί ευρετε τρόπον όρισμοΰ του σημείου X, έν σχέσει πρός τό ΑΒΓ, 
ώστε τό σημεΐον τοΰτο νά είναι πάντοτε τό κέντρον τοΟ περιγεγραμμέ- 
νου ή έγγεγραμμένου είς τό τρίγωνον Α'ΒΤ' κύκλου, ή τό όρθόκεντρον 
ή τό κέντρον βάρους τοΰ ίδιου τριγώνου. Ο- ΜαΐΗθ3Ϊ9, τόμ, 

IX, 1889, σ. 149 έως 151). 

Κατασπεναϊ τετράπλευρων 


1524, Μολονότι τά προβλήματα τά άναφερόμενα είς κατα- 
σκευάς τριγώνων δύνανται, εις πολλάς περιπτώσεις, νά όδηγή- 
σουν είς κατασκευάς καί τετράπλευρων, έν τούτοις δέν θά έπιμεί- 
νωμεν έπί τοΟ θέματος τούτου. 

"Αλλωστε έχουν δοθεί ήδη είς προηγουμένας παραγράφους 
(1490,... 1499, 1512) άρκετά ένδιαφέροντα παραδείγματα, θά πε- 
ριορισθώμεν διά τοΟτο είς τά ίπόμενα είς έν μικρόν άριθμόν 
σχετικών προβλημάτων. 

Ή σπουδή τών τετραπλεύρων παρουσιάζει πολύ ένδιαφέρον, 
ένεκα τών έφαρμογών τών Ιδιοτήτων αύτών είς τούς άνχιστροφεΧς 
καί, γενικώτερον, είς τά άρ&ρωχά συστήματα (§§ 1195, 1203). 

Πρόβλημα 606 

1624 α, Νά χατασκευασθϊ] ορθογώνιον παραλληλόγραμμον έκ τών 
ακολουθών δεδομένων: 

1) Τής περιμέτρου καί τοΰ άθροίσματος τών τετραγώνων 8ύο διαδο¬ 
χικών πλευρών αύτοΰ. 

2) Τής περιμέτρου καί τής διαφοράς τών τετραγώνων τών Ιδίων 
πλευρών. 

8) Τής περιμέτρου καί τοΰ λόγου τών ίδιων πλευρών. 

1) (Βλ. Μέ&οδοι, § 104). 

2) Κατασκευάζομεν τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΔΕ (Σχ. 62) 
καί γράφομεν τήν εύθεϊαν ΡΜ - τόπον τών σημείων Μ δΓ ίχ 
ΜΑ* — ΜΕ* = ΐζΛ Επειδή, άν ληφθή τό σημειον Ρ οϋτως, ώστε 

ΡΑ· —ΡΕ’=1τ*, 

θά είναι 

ΡΑ 1 — ΡΜ* = ΡΑ* - ΡΕ> = 1ί*. 
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3) Κατασκευάζομεν πάλιν τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΔΕ καί εύ- 
ρίσκομεν τήν τομήν Μ τής πλευράς τούτου ΔΕ μετά τής εύθείας 
διά τοΟ Α-τόπου τών σημείων Μ, ΒΓ ά ό λόγος τών Αποστάσεων 

αύτών άπό τών ΑΧ, ΑΥ εύθειών είναι ό δοθείς — · 

ν 

Πρόβλημα 505—1 

1525 · Νά κατασχίυασθζ τραπεζιον έκ των γωνιών καί 8ια^ ωνίων 
αύτοΰ. 

(Μίϋοόοι, § 110 ). 

Πρόβλημα 505 -// 

1526 α. 1) Νά κατασκευασθ^ έγγράψιμον είς περιφέρειαν τετράπλευ¬ 
ρο έκ των αποστάσεων των τεσσάρων πλευρών άπό του σημείου τομής 
τών διαγώνιων αύτοΰ. 

2) Νά κατασκευασθ'ζ περιγράψιμον είς περιφέρειαν τετράπλευρον έκ 
τών Αποστάσεων τών κορυφών άπό τοΰ κέντρου τής έγγεγραμμένης είς 
αυτό περιφερείας. 

(Λίαίόεβΐδ, 1885, σ. 68, ζήτημα 378). 

Πρόβλημα τοΰ Βίαττη 50Θ 

1526 . Νά κατασκευασθΐ έγγράψιμον ε(ς περιφέρειαν τετράπλευρον 
έκ τών τεσσάρων πλευρών αύτοΰ. 

(Μέ&οόοι, § 151). 

1626 . Σημίίωοις· -1) Ό Ι,&τηέ Επεξειργάσθη τό ίδιον θέμα είς 
μίαν άζιωσημείωτον έργασίαν του: Εχαηιεη άε$ άχ{{ένεηΙε9 γηέΐΗο - 
άβ8 ετηρίο^έεδ ροντ νέΒΟηάνβ 1*9 ρτοΜέτηββ άε Οέογηέίν'ιε (1818, σ. 
19, η° 14). 

2) Δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν τρία διάφορα τετράπλευρα, 
Εχοντα ώς πλευράς δοθέντα μήκη καί Εγγεγραμμένα είς τήν αύ- 
τήν περιφέρειαν. Τά τετράπλευρα ταυτα είναι Ισοδύναμα (ίϊι^- 
ηεαη άΆ^τηοηΙ, Α. Ο., 1822, σ. 269). 

Έάν χ, ν, ζ είναι αί τρεις διάφοροι άλλήλων διαγώνιοι τών 
τριών τούτων σχημάτων, Ε ή κοινή των Επιφάνεια καί Κ ή άκτίς 
τής περιγεγραμμένης περιφερείας, θά Εχωμεν τήν σχέσιν του 
Ο. Εοηίβηέ : 

χ νζ = 4 ΕΚ. 

(ΰηΙΙεϋη τών ϋένανά καί ΜχοΗεΙ , 1903· 1904, σ. 147). 

3) Κατ* άνάλογον τρόπον κατασκευάζομεν καί Εν τυχόν τετρά¬ 
πλευρον έκ τών τεσσάρων πλευρών καί τοΟ Αθροίσματος δύο Απέ¬ 
ναντι γωνιών αότοΟ. {ΜαίΚβ 9 \ 9 , 1903, σ. 61 καί 63* κομψή λύσις 

'καί ώραία σπουδή τοΟ θέματος ύπό Ι,βιχνβΓπ&γ). 

4) Διά τά Εγγράψιμα τετράπλευρα, βλ. άρθρον τοΟ ΝευδβΓ^ 
είς ΜαΙΗβεία, 1906, σ. 14.—Ωφέλιμος είναι Επίσης καί ή Ανάγνω- 
σις μιας Εργασίας τοΟ ΌοβΙογ : ΡνορΗέΙέβ ηονυεΙΙεβ άββ ηηαάν\1αίέτβ8 
εη ρόηέταί, ανεε αρρίίοαίΐοηβ αηχ ηηαάτχίαΐένε* ίηεετνρΙίΜε*, εχνοοη- 
αειτχρΗΰΙεβ, εΐε. 

Πρόβλημα 505-1 

1626β. Δίδονται δύο τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ, κείμενα έπι τοΰ αύτοΰ 
επιπέδου και Εχοντα κοινήν τήν κορυφήν Ο. Νά στραφώ τό εν έξ αύ. 



747 


ιών περί τό σημεϊον Ο κατά γωνίαν το'ιαύτην, ώστε τά τέσσαρα σημεία 
Α, Β, Γ, Δ νά καταστούν όμοκυκλικά (Εϋιιςβίΐοηβΐ Τΐπιβδ). 

Βλ. ΜαΐΗββί*, 1902, σ. 71, ζτμ. 1802· λύσις Οπό Εηπηθτίοΐι. 

Κέντρον όμοιότητος 50Θ—II 

1627 . Νά προσδιορισίΗ} ιό κέντρον όμοιότητος ή Βιπλοϋν σημεϊον 
δύο σχημάτων ευθέως όμοίων. 

■Ονομάζονται σχήματα εύθέως δμοια, 60ο δμοια σχήματα 
ΑΒΓ, Α'Β'Γ' έάν δύνανται νά καταστούν όμοιόθετα άλλήλων διά 
στροφής τοΟ ένός έζ αυτών περί τό κέντρον όμοιότητος αύτών 
Σ (§ 1146). 

"Εστωσαν ΑΒ και Α'Β' δύο όμόλογα εύθύγραμμα τμήματα 
τών δύο σχημάτων καί Δ' τό κοινόν σημεϊον τών ευθειών έφ' ών 
ταΟτα κεΐνται. 

Α '. Τρόπος. Όρίζομεν τό σημεϊον τον ΜχηιιβΙ Σ τοΟ κυρτοΟ τε· 
τραπλεύρου ΑΒΒΆ' (§ 21), διά τοΟ σημείου τομής, τοΟ διαφόρου 
τοΟ Δ', τών περιφερειών (ΑΑ'Δ') και (ΒΒ'Δ') (Σχ. 980). Τό ση- 
μεΐον τοΟτο Σ είναι τό ζητούμενον Βιπλοϋν σημεϊον τών δύο σχη¬ 
μάτων* πράγματι, τά τρίγωνα ΣΑΒ, ΣΑ'Β* εΤναι εύθέως δμοια, 
άφοΟ α! γωνίαι ΣΑΒ, ΣΑ'Β' Εχουν τό αύτό μέτρον, καθώς καί αί 
ΣΒΑ καί ΣΒΆ\ Επομένως, 

ΣΑ _ ΣΒ _ ΑΒ 
ΣΑ' ~ ΣΒ' ~ Α'Β'· 

Διά του αύτοϋ σημείου Σ διέρχονται καί αί περιφέρειαι (ΔΑΒ) 
καί (ΔΑ'Β'). Αί τέσσαρες αδται περιφέρειαι Βύνανται νά κλη- 
θοΟν καί περιφέρειαι τοΰ ΜίηικΙ τοΟ τετραπλεύρόυ ΑΑ'Β'Β. 

Β’. Τρόπος, θεωρήσωμεν τά συζυγή άλλήλων σημεία Μ, Μ', 
τά τοιαΟτα, ώστε : 

ΜΑ _ΜΆ _ ΑΒ 
ΜΑ'“ΜΆ' Α'Β' * 

Ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΜΜ' εΤναι ό τόπος τών σημείων 
Τών όποίων ό λόγος τών άποστάσεων άπό τών σταθερών σημείων 
Α καί Α' είναι Τσος πρός τόν λόγον τών όμολόγων τμημάτων 
ΑΒ καί Α'Β'. Διέρχεται, Επομένως, ή περιφέρεια αυτή διά του 
σημείου Σ. 

Διά τοΟ αύτοϋ σημείου (καί διά τόν αύτόν λόγον) διέρχεται 
καί ή περιφέρεια μέ διάμετρον τό, άναλόγως πρός τό ΜΜ' κατα- 
σκευαζόμενον, τμήμα ΝΝ'. ΕΤναι, κατά συνέπειαν, τό διπλονν 
σημεϊον Σ τό Εν τών σημείων τομής τών περιφερειών (Μ, Μ') 
καί (Ν, Ν'). 

Τό δεύτερον κοινόν σημεϊον Σ' τών περιφερειών τούτων εΤναι 
τό κέντρον όμοιότητος τών δύο άντιστρόφως όμοίων σχημάτων 
ΑΒΓ* καί Α'Β'Γ" 

Επειδή τό οημεϊον τον Μίηηβί Σ εΤναι έπίσης τό κέντρον ευθείας 
όμοιότητος διά τά τμήματα ΑΑ' καί ΒΒ', συμπεραίνομεν δτι αί 
περιφέρειαι μέ διαμέτρους ΡΠ καί Ρ'Π', δπου Ρ, Π, Ρ', ΓΙ' ση¬ 
μεία τοιαΟτα, ώσΐε 

ΡΑ __ ΠΑ __ Α^ν ΡΆ' _ ΠΆ' ΑΑ' 

ΡΒ ΠΒ ~ ΒΒ' Κα Ρ'Β'^Π'Β' ” ΒΒ' ’ 

διέρχονται έπίσης διά τοΟ σημείου Σ. 
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ΑΙ τέσσαρες περιφέρειαι (Μ, Μ'), (Ν, Ν'), (Ρ, Π), (Ρ' Π') δύ- 
νανχαι νά όνοαασθοΟν περιφέρειαι τον * Απόλλων ίου τοΟ τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΒΆ'. Υπάρχουν, έπομένως, όκτώ περιφέρειαι διερχόμεναι 
διά τοΟ διπλού σημείου δύο σχημάτων ευθέως όμοιων. 

Γ'. Τρόπος. Δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν τήν εύθείαν (ε), ήτις 
εΐναι ό τόπος τών σημείων τών έχόντων άποστάσεις άπό τών δύο 
εύθειών ΑΒ καί Α'Β' αγαλόγους τών μηκών τών τμημάτων τούτων 
(§ 2395), καθώς καί τήν εύθεϊαν (ε’) - τόπον τών άναλόγων διαι¬ 
ρέσεων τής § 2396. ΑΙ δύο αύται εύθεΐαι διέρχονται διά τοΟ 
σημείου Σ, άφοΟ τό σημεϊον τοΟτο μετέχει καί τών δύο χαρακτη¬ 
ριστικών Ιδιοτήτων τών σημείων τών εύθειών αύτών. 



Διά τοΟ σημείου Σ διέρχονται καί αί ( άνάλογοι πρός τάς προ- 
ηγσυμένας δύο, εύθεΐαι διά τά τμήματα ΑΑ' καί ΒΒ', καθώς καί 
όκτώ άλλαι εύθεΐαι, άνάλογοι έπίσης πρός τάς Ιδίας εύθείας. 

Δ\ Τρόπος . Ύποθέτοντες γνωστόν τό ζητούμενον σημεϊον Σ, 
παρατηροΟμεν βτι ή γωνία ΑΣΑ’ είναι ϊση πρός τήν γνωστήν 
γωνίαν ΑΔΆ' τών εύθειών ΑΒ καί Α'Β'. Άφ' έτέρου, έπειδή θά 
είναι 

ΣΑ _ ΑΒ^ 

ΣΑ' ~ Α'Β' * 

τό σημεϊον Σ θά κεΐται καί έπί τής διχοτόμου ΕΜΣ τής γωνίας 
ΑΣΑ'. Έκ τών παρατηρήσεων τούτων συνάγομεν εύκόλως τήν 
έπομένην κατασκευήν; 

Γράφομεν κ. τόξον ΑΔΆ' δεχόμενον γωνίαν Τσην πρός γωνίαν 
Δ' τών εύθειών ΑΒ, Α'Β' καί διαιροΟμεν τό τμήμα ΑΑ' εις μέρη 
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ΜΑ, ΜΑ' άνάλογα τών τμημάτων ΑΒ καί Α'Β\ Ή ευθεία, 
ήτις συνδέει τό μέσον Α τοΟ τόξου ΑΕΑ' μετά τοΟ σημείου Μ 
τέμνει τό τόξον ΑΔΆ' κατά τό ζητούμενον σημεϊον Σ. 

Δυνάμεθα έπίσης νά όρίσωμεν καί τό σημεϊον Μ' τής εύθείας 

ΑΑ\ δι’ δ = καί νά φέρωμεν τήν ΜΈ' (δρα σχήμα). 


Α'Β' 


Ή εύθεΐα αϋτη διέρχεται έπίσης διά του σημείου Σ, ώς έξω- 
τερική διχοτόμος τής γωνίας ΑΣΑ\ 

ΔΓ Εκαστον τών τριών άλλων κύκλων τοΟ Μίςιιβΐ (τοΟ τετρα- 
πλεύρου ΑΒΒ'Α'), όρίζονται καθ’ δμοιον τρόπον άνά 66ο, αΐ άνά- 
λογοί πρός τάς ΜΕ ή ΜΈ', εύθεϊαι. Δυνάμεθα, Επομένως, νά δια- 
τυπώσωμεν τό έπόμενον θεώρημα : 


1527 α. Θεώρημα. Όκτώ περιφέρειαι και δώδεκα εύθεϊαι, ευκόλως 
προσδιοριζόμενοι, διέρχονται διά τοΰ διπλοΰ σημείου δύο σχημάτων 
ευθέως όμοίων. 


1527β. Πλήθος διακεκριμένων κατασκευών. Δύο γραμμαί—εύθεϊαι, 
περιφέρειαι ή εύθεΐα καί περιφέρεια—άρκοΟν διά τόν προσδιορι¬ 
σμόν τοΟ σημείου Σ. Άλλ’ ή κατασκευή τής διχοτόμου ΕΜΣ λ. χ. 
άπαιτεΐ καί τήν χάραξιν τής περιφέρειας ΑΑΈ'. Επομένως δέν 
ύπάρχει λόγος νά θεωρήσωμεν τήν τομήν τής ΕΜΣ καί μιάς τών 
έπτά άλλων (2ος τρόπος) περιφερειών. 

Οϋτω, αί κατασκευαί τών διχοτόμων λαμβάνονται διά οχτώ 
διαφόρων χατασχενών’ δσον άφορα τάς όκτώ περιφερείας καί τάς 

( 12 \ 12.11 

γ =66 διαφό¬ 
ρους κατασκευάς. Δυνάμεθα Επομένως νά Εχωμεν τό σημεϊον Σ 
διά 66 + 8 = 74 διαφόρων κατασκευών. 

Διά δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α'Β'Γ' ευθέως δμοια, τό σημεϊον Σ 6ύ- 
ναται νά άρισθή διά 453 διακεκριμένων κατασκευών τούλάχιστον 
είς τήν περίπτωσιν καθ' ήν τό τετράπλευρον ΑΒΑ'Β* είναι κυρ¬ 
τόν—καί τήν μόνην άλλωστε ήν έξητάσαμεν (Βλ. καί έπμ. § 1546ζ). 


Πρόβλημα 506-III 

1527 γ. Νά προσδιορισθή ό άξων συμμετρίας (ή διπλή εύθεΐα) 
καί τό κέντρον όμοιότητος δύο σχημάτων άντισιρόφως όμοίων. 

Έστωσαν ΑΒΓ καί Α'ΒΤ" τά σχήματα ταΟτα (Σχ. 980). 

ΑΙ περιφέρειαι μέ διαμέτρους ΜΜ\ ΝΝ' όρίζουν άμέσως τό 
κέντρον Σ' τής άντιστρόφου όμοιότητος, άφοΟ τά τρίγωνα ΑΣ'Β 
καί Α'Σ'Β' είναι άντιστρόφως δμοια. 

ΑΙ δύο εύθεϊαι—τόποι τών παραγράφων 2395 καί 2396 τέμνον- 
ται έπίσης είς τό σημεϊον Σ'. 

Ό άξων συμμετρίας (ε) είναι ή διχοτόμος τών γωνιών ώς αί 
ΒΣ'Β', ΑΣΆ’ κλπ. καί όρίζεται Επομένως εύκόλως διά τοΟ ση¬ 
μείου Σ'. 

Δυνάμεθα, άντιστρόφως, νά ευρωμεν πρώτον τόν άξονα συμ¬ 
μετρίας καί δι’ αύτου νά φθάσωμεν είς τό σημεϊον Σ'. 

*0 άξων οΰτος εΤναι ή εύθεΐα ΜΝ — Επειδή τά σημεία Μ καί 
Ν διαιροΟν τά τμήματα ΑΑ' καί ΒΒ', άντιστοίχως, είς μέρη άνά- 
λογα τών άμολόγων μηκών ΑΒ καί Α'Β'. "Αν 6έ Β, είναι τό 
συμμετρικόν τοΟ Β πρός τήν εύθεϊαν ταύτην, ή εύθεΐα Β'Β, τέμνει 
αύτήν είς τό ζητούμενον σημεϊον Σ'. 
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Τέλος, τό σημείου Σ' λαμβάνεται καί Βιά τής τομής τών εύ- 
θειών ΜΝ καί Η'Ν'. 

Διά στροφής κατά 180° περί τήν εύθεΐαν ΜΝ ένός έκ τών δύο 
δοθέντων άντιστρόφως όμοΐων σχημάτων, τό άλλο σχήμα καί τό 
διά τής στροφής ταύτης λαμβανόμενον καθίστανται όμοιόθετα 
άλλήλων. 

15276 . 7σα σχήματα . Διά δύο σχήματα ϊσα δυνάμεθα νά χρη- 
σιμοποιήσωμεν τήν κατασκευήν τοΟ Οΐι&δίεβ (§§ 770 καί 920) ή 
καί τάς άνωτέρω ύποδειχθείσας διά δύο όμοια σχήματα, άλλά 
μέ τάς καταλλήλους άπλοποιήσεις. 

*Η χάραξις λ. χ. τών έσωτερικών διχοτόμων καί τών περιφε¬ 
ρειών μέ διαμέτρους ΜΜ' καί ΝΝ\ γίνεται διά τής κατασκευής 
του ΟΗβδΙβδ. Επειδή αΐ δύο τελευταίοι αΰται γραμμαϊ εΤναι αΐ 
κάθετοι είς τά μέσα τών ΑΑ' καί ΒΒ'( ββ ). 

Πρόβλημα 506—IV 

1527ε . Είς δοθείσαν περιφέρειαν νά έγγραφή τβτράπλευρον ΑΒΓΔ, 
του όποιου είναι γνωστά ιά μήκη των τριών διαγώνιων ΑΓ, ΒΔ καί 
ΕΖ. (Τ Γβ,ΐΙβ άβ ΟέοπιέΐΓίβ των Κοπετό καί ΟουιδβΓουδββ, 7η Ικδ. σ, 
406, η° 368)* 

Ή πολύ κομψή λύσις τοΟ προβλήματος αύτοΟ, ή διδομένη ύπό 
τής Μαίίΐ68ΐ8 (1895, σ. 12, η° 2), κατά τό ΕΙ ρνορτββ&ο ιηαΐβτηαΐχοο, 
άπάιτεί τήν στοιχειώδη γνώσιν τής Θεωρίας τών πόλων καί πο¬ 
λικών. 


'ΕφαρμογαΙ τών άρίΰμητικών αχέαεων 


Πρόβλημα 507 

1528 . Διά δύο δοθέντων σημείων μιας περιφβρείας νά άχθοΰν δύο 
παράλληλοι χορδαί καί τών όποίων τό όρθο- 
γώνιον νά είναι ισοδύναμον πρός δοθέν τε¬ 
τράγωνον μ®. 

’Άς είναι Α καί Β τά ΒοΘέντα σημεία, 
ΑΒΓΔ τό ζητούμενον Ισοσκελές τραπέ¬ 
ζιου. θά δχωμεν 

ΑΒ = ΓΔ καί ΑΓ = ΒΔ. 

Γνωρίζομεν βτι, είς πάν τραπέζιον, τό 
άθροισμα τών τετραγώνων τών διαγώνιων 
είναι ίσον πρός τό άθροισμα τών τετρα¬ 
γώνων τών μή παραλλήλων πλευρών πλέον 
τό διπλάσιου τοΟ γινομένου τών βάσεων. 
Παριστώντες έπομένως τά μήκη τών βάσεων Βιά α καί β, διά δ 
τό κοινόν μήκος τών διαγωνϊων καί διά γ τό γνωστόν τών πλε-υ- 
ρών ΑΒ καί ΓΔ, θά βχωμεν τήν σχέσιν 

2 δ® = 2 γ» 4- 2 σβ = 2 γ* + 2 μ®, 

έζ ής 

δ* = γ» + μ’. 



86. Σ η μ. μ β τ. Πράγματι, τό Μ λ. χ. θά είναι τότε τό μέσον τής 
ΑΑ' καί τό Μ' τό έπ’ άπειρον σημβΤον αΰτής. 
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Τό πρόβλημα έπομένως λύεται διά τής κατασκευής τού όρθο* 
γωνίου τριγώνου ΑΜΒ, βχοντος καθέτους πλευράς γ καί μ, και 
τής μεταφοράς, κατά τό σχήμα, του μήκους ΑΜ είς τήν θέσιν ΑΓ. 

Πρόβλημα 608 

1629 . Δίδονται δύο έφαπτόμεναι μιάς περιφέρειας και ζητείται να 
άχθή τρίτη έφαπτομένη τοιαύτη, ώστε τό 
τμήμα αύτής, τό μεταξύ των δύο πρώτων 
περιεχόμενον, νά έχη δοθέν μήκος. 

1) Δυνάμεθα νά χρησιμοποιήσωμεν 
άλγεβρικήν σχέσιν (§ 239), ή νά άνα- 
τρέξωμεν είς γραφικήν κατασκευήν 
(§ 97Θ α). 

2) Γνωρ(ζομεν ότι τό μέγεθος τής 
γωνίας ΜΟΝ είναι ώρισμένον καί ίσον 
πρός τό ήμισυ του παραπληρώματος 
ΡΟΠ τής γωνίας Γ. Έκ τής παρατηρή- 
σεως ταύτης όδηγούμενοι, άγόμεθα είς 
τό αντίθετον πρόβλημα τοϋ δοθέντος καί κατασκευάζομεν τό τρίγω¬ 
νον ΜΟΝ, τοΟ όποιου είναι γνωστά ή βάσις ΜΝ, ή άπέναντι αύ¬ 
τής γωνία ΜΟΝ καί τό ύψος ΟΗ (§ 105). 

3) Δυνάμεθα νά άναχθώμεν έπίσης είς γνωστά ήδη προβλή¬ 
ματα (§§ 262 καί 97Θ α). 


Γ 



Πρόβλημα 508—1 

1530 . Νά διαιρεθώ τόξον περιφερείας είς δύο μέρη τοιαΰτα, ώστε 
αί ύποτείνουσαι αύτά χορδαί νά έχουν λόγον δοθέντα. 

Τό ήδη λυθέν τοΟτο πρόβλημα (§ 1418) άναφέρεται ένταΟθα 
ώς άνήκον φυσικώς είς τήν όμάδα τών έπομένων προβλημάτων 
(§§ 1531 Κως 1535). 

Πρόβλημα 508—11 

1531 . Νά διαιρεθν) τόξον περιφερείας είς δύο μέρη τοιαΰτα, ώστε 
αί ύποτείνουσαι αύτά χορδαί νά έχουν άθροισμα δοθέν λ. 

Τό ζήτημα άνάγεταί είς τήν χατασχευήν τριγώνου έχ τής βάσεως, 
ιής άττέναντι αυτής γωνίας χαι τοϋ αθροίσματος των άλλων δύο πλευρών 
αν τοϋ, 

(Μέθοδοι, § 115 καί §§ 921, 989). 

Πρόβλημα 508-ΙΙΙ 

1632· "Ομοιον πρόβλημα άλλ* όπου ή διαφορά των χορδών Ισοΰται 
πρός τό μήκος λ. 

Καί τό πρόβλημα τούτο άνάγεταί είς τό έπόμενον (§§ 922, 989); 

Νά χαχασχεναο&ή τρίγωνον έκ τής βάσεως, τής άπέναντι αυτής γωνία; 
χαι τής διαφοράς των δυο άλλων πλευρών αντον. 
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Πρόβλημα 508—IV 

1633· * Ομοίως : Τό άθροισμα ή ή διαφορά των τετραγώνων των 
χορδών νά είναι δοθέν τετράγωνον 



1) ΧρησιμοποιοΟμεν τόν τόπον τής § 69. 
Ή τομή Γ τοΟ δοθέντος τόξου ΑΒ καί τής 
περιψερείας ταύτης, εΤναι τό σημεΐον δι- 
αιρέσεως. 

2) Διά τοΟ τόπου τής § 71. 

Πρόβλημα 508 — V 

1534· * Ομοίως: Τό γινόμενον των χορ¬ 
δών νά είναι δοθέν τετράγωνον 1τ·. 


*· χ * ϋ53 · Επειδή τό γινόμενον δύο πλευρών τρι¬ 

γώνου είναι ίσον πρός τό γινόμενον τής 
διαμέτρου τής περιγεγραμαένης είς αύτό περιψερείας έπί τό έπί 
τήν τρίτην πλευράν ϋψος, Θά Εχωμεν (Σχ. 983). 


ΓΗ = ΜΝ = 2Κ ~ =π0 ° 6τη<: Υ νωστ ^· 


Τό πρόβλημα άνάγεται οίίτω είς τήν κατασκευήν τριγώνου έκ 
ιιάς πλευράς, τής άπέναντι αύτής γωνίας καί τοϋ έπ* αύτήν 
ίψους (§ 105). 

Πρόβλημα 508- VI 


1536· Δίδεται περιφέρεια μέ διάμετρον ΒΓ. Νά άχθϊ} χορδή ΒΑ 
τοιαύτη, ώστε τό μήκος αυτής νά συνδέεται διά δοθείσης σχέσεώς μετά 
τοϋ μήκους ΒΔ, τής προβολής της έπί τήν διάμετρον. 


"Ας είναι ρ ή άκτίς τής περιψερείας, γ ή ζητουμένη^ χορδή καί 
χ ή προβολή της έπί τήν διάμετρον ΒΓ. Θά Εχωμεν πρώτον τήν 
γνωστήν γενικήν σχέσιν: 

γ» = 2ρχ. 


Έάν είναι γνωστά τό ά&ροιομα ή ή διαφορά τής χορδής καί τής 
προβολής της ή τό άθροισμα ή ή διαφορά τών τετραγώνων τών 
Ιδίων μηκών, άγόμεθα είς έξίσωσιν β'. βαθμού πρός τόν Ι-να έκ 
τών άγνωστων χ καί γ. 

Τό μέγιστον τοϋ άθροίσματος τών δύο αυτών μηκών είναι 4ρ 

καί τής διαφοράς των . Είς τήν τελευταίαν ταυτην περίπτω- 

σιν, ή χορδή είναι ίση πρός τήν πλευράν ρ του Εγγεγραμμένου 
είς τήν περιφέρειαν κανονικού έξαγώνου. 

Έάν είναι γνωστός ό λόγος τής χορδής πρός τήν προβολήν της, 
όδηγούμεθα είς έξίσωσιν πρώτοι· βαθμοΟ, τρίτου δέ έάν δίδεται τό 
γινόμενον αυτών. 

Τής τελευταίας ταύτης έξισώσεως τήν πραγματικήν ρίζαν δέν 
δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν διά του γνώμονας καί τοΟ διαβήτου. 


Πρόβλημα 508- VII 


1&35 α· Διά δοθέντος σημείου Ρ νά άχθ} ιέμνουσα ΡΑΒ περιφε- 
ρείας δοθείσης τοιαύτη, ώστε ή προβολή τής χορδής ΑΒ έπί τήν διά 
χοΰ Ρ διάμετρον νά έχη δοθέν μήκος. 
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Βλέπε : 0 Η£ 3 (ΐοη άβ ΟέοΗΐέίτϊβ τοΟ ΠββΒονβδ, 2α 6κδ., α. 344. 
Iτιΐ. ά . Μα* Α., 1699, σ. 165, η· 1412. 

Πρόβλημα 509 

1636, Διά τοΟ μέσου δοθέντος τόξου μιας περίφερείας, νά άχθη 
ευθεία τοιαύτη, ώστε τό τμήμα αυτής, τό μεταξύ τής χορδής του τόξου 
καί τοΰ άλλου μέρους τής περίφερβίας, νά εχη δοθέν μήκος (4 λύσεις). 
(ΡΓΛΠΐΟΟειίΓ, Οοατβ άσβ Μ&ίδέπι&Ιΐςυεδ, τόμ. 1). 

(Μίϋοδοι, § 320). 

Πρόβλημα 509—1 

1536 α· Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχ τίνος ρ άπό τής όποιας 
τρία δοθέντα σημεία Α, Β, Γ, 
επ' ευθείας γραμμής κείμενα, 
απέχουν ίσας αποστάσεις. 

"Ας είναι ΑΛ = ΒΜ = ΓΝ, 

0Α = α, ΟΒ = ΟΓ = β. 

Τό κέντρον Δ τής ζητουμέ- 
νης περιφέρειας Θά εύρίσκετσι 
έπΐ τής καθέτου ΥΫ' εις τό 
μέσον Ο του τμήματος ΒΓ. 

Πρός προσδιορισμόν τής 
άποστάσεως Ο Δ = ν, παρα- 
τηροΟμεν ότι, έκ τών όρθογω- 
νίων τριγώνων ΔΟΒ καί ΔΟΑ, 
δυνάμεθα νά έκψράσωμεν τά 
μήκη τών ΑΔ, ΒΔ συναρτήσει 
τών γνωστών ποσοτήτων α, β καί τής άγνώστου ν. 

θά έχωμεν *. 

ΑΛ =:Ϋα»+7· —ρ, ΒΜ = ρ - νρϊ+ί» 
και ή σχέσις ΑΛ = ΒΜ άνάγεται ε(ς τήν έξίσωσιν 
V α» + >** + V ρ» + ν* = 2 ρ. 

Ευρίσκομεν δύο τιμάς, ίσας καί άντιθέτων σημείων, διά τό ν. 

Παραχήρησις. Έάν, άντί τών Β καί Γ, τά Α καί Β πρέπει νά 
εύρίσκωνται είς τό έσωτερικόν τής περιφέρειας, τό πρόβλημα έπι- 
δέχεται άλλας δύο λύσεις. Δύο άλλας έπίσης λύσεις λαμβάνομεν 
έάν τό Α καί Γ πρέπει νά εύρίσκωνται είς τό έξωτερικόν τής πε¬ 
ριφέρειας καί τό Β εις τό έσωτερικόν αυτής. 

Υπάρχουν λοιπόν έν συνόλω λύσεις τοΟ προβλήματος. 

Πρόβλημα τον Πάτχπον 510 

1537. Δι # ενός σημείου τής διχοτόμου δοθείσης γωνίας, νά άχθη 
τέμνουσα των πλευρών ταύτης είς τρόπον, ώστε τό έντός τής γωνίας 
τμήμα τής τεμνούσης νά ίχη μήκος δοθέν. 

Ή άλγεβρική λύσις (§ 300), άναφέρεται εις τήν περίπτωσιν τής 
όρθής γωνίας. 

Διά τοΟ άψχι&έχσν προβλήματος (§ 213), τό ζήτημα άνάγεται είς 
τά γνωστά τών παραγράφων 320 καί 321 προβλήματα. 

Γεωμετρία 48 




754 


1538. Σημείωσις. Τό πρόβλημα τον Πάππον, είς την γενικήν περί* 
πτωσιν καθ* ήν τό δοθέν σημεϊον άνισον άπέχει τών πλευρών τής 
γωνίας, δέν δυναται νά λυθή διά τής χρήσεως τοΟ κανόνος και 
του διαβήτου μόνον. Επιδέχεται τέσσαρας διαφόρους λύσεις καί 
κατά συνέπειαν άγει είς έζίσωσιν τετάρτου βαθμού πλήρη καί τής 
όποιας δέν δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν τάς ρίζας. 

Τό πρόβλημα δύνσται νά λυθή διά τών τομών μιας ύπερβολής 
καί μιδς περιφερείας καταλλήλως έκλεγομένων· βλ. ΜαΐΗβζία 1889, 
σ. 96* ώς καί σ. 183, δπου παρατίθεται καί τό έπόμενον 

σχετικόν θεώρημα τού δΙεΐηεΓ; 

Τά μέσα τών τεααάρων τμημάτων λ (τών τεσσάρων έν γένεί εύθυ- 
γράμμων τμημάτων - λύσεων τού προβλήματος) ανήκουν είς την αυτήν 
περιφέρειαν και τής οποίας τό χέντρον [ΐενει οτα&ερόν όταν τό μήκος λ 
μεταβάλλεται . 

Βλέπε έπίσης καί Σημ., § 321 α. 

ΕΙς ΙηΙ. ά. ΜαΙΗέιηαΙκΐβηβ, 1910, σ. 182, π α 3667 άναφέρον- 
ται διάφοροι σχετικαί παραπομπαί* βλ. τά σημειώματα τού Βεγ- 
δΕΓίη, ώς καί τό μέ τό ψευδώνυμον ΒβΙ$α. Τό τελευταιον τούτο 
ύπενθυμίζει τάς πολύ κομψάς λύσεις τών Κιΐδδο καί ΝεηδεΓβ είς 
τήν ΜαΐΗβ3ί8 (1889, σ. 96 καί 183). 

Ενδιαφέρον έπίσης παρουσιάζει καί £ν άρθρον τού ΒατΙι&ηη : 
Εε ρνούΐέτηβ άε Ραρριτβ είς Εη3. ΜαΟ ι., 1911, σ. 17-23. 

Μηχανικώς λύεται εύκόλως τό πρόβλημα τού Πάππου—ώς καί 
τό πρόβλημα τής τριχοτομήσεως γωνίας (§ 911) ή τό τού διπλα¬ 
σιασμού δοθέντος κύβου—τη βοηθείςε ένός όργάνου γράφοντος 
διά συνεχούς κινήσεως μίαν κογχοειδή. 

Τήν κογχοειδή όφείλομεν είς τόν Νικομήδη> άλεζανδρινόν γεω- 
μέτρην καί θεωρούμενον σύγχρονον τοΟ περιφήμου γεωγράφου 
Έρατοο&ένονς (276- 196 π. X.). Ό τελευταίος ούτος ύπέδειζε μέ¬ 
θοδον—το κόσκινον τον * Ερατοο&ένονς —διά τήν έύρεσίν τών πρώτων 
άριθμών, τών μικροτέρων ένός δοθέντος άριθμοΰ. (Κατά τήν Ηΐ- 
είοχνε άβ$ ΜαΙϊιέτηαΗ<]Μ€$ τοΟ Ρβπϋηεηά Ηόίετ, σ. 242). 

Ό Μ&χιηιίΗεη Μεπ€ ύποδεικνύει ώς πιθανήν χρονολογίαν τής 
γεννήσεως τού Νικομήδου τό Ιτος 100 π. X. (ΗχζΙοίνε άβ δοίβηςβε 
γγιαΐΗέηιαΚί{ΐιε9 βί ρΙινήηηβδ, τόμ. 1, σ. 219). 

Πρόβλημα 511 

1639. Δίδεται ημιπεριφέρεια ΛΔΓ καί κάθετος έπί τήν διάμετρον 
ΑΓ. Νά άχθή έφαπτομένη ΕΔΖ, περατουμένη είς τήν διάμετρον και 
τήν κάθετον ταύτην, κατά τρόπον, ώστε τά τμήματα ΔΕ καί ΔΖ αυτής 
νά είναι Ισα. 

(Μέθοδοι, § 311). 

Πρόβλημα 612 

1540 » Δίδεται ημιπεριφέρεια ΑΔΓ καί κάθετος έπί τήν διάμετρον 
ΑΓ, Νά άχθή έφαπτομένη ΕΔΖ, περατουμένη είς τάς δύο ταύτας ευ¬ 
θείας, είς τρόπον, ώστε νά πληροΰται μία τών έπομένων συνθηκών : 

1) Τό τμήμα ΔΕ νά είναι διπλάσιον τού ΔΖ (Σχ. 218). 

(Μέ&οδοχ, § 315). 

2) Ό λόγος τών τμημάτων αυτών νά είναι δοθείς (Σχ. 214). 

(ΜΜοδοι, § 310). 
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Κανά λόγον απονομή 613 

1642 . Έτη δύο τεμνομένων ευθειών ΟΧ, ΟΥ δίδονται δύο σημεία 
Δ και Ζ. Νά άχθή διά δοθέντος σημείου Α τέμνουσα Μ ΑΝ των πλευ¬ 
ρών τής γωνίας ΧΟΥ είς τρόπον, ώστε τά τμήματα ΔΜ και ΖΝ νά εύ- 
ρίσκωνται είς δοθέντα λόγον (Απολλώνιος). 

(Μέθοδοι, § 332 α). 


Χωρίον απονομή 614 


1643 ί. Δεδομένα τά αυτά: Τό γινόμενον ΔΜ, ΖΝ νά είναι Ισον πρός 
δοθέν τετράγωνον (Απολλώνιος). 

(Μέθοδοι, § 332 β). 


θά ήδυνάμεθα νά προσθέσωμεν καί τάς Ακολούθους συνθήκας : 
(γ) ί ΔΜ + ΖΝ = λ, άθροισμα δοθέν. 

(6) (§ 333) ΔΜ — ΖΝ = λ, διαφορά δοθεϊσα. 


(Ο 


ΟΔ .ΟΜ 
ΟΖ. ΟΝ 


— , λόγος δοθείς. 


Διωρισμένη απονομή 615 

1644 . Δοθέντων τεσσάρων σημείων επ’ ευθείας γραμμής (ε), ζητεί¬ 
ται νά προσδιορισθη πέμπιον τοιούιον, ώστε τό γινόμενον των αποστά¬ 
σεων του από δύο έχ τών δοθέντων σημείων νά εχη λόγον πρός τό γι¬ 
νόμενον των αποστάσεων αυτού από τών δύο άλλων ίσον πρδς τόν λό¬ 
γον δύο δοθέντων μηκών μ καί ν (Απολλώνιος). 

((Μέθοδοι, § 334 α). 

1644 α. Χημείωσις. Κατά τάς μεθόδους καί άρχάς τής Νεωτέρας 
Γεωμετρίας, τά προβλήματα 513, 514 καί 515 δύνανται νά λυθούν 
διά όμοιομόρφου μεθόδου, όσον κομψής τόσον καί Απλής, όφειλο- 
μένης είς τόν Οια8ΐϋ5 (Οέοαιβίτιβ βιιμένΐβιιη: τοΟ ίδιου, η° 5 290 Εως 
296 καί 298). 

Τό πρόβλημα τής διωριομένης άττοτομής Ανάγεται είς τόν προσ¬ 
διορισμόν τών διπλών σημείων μιας ένελίξεως (Ο.» 8. η° 281. Επί¬ 
σης : 'ΓΙέίηβηΙβ άβ ϋέΟΥηέΙτί* ρτοΐβΰΗυβ τοΟ Ογοιιιοιιλ, π° 267). 

Πρόβλημα τον ΑΙΗαζεη 516 

1546 . Είς κυκλικόν σφαιριστήριον (μπιλιάρδο) τοποθετείται μία 
σφαίρα είς δοθέν σημείον Α. Κατά τίνα διεύθυνσιν πρέπει νά κινηθή 
ή σφαίρα, ώστε, μετά δύο διαδοχικός ανακλάσεις έπί του πλαισίου τοϋ 
σφαιριστηρίου, νά διέλθη πάλιν διά τοϋ σημείου Α ; (ΟοηςοιίΓβ βόηέ- 
ταΐ άεε οο11έ£β5 άε Ρ&γιβ, 1842). 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί ΑΒΓΑ τήν τροχιάν 
τής σφαίρας. Κατά τούς νόμους κινήσεως τών τελείως Ελαστικών 
σωμάτων (ώς ύποτίθενται ή σφαίρα, τό πλαίσιον (σπόντα) τοΟ 
σφαιριστηρίου κλπ.), αί γωνίαι ΑΒΟ καί ΟΒΡ θά εΐναι Τσάι, ώς 
καί αί γωνίαι ΡΓΟ καί ΟΓΑ* καί Επειδή τό τρίγωνον ΒΟΓ είναι 
ισοσκελές, θά συμβαίνη τό αύιό καί διά τό τρίγωνον ΒΓΑ. Είναι 
Επομένως ή εύθεΐα ΒΓ κάθετος έπί τήν Ακτίνα ΟΑ. 
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Εάν φέρωμεν τάς έφαπτομένας τής περιψερείας είς τά Β, Γ 
καί τήν κάθετον ΕΑΖ έπί τήν ΑΟΔ, σχηματίζεται τό, Ισοσκελές 
καί περιγεγραμμένον είς τό ζητούμενον ΑΒΓ, τρίγωνον ΕΔΖ καί 
τοΟ όποιου τά Οψη εΤναι διχοτόμοι τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. 

* Ορίζεται έπομένως τό τρίγωνον ΑΒΓ έκ τοΟ ΔΕΖ. ώς τό όρ- 
θικόν αύτοΟ. Πρός προσδιορισμόν τοΟ τελευταίου, θέτομεν 

ΟΑ = α, ΟΒ = ρ 

καί θεωροΟμβν τά δμοια (ώς έχοντα μίαν όξεϊαν γωνίαν κοινήν) 
όρθογώνια τρίγωνα 4Α0 καί ΖΒΕ. Λαμβάνομεν 

ΟΖ ΖΕ Λ ΟΖ 2 ΑΖ 
ΑΖ ΖΒ η ΑΖ “ ΟΖ+ρ 
η καί 2. ΑΖ* = ΟΖ(ΟΖ + ρ). 



Έάν είς τήν σχέσιν αυτήν άντικαταστήσωμεν τό 2.ΑΖ 1 διά 
τοΟ Τσου του (έκ τοΟ όρθ. τριγώνου ΟΑΖ) 2.0Ζ* —2.α·, εόρί- 
σκομεν τήν έξίσωσιν πρός ΟΖ: 

ΟΖ* — ρ ΟΖ — 2 α· = 0, 


ής 


οζ _ Ρ^ν ρΜ-8α. 


ποσότης εόκόλως κατασκευάσιμος. 

1646 α. Παραχήρηοίς. Ή προηγουμένη λύσις είναι φυσική καί 
εύμνημόνευτος, ώς έπίσης καί έκείνη είς τήν όποιαν ώς άγνωστον 
μήκος θά έλαμβάνομεν τό ΟΡ. 

Ή έπομένη λύσις (Ν. Α., 1842, σ. 36, Ι,έοη Αηηε) δέν άπαιτεΐ 
παρά τήν θεώρησιν τών έφαπτομένων ΔΒ, ΔΓ (σχ. 985). 

Δευτέρα, Ανσις; Προεκτείνομεν τήν διχοτόμον ΒΟ μέχρι τής συ- 
ναντήσεώς της Ζ μετά τής καθέτου εις τό Α έπί τήν ΑΟ. 

"Οπως καί προηγουμένως, άρκεϊ νά προσδιορισθή ή θέσις τοΟ 
σημείου Ζ. 
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Γράφοντες τήν περιφέρειαν ΟΜΝ = (ο, α) καί συνδέονιες τά 
Ν καί Α μετά τοΟ σημείου' Μ, καθ’ δ ή ΖΟ τέμνει τήν περιφέρειαν 
ταύτην, λαμβάνομεν δύο όρθογώνια τρίγωνα ΑΟΖ, ΟΜΝ,τά Αποΐα 
είναι καί δμοια, άφοϋ ή γωνία εις τό Ο εΤναι κοινή άμφοτέρων. 

Επομένως, 

ΟΖ ΟΝ ΟΖ _ 2 α 
’ΟΑ “ ΟΜ η α ΟΜ 

καί ΟΖ . 0."' ~ 2 α*. 

Αλλά τό τρίγωνον ΜΑΟ είναι ισοσκελές, ώς καί τό ΒΑΖ άφοΟ 

Α Α Α 

Ζ = ΓΒΖ = ΑΒΖ. 

■Άρα 

ΖΜ = ΟΒ = ρ = ΟΖ — ΟΜ. 

Είναι, κατά συνέπειαν, τά άγνωσεα μήχη ΟΖ ( Ο Μ, πλευρά ι όρθογω- 
νίου, χον όποίον είναι γνωστά τό έμβαδόν 2 α 7 και ή διαφορά ρ δύο δια - 
δοχιχών του πλευρών. 

1646* Σημείωσες* Τό άνωτέρω πρόβλημα — γνωστόν καί ώς πρό¬ 
βλημα τον κυκλικόν σφαιριστηρίου — έλύθη 6 πό τοΟ άραβος ΑϋΒαδεα 
ή καλλίτερον ΑΙΗβδεπ (XI αιών). Κατά παραλλαγήν αύτοΟ, θά 
ήδυνάμεθα νά ζητήσωμεν τόν δρόμον, τόν όποιον πρέπει νά άκο- 
λουθήση ή σφαίρα ώστε, άναχωροΟσα άπό σημείου δοθέντος Α 
καί μετά μίαν άνάκλασιν, νά διέλθη διά δευτέρου δοθέντος ση¬ 
μείου Β. 

Τό ίδιον πρόβλημα δύναται νά διατυπωθή κατά διαφόρους τρό¬ 
πους. Ώς : 

1) Δίδονται περιφέρεια χαί δυο σημεία Α και Β. Νά εύρεθή το άχτι- 
νοβόλον οημεΐον (ροίηΐ ύήΙΙαηί] τής περιφερείας διά παρ ηρητην είς Β 
χαι φωτεινόν οημεΐον είς Α. 

2) Να έγγραφή είς τιεριφέρειαν Ισοσκελές τρίγωνον τοϋ όποίον δυο Τσάι 
πλευραι νά διέρχωνται διά δύο δοθέντων σημείων. 

3) Νά όριαθή οημεΐον Γ έπι τής περίφερε (ας τοιοντον, ώστε τό άθροι¬ 
σμα ΓΑ -|- ΓΒ να είναι έλάχιοτον ή μεγιστον. 

Τό γενικόν πρόβλημα έλύθη κατά σειράν Οπό τών δΐιιζβ, Ηιιγ- 
0 βηβ, Βεττοπτ, τοΟ μαρκησίου άβ Ι'ΗορίίΑΐ, ΒλοοαΗ, δΐηΐδοη, Ριιίδ- 
δ&ηί, Οαέΐβίβί, κλπ. (Αρετς μ ΊχίείοΗηιιβ, σ. 498. Ν. Α., 1842, σ. 36). 

Ό Ι»έοη Αηηβ (Ν. Α., 1842, σ. 36) έδωσε μίαν πληρεστάτην 
στοιχειώδη σπουδήν τοΟ θέματος, ό δέ Οβτοηο είς Ν. Α., 1844, 
σ. 242, έπεξειργάσθη αύτό άναλυτικώς. 

ΑΙ (άναλυτικαί) λύσεις λαμβάνονται διά τών τομών μιάς ύπερ- 
βολής καί τής δοθείσης περιφερείας. 

Υπάρχουν τέσσαρες λύσεις έάν τά σηιιεϊα Α καί Β εύρίσκων- 
ται είς τό Εσωτερικόν τής περιφερείας καί δύο μόνον δταν ευρί- 
σκωνται άμφότερα έκτός αύτής. 

Βλέπε σχετικώς: Ν. Α., 1850, σ. 340. Α. Ττεοβοη* 1870; σ. 133 
καί 423* 1894, σ. 215, σημ. τοΟ Αιιγϊο.—/. Μ. Ε τοΟ υοηκοΙίΑπιρδ, 
1895, σ. 36, άρθρον τοΟ Ο. Ταπ-γ. Επίσης, ΜαΙΗβεχ», 1890, σ. 217, 
219 καί I. ά. Μ., 1900, σ. 263, η° 1724, βιβλιογραφία ύπό Η. Βγο- 
οαγ(1· 1902, σ. 29, η β 2115, σημ. 6 πό Ε. Παροτα (1873- 1903), διά 
τήν γενικωτέραν περίπτωσιν τοΟ Ελλειπτικού σφαιριστηρίου. 
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Διάφορα ζητήματα 


θεώρημα 516—1 


1646 α. Χωρίς την χρήσιν τής έννοιας των έμ βαβών, νά άποδειχφή 
βτι τά υψη έπλ βύο πλευράς τριγώνου είναι άντιστρόφως ανάλογα των 



πλευρών τούτων. Καί δτι τήν 
αύτήν Ιδιότητα Ιχουν καί αΐ 
κάθετοι έπί τάς πλευράς, αΐ 
άγόμεναι έκ τυχόντος σημείου 
τής ύπ* αυτών περιεχομένης 
διαμέσου. 

1) Τά όρθογώνια τρί¬ 
γωνα ΑΓΡ, ΒΓΠ είναι 6- 
μοια. 'Όθεν : 

λ α 

2) "Αν χ, ν αΐ Αποστά¬ 
σεις τοΟ ποδός Μ τής δια- 

έσου *Από τών πλευρών, 
ά είναι 

2 χ = υ, 2 ν — λ. 


Άρα: 


X 


V 


_Ρ 

λ α 


Παραχήρησις. Γνωρίζομεν δτι ή Ανωτέρω πρότασις είναι Αμεσος 
συνέπεια τοΟ θεωρήματος έπί τοΟ έμβαοοϋ ένός τριγώνου. Επειδή 
τά τρίγωνα ΑΓΜ, ΒΓΜ εΐναι Ισοδύναμα καί έπομένως 


αχ-Ρ>· ή -ϊ- 


β 


α 



θεώρημα 516—11 

1546β. Άπό των κορυφών 
τριγώνου ΑΒΓ καί έπί τών δι* 
αυτών διαμέτρων τής περιγε- 
γραμμένης περιφέρειας, λαμβά* 
νομεν μήκη Ισα Αθ, ΒΛ, ΓΗ. 
•Έστωσαν δέ (Ι,Κ), (Μ,Ν), (Ρ, Π) 
αΐ προβολαί τών σημείων Η, θ, Λ 
έπί τών πλευρών (ΓΑ, ΓΒ), 
(ΑΓ, ΑΒ) καί (ΒΑ, ΒΓ) άντι- 
στοίχως. 

Νά άποδειχθή δτι αΐ εύθεΐαι 
ΙΚ, ΜΝ, ΡΠ είναι ανάλογοι τών 
Απέναντι πλευρών του τριγώνου 
καί παράλληλοι πρός αύτάς. Καί 
δτι τήν αύτήν Ιδιότητα Ιχουν 
καί αΐ διαγώνιοι τού έξαγώνου 


Έκ τών όμοιοθέτων τετράπλευρων ΠΗΚ καί ΓΑΖΒ συμπε- 
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ραίνομεν άμέσως 6τ» αΐ εύθεΐαι ΪΚ καί ΑΒ είναι παράλληλοι, ώς 
και ότι 

1Κ _ £Η _ _ΒΔ^ __ _ΡΠ_ 

ΑΒ ΓΖ “ ΒΕ ~ ΑΓ * 


Διά τάς διαγωνίους, εύρίσκομεν 
ΒΝ ΒΚ 


ΒΑ 


ΒΓ 


= έπομένως πρός 


ΝΚ 

ΑΓ 


*Η εύθεϊα Νθ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΓ καί τό μήκος 
της έξαρτάται έκ του λόγου 


ΒΝ __ ΑΡ 
ΒΑ “ ΑΒ 


κλπ. 


ίίαραχήρηοις. Τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΗΚΛ είναι όμοιόθετα μέ κέν- 
τρον όμοιοθεσίας τό κέντρον Ο τής περιγεγραμμένης περιφερείας. 
ΑΙ κάθετοι ΜΚ, ΠΛ τέμνονται έπί τής διαμέτρου ΓΟ καί είναι 

ΓΤ = ΑΣ. 


Τόπος 616-III 


1546γ. Έπί των πλευρών ΓΑ, 
ΑΑ'— ΒΒ'= λ (μεταβλητόν μή¬ 
κος) καί άμφότερα κατά τάς φο¬ 
ράς ΓΑ, ΓΒ ή άμφότερα κατά 
τάς φοράς ΑΓ, ΒΓ άνιστοίχως. 

Ποιος ό τόπος των σημείων 
τομής των διαγώνιων ΑΒ' καί 
ΒΑ" των μεταβλητών τετράπλευ¬ 
ρων ΑΒΒΆ'; 

Έάν λάβωμεν ΑΓ'= ΒΓ, 
ΑΓ — ΒΓ ", τά σημεία τομής 
τών διαγωνίων τών άντιστοί- 
χων τετραπλεύρων είναι προ¬ 
φανώς τά σημεία Γ' καί Γ"' 
καί άνήκουν έπομένως ταΟτα 
είς τόν ζητούμενον τόπον 

Λέγω ότι ό τόπος οότος.εί¬ 
ναι ή ευθεία ΓΤ", παράλλη¬ 
λος πρός τήν διχοτόμον Π 
τής γωνίας Γ καί συμπίπτουσα 
πρός τήν διχοτόμον τής γω¬ 
νίας Ε του παραλληλογράμ¬ 
μου ΑΓΒΕ, άψοΟ 

ΓΓ'= ΓΓ" καί ΑΓ'=ΒΓ=ΑΕ. 

Άρκεΐ νά βειχθή ότι τό τυ¬ 
χόν σημεΐον Δ του τόπου άνή- 
κει είς τήν εύθεϊαν ταότην 
ΕΓ\ Πράγματι, άν Ζ είναι ή 
τομή τών ΕΒ καί ΑΒ', θά ίχωμ 
καί Β'ΖΒ τάς σχέχεις: 


ΓΒ τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν μήκη 



έκ τών όμοιων τριγώνων ΑΖΕ 


ΕΑ _ ΒΒ' __ ΑΑ' __ ΑΔ 
ΕΖ ΒΖ ~~ ΒΖ ΖΔ 
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έκ τών όποιων £πεχαι ότι τό σηιιεΐον Δ εύρίσκεται έπί τής διχο¬ 
τόμου τής γωνίας Ε. 

ΓΙαρατήρηοις. Γνωρίζομεν δτι ό τόπος τοΟ σημείου Μ, μέσου 
τής ευθείας Α'Β', είναι ευθεία ΜΝΜ'Ν', παράλληλος πρός τήν 
διχοτόαον τής γωνίας Γ καί διερχομένη διά τοΟ μέσου Μ' τής εύ- 
θείας ΓΓ'. Ό ΟΙι&Μβδ έκάλεσεν αύτήν ίύθβΓαν χών μέσων (§ 1358). 

Τόπος 616—IV 

1546 δ. Έπί βοθείσης περιφερείας (Ο) θβωροΰμεν δύο χορδας ΑΒ, 
ΓΔ, σταθερών μηκών άλλα μεταβλητών θέσεων καί φέρομεν τήν ευ¬ 
θείαν, τήν ένοΰσαν τό σημεϊον τομής Κ των πλευρών ΑΓ καί ΒΔ τοΰ 
τετράπλευρου ΑΒΔΓ μετά τοΰ κοινοΰ σημείου Λ των διαγώνιων τοΰ 
ίδίου τετράπλευρου. Ποιος 6 τόπος των τομών Μ, Ν τών ευθειών ΚΛ 
μετά τών καθέτων είς τά μέσα τών χορδών ΑΒ καί ΓΔ ; 



“Εστω Ρ τό σημεϊον τομής τών εύθειών ΑΒ και ΓΔ. Τό ση- 
μεϊον τοΟτο είναι ό πόλος τής ευθείας ΚΛ, έπΐ τής όποιας άφ’ 
έτέρου εύρίσκονται καί οί πόλοι τών εύθειών ΑΒ καί ΓΔ. Επειδή 
δέ οί πόλοι τών εύθειών τούτων είναι τά κοινά σημεία Μ, Ν τών 
έψαπτομένων είς τά άκρα των (Α, Β) καί (Γ, Δ) άντιστοίχως καί 
κεΐνται, έπομένως, έπί τών καθέτων έπ* αύτάς ΟΜ, ΟΝ, Επεται 
ότι τά σημεία ταότα Μ, Ν είναι τά γράψοντα τόν έν τή έκφωνή- 
σει ζητούμενον τόπον. 

Επειδή τά τρίγωνα ΟΒΜ, ΟΓΝ είναι σταθερών μεγεθών, άψοΟ 
αί γωνίαι ΜΟΒ, ΝΟΓ μένουν Αμετάβλητοι, αί Αποστάσεις ΟΜ, 
ΟΝ θά διατηρούν σταθερά έπίσης μεγέθη καί οί τόποι τών ση- 
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μείων Μ ή Ν ΘΑ είναι όμόκεντροι τής δοθείσης (Ο) περιφέρειαι 
(/. ΑΓ Α\, 1891, σ. 140). 


θεώρημα 5ί6- V 

1646 β . ΑΙ τρεις περιφέρειαι του Απολλώνιου παντός τριγώνου 
έχουν κοινήν χορδήν. 

Ή περιφέρεια του Απολ¬ 
λώνιου τριγώνρυ ΑΒΓ, ή σχε¬ 
τική προς τήν πλευράν ΑΒ 
αΰτοΰ, είναι ή έχουσα διάμε¬ 
τρον τήν άπόστασιν των πο* 
δών έπι τής πλευράς ταύτης 
των διχοτόμων τής γωνίας Γ. 

“Εστωσαν (α, α'), (β , β '), 

(γ, γ') οΐ πόδες τών διχο¬ 
τόμων έπΙ τών Απέναντι 
πλευρών τών γωνιών Α, Β, 

Γ καί XV, λν' τά κοινά ση¬ 
μεία τών περιφερειών τών 
γραφομένων μέ διαμέτρους τάς ββ’ κ αΐ γγ ΘΑ δχωμεν τάς σχέσεις : 

\νΑ _ β λνΒ 
ΨΒ “ α ’ «Τ' - β 

καί έπομένως τήν 

\ΥΑ _ γ_ 

\νΓ — α ' 

ήτις δεικνύει δτι τό σημεϊον \ν\ καί άναλόγως καί τό \ν', Ανήκει 
ε(ς τήν περιφέρειαν μέ διάμετρον αα'. 

Παραχηρήοεις. 1) Τά σημεία \ν, \Υ Γ ' όνομάζονται κέντρα Ισοόννα- 
μιχά τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, ένεκα τών Ισοτήτων: 

α . \νΑ = β . \νΒ = γ . \νΓ καί α . \ν'Α = β . Υ¥'Β = γ . χνΤ. 

ΑΙ Αποστάσεις έκάστου αύτών Από τών κορυφών είναι Ανάλο¬ 
γοι τών Αντιστρόφων τών Απέναντι πλευρών : 

\ΥΆ: \νΒ : \ΛΤΓ — —: -1-: — . 

α β γ 

2) Ή εύθεία \ν\ν' διέρχεται διά τοΟ κέντρου τής περιγεγραμμέ- 
νης εις τό τρίγωνον ΑΒΓ περιφερεΙας. 

3) Ή πολική έκάστου τών σημείων \ν, \ν' πρός τήν περιφέ¬ 
ρειαν (ΑΒΓ) διέρχεται διά τοΟ έτέρου τών σημείων τούτων. 

Σημειώσεις, 1) Έκ τών προτάσεων τής Ανωτέρω Παρατηρή- 
σεως, ή 1) εύρίσκεται είς τά Α. ά. ΐι’εη/οηηε, τόμ. XX (1829- 1830), 
σ. 306* \νβΠέδ. Διά τήν 2) καί 3), βλ. Μ. Α 1 ., του ναίδοτί (15 
Μαρτίου 1899, σ. 94, π° 4520). 

Ή όνομασία Ιοοδνναιαχά χέντρα όφείλεται είς τόν Νουδετρ 
(Μαίόβί«, 1Θ0?), σ. 204, παραπομπή). Διά τήν σπουδήν τών σημείων 
τούτων, Βλ. /. ά. Μ. Ε1. } τοΟ Ι,οιίβοδ&πιρδ, Αρθρα τών Βουΐίπ (1889, 
ο. 99, 123, 152, 180), Ββτηέβ (1893, σ. 3, 25, 49, 76) καί σημείωσιν 
τοΟ ΝειιΙ,βΓΕ (1889, σ. 212, π° 2). Σχετικώς, ύπάρχει καί τό Ακό¬ 
λουθον θεώρημα: 
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Αί περιφέρειαι τον * Απολλώνιου ενός τριγώνου χ έμνονται άνα δύο κατα 
γωνίαν Τσην προς 120° (Γ,βπιοίπο, ΜαΐΚβείε, 1902, σ. 147, ζτμ. 1329). 

2) Τό άντίστροφον τοϋ θεωρήματος του Βτοοατά (§ 1342, ζ, Πα- 
ρατήρησις), παρουσιάζει άναλογίαν τινά μετά του προηγουμένου 
τών περιφερειών τον * Απολλωνίαν. Ιδού ή γενική του διατύπωσις ; 

“Εατω Α'ΒΤ' διατέμνονσα τον τριγώνου ΑΒΓ. Αί περιφέρειαι με δια¬ 
μέτρους ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' τέμνονται εις δύο αημεϊα, πραγματικά ή φαν¬ 
ταστικά. 

Πρόκειται δήλ. περί τοΟ γνωστοΟ θεωρήματος: 

Αί περιφέρειαι με διαμέτρους τάς διαγώνιους ένος πλήρους τετράπλευρου , 
ϊχονν τον αυτόν ριζικόν άξονα {Ν. Α., 1862, σ. 17), 


θεώρημα 516 — VI 


1546 ζ» 1) "Εστιασαν ΑΒΓ, Α'ΒΤ' δύο σχήματα ευθέως ομοια (σχ. 
980, σ. 712). ΑΙ περιφέρειαι τού Απολλώνιου, αί μέ διαμέτρους ΜΜ' 
κλπ. έπί των ευθειών ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' κλπ. των ένουσών ομολόγους κο- 
ρυφάς, καθώς καί αί περιφέρειαι τοΰ Απολλώνιου, ώς αί ΡΠ, ΡΊΓ, 
αί σχετικαί πρός έκάστην πλευράν των δύο σχημάτων, διέρχονται διά 
τοΰ αύτοΰ σημείου Σ. 

2) Τό αυτό συιιβαίνει καί διά τάς περίφερείας τοΰ Μίςιιβΐ, ώς αί 
(ΑΑ'Λ'), (ΒΒ'Δ'), δταν τό τετράπλευρον ΑΒΒΆ' δύο ομολόγων πλευρών 
είναι κυρτόν (μόνην άλλωστε περίπτωσιν ήν έξετάζομεν). 


Τά άνωτέρω είναι φανερά κατά τήν πρότασιν τήο παραγρά* 
φου 1527: πδσαι αί περιφέρειαι αδται διέρχονται έκ τοϋ διπλού 
σημείου Σ τών δύο ευθέως όμοιων σχημάτων. 

Διά δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α'ΒΤ', ύπάρχουν έννέα περιφέρειαι 
τοΟ Απολλώνιου καί έννέα τοΟ ΜίηιιεΙ. 

ΑΙ έννέα περιφέρειαι τοΟ ΜΐηυεΙ καί αί δύο διχοτόμοι, αί σχε¬ 
τικοί πρός έκάστην αύιών (ώς αί ΜΕ, ΜΈ' Σχ. 980), δίδουν 8 
διαφόρους κατασκευάς. Άφ' έτέρου, λαμβάνοντες τάς πλιυράς 
τών τριγώνων ΑΒΓ, Α'ΒΤ' άνά δύο ΒΓ, Β'Γ' λ. χ., καθώς καί 
τάς ευθείας ΒΒ', ΓΓ' εύρίσκομεν δώδεκα έν συνόλω τόπους - ευ¬ 
θείας τών αναλογών άποοτάσεων ή τών άναλόγων διαιρέσεων (§ 1527, 
3ος τρόπος). Ύπάρχουν, έπομένως, δέκα όκτώ περιφέρειαι καί 
δώδεκα εύθεϊαι (έκτός τών διχοτόμων), διερχόμεναι πάσαι διά 
του σημείου Σ. Επειδή δέ αί τριάκονται αδται γραμμαί συνδυά¬ 
ζονται κατά 


/30\ _30.29 

I 2 / “ 2 


435 


διαφόρους τρόπους, έπεται 6τι ύπάρχουν 435 + 18 = 453 διακεκρι¬ 
μένοι κατασκευαί διά τόν προσδιορισμόν τοΟ σημείου Σ (σχ. 980). 


θεώρημα τον 5γΙνεεί€τ 516 — VII 

1546 η· *Η ευθεία ΟΗ, ή αυνδέουσα τά κέντρον Ο τής περιγραμμέ* 
νης περίφερείας τριγώνου ΑΒΓ μετά τοϋ όρθοκέντρου Η αύτοΰ, είναι 
ή αυνιαταμένη τριών Ισων δυνάμεων ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ. 

Γνωρίζομεν ΰτι ΓΗ = 2·ΟΡ (§ 723) καί ότι τά τρίγωνα ΓΗΑ 
καί ΡΟΣ είναι όμοια* έπειδή δέ ΑΓ = 2 . ΡΣ, Θά είναι 

ΑΗ = 2,ΟΣ, ΓΗ = 2 . ΟΡ. 
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"Εστω Δ τό συμμετρικόν του Ο πρός τήν ΒΓ. Επειδή τό σχήμα 
ΒΟΓΔ εΤναι παραλληλόγραμμον, ή ΟΔ είναι συνισταμένη τών 
Τσων δυνάμεων ΟΒ καί ΟΓ. ’Αφ’ 
έτέρου, καί τό ΟΔΗΑ εΤναι έπί- 
σης παραλληλόγραμμον, άψοϋ 

ΑΗ — 2 . ΟΣ = ΟΔ. 

Είναι, κατά συνέπειαν, ή ΟΗ 
συνισταμένη τών δυνάμεων ΟΔ 
καί ΟΑ, δηλ, συνισταμένη τών 
τριών ΐσων δυνάμεων ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ. 

Παρατήρηοις. *Η άνωτέρω πρό- 
τασις έπιδέχεται τήν άκόλουθον 
γενίκευσιν: 

"Εστω Ο τυχόν οημεϊον τον επι¬ 
πέδου τριγώνου ΑΒΓ και Α', Β\ Γ' 
ία μέσα των πλευρών τον τριγώνου. 

Διά τών κορυφών Α, Β, Γ φέρομεν 
παραλλήλους προς τάςΟΑ', ΟΒ', ΟΓ\ 

Δείξατε 9τι αί εν&εΐαι ανται τέμ- 
νονται είς τό αυτό οημεϊον Η και άτι ή ενδεΐα Ο Η είναι ή σννισχαμένη 
τών τριών δυνάμεων ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ. 

Ή γενίκευσις αϋτη άνήκει είς τόν Οογοιιο (Ν. Α. Μ., 1883, σ. 525). 

Πρόβλημα τον ΜαΙ(αί1ι 516— \Ί11 

1646 Λ Δοθέντος- τριγώνου ΑΒΓ, νά έγγραφοΟν είς αυτό τρεις πε- 
ριφέρειαι (X), (Υ), (Ζ) τοιαύται, ώστε έκαστη αυτών νά εφάπτεται τών 
»ύο άλλ ων καί δύο τών πλευρών τοΰ τριγώνου. 


V 




Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένων καί διά τών έπομένων 
Επαγωγικών συλλογισμών, φθάνομεν είς τήν δικαιολόγησιν τής 
κατασκευής, τής άναψερομένης είς τό τέλος τής σπουδής τοΟ προ¬ 
βλήματος καί τήν όποίαν ύπέδειξε ό βίείπετ άνευ άποοείξεως. 
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Παρατηροΰμεν κατά πρώτον, δτι αΐ έσωτερικαι κοιναί έφαπτό- 
μεναι τών περιφερειών (X), (Υ), (Ζ) τέμνονται είς τό ριζικόν κέν- 
τρον Η. αύτών (§ 1271 α). 

Έστωσαν Δ, Ε, Ζ, θ, Η, Κ τά σημεία έπαφής μετά τών πλευ¬ 
ρών τοΟ δοθέντος τριγώνου. 

1) Τό σημείον υ, τομή τής ΓΡΙ" καί τής ΑΒ, είναι τό σημεΐον 
δπου ή έγγεγραμμένη εις τό τρίγωνον Σ'ΚΤ' περιφέρεια (Γ') έφά- 
πτεται τής πλευράς ί'Τ'. Πράγματι, 

υθ = υΡ = υΔ, δτ=ντ\ θς=μς', κμ = κΝ. 

καί έπομένως : 

ϋΤ' - υΣ' = ΔΤ' - ΘΣ' ^ ΝΤ' - ΜΣ' = ΚΤ' - *Σ', 

δηλ. τό σημείον ΐ: έχει τοιαύτην θέσιν έπί τής πλευράς Σ'Τ',. 
ώστε ή διαφορά τών άποστάσεών του άπό τάς κορυψάς Τ', Σ' τοΟ 
τριγώνου ΚΤ'-Σ' νά ίσοΟται πρός τήν διαφοράν τών πλευρών ΚΤ' 
καί ΚΣ' αύτοΟ* ή δέ Ιδιότης αϋτη χαρακτηρίζει τό σημεΐον έπα- 
φής τής έγγεγραμμένης περιφερείας είς τρίγωνον μετά τίνος πλευ¬ 
ράς (§ 743, 4)). 

2) Άναλόγως, αΐ έγγβγραμμέναι είς τά τρίγωνα τών εύθειών 
(ΚΤ', Κϋ', ΒΓ) καί (ΗΣ' Κϋ', ΑΓ) περιφέρειαι (Α'), (Β'), έφά- 
πτοντσι τών ΒΓ καί ΑΓ είς τά σημεία Σ και Τ άντιστοίχως. 

3) θεωροϋντες- τό σύστημα τών τριών περιφερειών (Α'), (Β') 
καί (Ζ), άναγνωρίζομεν, δτι δύο τών έζωτερικών κοινών έφαπτο- 
μένων αύτών, αί ΣΣ' καί ΤΤ', καί μία τών έσωτερικών κοινών έφα- 
πτομένων, ή 1·Γ\ διέρχονται διά τοΟ αύτοϋ σημείου Κ. Επομέ¬ 
νως (§ 758), ή δευτέρα κοινή έφαπτομένη τών (Α') καί (Β') διέρ¬ 
χεται διά τής κορυφής Γ, καθ' ήν τέμνονται αί κοιναΐ έσωτερικαι 
έφαπτόμβναι ΒΓ καί ΑΓ. 

4) "Εστωσαν α, γ τά σημεία καθ’ ά αί υυ\ ΣΣ' έφάπτονται 
τών περιφερειών (Α'), (Γ'), άντιστοίχως. θά έχωμεν 

ϋα = Σγ. 

Πράγματι, 

ΡΓ = θϋ = Σ'θ - Σ'υ = Σ'Μ - Σ'γ = Μγ 
καί Ρα = υ'Ρ - υ'α = ϋ'Ζ - ϋ'Σ = ΣΖ = ΣΜ. 

Επομένως, 

υΡ + Ρ α(= Γα)= ΣΜ + Μγ(= Σγ), 

5) Ή έφαπτομένη υα τής περιφερείας (Α') είναι μέση άνάλο- 
γος τών υΣ καί Γα, δπου α ή δευτέρα τομή τών υΣ καί (Α'). 
Επίσης, ή Σν είναι μέση άνάλογος τών Συ καί Σγ· έπειδή δέ 
ΙΤα = Σγ, Επεται (§ 1259 β). 

Σα — 1*γ. 

Επειδή ή εύθεϊα υΣ όρίζει Τσας χορδάς είς τάς περιφερείας 
(Α’) καί (Γ’), φαίνονται αδται 6πό τήν αύτήν γωνίαν έκ τής κο¬ 
ρυφής Β (§ 1259 α). Καί δυνάμεθα νά εΤπωμεν δτι ή δευτέρα 
κοινή έσωτερική έφαπτομένη τών περιφερειών (Α') καί (Γ') είναι 
ή διχοτόμος ΒΥ τής γωνίας Β. 

Έκ τούτων έπεται ή άκόλουθος κατασκευή κατά δίβίηεΓ : 

«ΤοΟ Κ δντος κέντρου τής έγγεγραμμένης περιφερείας είς τό 
τρίγωνον ΑΒΓ, έγγράψατε είς τά τρίγωνα ΒκΓ, ΓΚΑ, ΑΚΒ πε - 
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ριφερείας (Α'), (Β'), (Γ'). Φέρατε τών περιφερειών τούτων, άνά 
δύο λαμβανομίένων, τάς κοινάς έφαπτομένας ΣΣ' ΤΤ', υυ'. 

Σχηματίζονται οϋτω τρία τρίγωνα ΑΤΤ', Βυυ', ΓΣΣ', Εκαστον 
τών όποίων Εχει δύο πλευράς κειμένας έπί δύο πλευρών τοΟ τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ καί τήν τρίτην έπί μιας τών έφαπτομένων. Α1 έγγε- 
γραμμέναι περιφέρειαι εις τά τρίγωνα ταυ ία εΐναι αΐ ζητούμενοι». 

16461. Σημβίωοις· Τό πρόβλημα τον ΜαΙ?αΙΙΐ, έκ του όνόματος 
τοΟ ΊταλοΟ γεωμέτρου (1731 - 1807) καί τό όποιον Εδωσε είς δη¬ 
μοσιότητα τό 1803, προετάθη είς τά ΑηηαΙβ9 άβ ϋβτ$οηηβ είς τόν 
Α'. τόμον αύτών (1810 - 1811, σ. 196) καί έλύθη Αναλυτικώς είς 
τόν Τδιον τόμον, σ, 343, ύπό τών συντακτών τοΟ περιοδικοΟ τού¬ 
του Ι·- Π. ΟβΓ^οηοβ καί - Ε. Τΐιοιηεβ Εανεπιέάΰ. 

Ή πολν άπλή λύσις, ή δοθεΐσα ύπό τοΟ ίδιου τοΟ Μβΐίαίΐί. Ανε- 
κοινώθη είς τά ΑηήαΙββ ύπό τοΟ Βίάοηβ, καθηγητοΟ είς τήν Ακα¬ 
δημίαν τοΟ Τουρίνου (τόμ. I, σ. 347), άλλ' Ανευ τής άποδείξεώς 
της. Ό ΟβΓ^οηηβ ύποδεικνύει δτι δυνάμεθα νά Εχωμεν 32 έν γέ- 
νει λύσεις (σ. 348). 

Τό πρόβλημα έπανατίθεται είς τόν II τόμον (σ, 60 και 65) καί 
Επίσης είς τόν X τόμον, δπου καί λύεται ύπό τοΟ ΕεοΗπιυζ. Ή 
λύσις αϋτη, Απλοποιημένη ύπό τοΟ Οβίαΐβη, εύρίσκεται καί είς τά 
Ν. Α., τόμ. V, 1846, σ. 60. 

Είς τόν τόμον VI, 1847, σ. 346, άναφέρεται ή γεωμετρική λύ¬ 
σις τοΟ 3*ίΐπ€Γ* ή Απόδειζις είναι του ΖοΓηο\ν, καθηγητοΟ είς 
Καίνιγκσμπεργκ (1833). Ό τόμος VIII, 1849, σ. 22, άναγγέλλει 
μίαν Απόδειξιν Αλγεβρικήν τοΟ 0. Αά&ιπδ καί είς τόν τόμον XII, 
1853, σ. 131 παροπίθεται ή τριγωνομετρική λύσις του δοΐιβίδεοΐι. 

Ό Ο. Η.ΗΙ είς τΑ ΡνούΙέηιβ* άβ ΟέοτηέΙνίβ έΐέτηβηίαΐνβ αύτοΟ δί¬ 
δει τήν λύσιν του προβλήματος του ΜεΙίαΙΙΐ (σ. 322, ρΓοδΙέηιε 
214). Έπίση ό Ηοιίδεί είς τήν ϊηΐνοάηβΐίοη ά Ια ΟέοτηέΙνίβ $ηρέ- 
ηβητβ αύτοΟ Π865, σ. 144). Κατά τόν Οαίαΐαπ, ό ΗλγΙ Εδωσεν 
Αργότερο ν τήν λύσιν τοΟ προβλήματος του Μ., τήν όποιαν ό Οα- 
Ιεΐαη παραθέτει είς τά ΤΗέονέτηβ* βί ΡτούΙέιηβ* άβ Οέογηέίτίβ (6η 
Εκδοσις, σ. 258) αύτοΟ. 

Ό Ι>€8δον€8 είς τά ιββίίοηβ άβ (χέοιηέΐνϊβ (2α Εκδ., σ. 360, η® 
18) καί ό ΚοηεΙιό είς τό Τναϋέ άβ Οέοτηέίνίβ (7η Εκδ. 1900, α' μέ¬ 
ρος, σ. 311, η° 407) Επανέρχονται έπί τής Αποδείζεως του Ηει-Ι 
καί Αναπτύσσουν αύτήν. Ό οέ ΡβΗθίΓεαιι έπελήφθη τοΟ ίδιου προ¬ 
βλήματος κατά πρωτότυπον καί άξιοσημείωτον τρόπον (Α. Ρ., 
1888. Ογκπ, σ. 99 Εως 103). 

Είς τό ϋΗΐΙβίίη άβ Μ. Ε . τών Οότ&πΐ καί ΜίοΗβΙ (1900, σ. 209, 
207 δίδεται ύπό Ο. Ροηίβηέ καί ΟέΓβπΙ, μια πλήρης σπουδή του 
ζητήματος. Ούχ’ ήττον, ώφέλιμος είναι καί ή άνάγνωσις τοΟ Αρ¬ 
θρου του Ε. - Ν. ΒΑΓίβίεη είς τά Ν. Α., 1902, σ. 441 καί 499. 

Ή γεωμετρική άπόδειζις τής ύπό τοϋ ίδιου τοΟ Μβ1ί&«ΐ δοθεί- 
σης κατασκευής μένει Ακόμη ποός Ερευναν (Α , ά . 6., τόμ. I, σ. 
347). ΓΊαριστώντες διά τ τήν ήμιπέρίμετρον τοΟ τριγώνου, διά ρ τήν 
Ακτίνα τής Εγγεγραμμένης περιφέρειας (Κ) καί διά α', β', γ' τάς 
αποστάσεις ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ή κατασκευή αϋτη συνίσταται είς τό νά 
λάβωμεν 

2. ΑΔ = τ — ρ α' — β' — γ' 

ΔΧ= Ρ( τ ~ρ-|-α·-ρ·- γ ') 

2(χ - σ) 


καί έπομίνως 
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Πρόβλημα 516-IX 

1646 μ* Νά κατασνβυασθή τρίγωνον ΑΒΓ έκ τοΰ έγγεγραμμένου βΐς 
αυτό κύκλου και τοΰ σημείου τού ΟβΓ£οηπο Ν, καθ' δ τέμνονται αί 
ένοΰσαι τάς κορυφάς τοΟ τριγώνου μετά των σημείων έπαφής εΰθεϊαι. 

Τό πρόβλημα εΤναι άόριστον. "Ας λάβωμεν, πράγματι, £ν τυ¬ 
χόν σημεΐον Δ ώς σημεΐον έπαφής (αχ. 993)· όρίζονται οΟτω αί 
διευθύνσεις τής πλευράς ΒΓ καί τής εύθείας ΔΝΜΑ. 

Πρός προσδιορισμόν τών άλλων κορυφών, παρατηροΟμεν 6τι ό 
πόλος Ρ τής εύθείας ΔΝΑ εΤναι τελείως ώρισμένος. ΕΤναι έπομέ- 
νως, τό τρίγωνον κατασκευάσιμον έάν γνωρίζωμεν τήν λύσιν τοΟ 
άκολούθου προβλήματος : 

Πρόβλημα 516-X 

1546 λ. Νά κατασκευαστή τρίγωνον έκ τοΰ έγγεγραμμένου είς αυτό 
κύκλου! τοΰ σημείου τοΰ ΟβΓ^οηηβ Ν καί ένός των σημείων έπαφής Δ 

Άλγιβρικη Ιύοις. Τώ σημεία Δ, Ν όρίζουν τήν χορδήν ΔΜ, &ρα 
καί τόν πόλον αύτής Ρ. Τό πρόβλημα συνίσταται είς τήν άγωγήν 
εύθείας ΡΖΧΕ τοιαύτης, ώστε αί διαγώνιοι ΒΕ, ΓΖ τοΟ τετρα- 
πλεύρου ΕΖΒΓ νά τέμνωνται είς τό σημεΐον Ν, ή τοιαύτης, ώστε 



ή ΔΧ νά διαιρείται άρμονικώς Οπό 
τών X καί Α. 


τών Ν καί Α καί ή ΔΜ ύπό 


"Ας θέσωμεν: ΔΜ = μ, ΔΝ=ν, ΔΧ=χ καί ΔΑ = γ. 

ΑΙ σχέσεις (ΔΧΝΑ) = —1, (ΔΜΧΑ) = — 1 γράφονται άντι- 
στοίχως: 

X ν ” γ μ X ' γ 


έκ τών όποιων εύκόλως συνάγομεν 

3 μν 3 μν 

Τ ^ " , " # V _ " I 

2 ν -|- μ ^ 4 ν — μ 

μήκη εόκόλως κατασκευαζόμενα. 
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ1 ΛΥΣΕΙΣ 

1546 μ. Δεύτερα Ιύοις. Γνωρίζομεν τά σημεία Δ, Ν, Μ, Ρ. Φέ¬ 
ρομε ν διά του Ρ τέμνουσαν τυχουσσν ΡΖΧΕ. ΑΙ έψαπτόμεναι είς 
τά Ε, Ζ τέμνουν τήν στσθεράν έψαπτομένην ΡΔ είς τά Β καί Γ, 
ίστωσαν 6έ Β', Γ' σΐ τομαί τής ΡΔ μετά τών ΝΕ καί ΝΖ εύθειών. 

"Ενεκα τοΟ τετραπλεύρου ΑΕΝΖ, τά σημεία Β, Β' καί Γ, Γ' 
είναι όμόλογα σημεία μιας ένελίξεως, είς τήν όποΐαν άνήκουν 
έπίσης καί τά σημεία Ρ καί Δ. 


Α 



Αρκεί νά εύρεθή θέσις τής τεμνουσης ΡΧ, τοιαυτη ώστε τά ση¬ 
μεία (Β, Β') ώς καί τά (Γ, Γ') νά συμπίπτουν, ή, μέ άλλας λέξεις, 
νά εΰρεθοΟν τά διπλά αημεΐα υ, V τής ένελίξεως τής όριζομένης 
υπό τών τριών ζευγών όμολόγων, έν αύτή, σημείων (Β, Β')(Γ, Γ') 
καί (Ρ, Δ). 

Τά σημεία ταΟτα ευκόλως κατασκευάζονται, έπειδή είναι τά 
άρμονικώς διαιροΟντα τά ΒΒ' καί ΓΓ' καί έπομένως καί τό 
τμήμα ΡΔ. 

ΑΙ έκ τών υ, V έψαπτόμεναι τής δοθεϊσης περιψερείας όρίζουν 
τό ζητούμενον τρίγωνον καί τό όποιον δύναται νά εΐναι Ιγεγραμ· 
μενοψ ή παρβγγεγραμμένον είς τήν περιφέρειαν, άναλόγως τών δε¬ 
δομένων. 

1546Τρίτη λνσις. 'Επί τής προεκτάσεως τής ΡΔ (σχ. 995) 
<3ς λάβωμεν μήκη ΔΔ' = Δ'Δ"= ΡΔ. 

Φέρομεν τάς εύθείας ΡΝ καί ΜΔ", τεμνομένας είς Χ'. Διά τοΟ 
σημείου Χ' ψέρομεν παράλληλον πρός τήν ΡΔ καί μέχρι τοΟ ση¬ 
μείου Χκαθ' δ αϋτη συναντά τήν χορδήν ΔΜ. 

Ή τέμνουσα ΡΖΧΕ λόει τό πρόβλημα. 

Ύποθέσωμεν πράγματι τοΰτο λελυμένον καί διά τών Μ καί X 
άς ψέρωμεν παραλλήλους πρός τήν ΡΔ, τεμνούσας, ή πρώτη τήν 
ΡΧ είς Μ' καί ή δευτέρα τήν ΡΗ είς X*. Τά σημεία ταΟτα, Μ' 
καί Χ', άνήκουν εις τήν εύθεΐαν ΑΔ', έπειδή τό σημεϊον Δ είναι 
μέσον τής ΡΔ' καί τά σημεία Α, X διαιροΟν άρμονικώς τό τμήμα 
ΜΔ^, ένφ τά σημεία Α, Ν είναι συζυγή άρμονικά τών X καί Δ. 

"Εστω ΜΔΔ Η τό έπί τών ΜΔ, ΔΔ' παραλληλόγραμμον καί Ο 
τό μέσον τής πλευράς του ΗΔ'. Ή διαίρεσις (Δ'Μ'ΧΆ) εΤναι άρ- 
μονική, ώς ή (ΔΜΧΑ), καί τό αύτό συμβαίνει καί διά τήν τε¬ 
τράδα εύθειών Μ (Δ'Μ'Χ'Α)* είναι άρα ή τετράς τών σημείων 
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(Δ', Η, Ο, οο) άρμονική, τό σημεΐον Ο μέσον τοΟ τμήματος Δ Ή 
και ή εύθεϊα ΜΟ διέρχεται διά του σημείου Δ*\ 

Κατά ταΟτα, διά τήν κατασκευήν τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, φέρομεν 
τήν ΜΔ", όρίζομεν τήν τομήν της Χ' όπό τής ΡΝ καί έκ τοΟ Χ' 
φέρομεν τήν παράλληλον πρός τήν ΡΔ, τέμνουσαν τήν ΔΝ είς X. 



*Η κορυφή Α του ζητουμένου τριγώνου εΤναι ό πόλος τής ευθείας 
ΡΧ κλπ. 

(*£> γενβί, τα σημεία Γ χαί Δ" &βν συμπίπτουν καί ή Ανωτέρω από· 
Αειξις είναι άνβξάρτηχος των Αντιστοίχων Φέσεών των). 

1648 ξ. Διερεννησις, Έάν δοθοΟν ή περιφέρεια καί τά σημεία Δ 
καί Ρ, είναι εΟκολον νά παρακολουθήσωμεν τάς μεταβολάς τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ, τάς άντιστοίχους τών θέσεων του σημείου Ν τοΟ 
ΟβΓβοηηε έπί τής στσθεράς χορδής ΔΜ. 

'Υπάρχουν δύο άξιοσημείωτοι θέσεις τής τεμνούσης ΡΖΧΕ=(ε). 

* Οταν ή (ε) συμπίπτη πρός τήν διάμετρον Ρα (σχ. 996), ή κο¬ 
ρυφή Α είναι τό έπ* άπειρον σημεΐον τής εύθείας ΥΖ, τό δέ ση- 
μεϊον τοΟ Οετζοηπε είναι είς I. 

Έάν (ε)ΞΡβ, δπου β τό σημεΐον έπαφής έφαπτομένης Κβ 


Υ 



παραλλήλου πρός τήν ΡΔ, ή κορυφή Α εΰρίσκεται είς Κ καί τό 
σημεΐον τοΟ ΟβΓ^οηπε είς Λ. 

"Οταν τό σημεΐον τοΟ ΟβΓβοηηε Ν γράφη τό τμήμα ΔΙ, ή κο¬ 
ρυφή Α κινείται έπί τής ήμιευθείας ΔΖ, ή 6έ περιφέρεια μένει 
παρεγγεγραμμ/νη είς τό τρίγωνον καί είς τήν γωνίαν Α αύτοΟ. 
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"Οταν τό Ν γράφη τό τμήμα ΙΛ, ή κορυφή Α κινείται έπί τής 
ευθείας ΚΥ, ή δέ περιφέρεια μένει έγγεγραμμένη είς τό τρίγωνον. 
*Όταν τό Ν γράφη τό τμήμα ΛΜ, ή κορυφή Α κινείται έπί τοΟ 
τμήματος ΚΜ καί* ή περιφέρεια εΤναι παρεγγεγρσμμένη είς τό 
τρίγωνον και είς τήν γωνίαν Γ αύτοΟ. 

1546 ο . Τετάρτη λνοις. Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον. Ή 
χορδή ΔΝΜ όρίζει τόν πόλον αυτής Ρ καί τήν έφαπτομένην τής 
περιφερείας είς Μ, 

Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΡΑ καί έκ τοΟ Ν τήν παράλληλον πρός 
αύτήν ΠΝΤΣ. 

•Η τετράς τών εύθειών Ρ (Δ, Μ, Τ, Α) είναι άρμονική καί Τ, 



έπομένως, τό μέσον τής ΠΣ. Επίσης ή τετράς Ρ (ΔΤΝΑ) είναι 
άρμονική καί Ν τό μέσον τής ΠΤ. 

Είναι κατ’ άκολουθίαν τό τμήμα ΠΣ τετραπλάσιόν τοΟ ΠΝ καί 
τό σημεΐον Σ κατασκευάσιμον, άφοΟ θά είναι ή τομή τής εύθείας 
ΡΜ καί εύκόλως εύρισκομένης (§ 94 ή 1411) εύθείας ΣΣ', παραλ¬ 
λήλου πρός τήν ΡΔ. 

Μετά τήν κατασκευήν τοΟ σημείου Σ καί τής εύθείας ΝΣ, ή 
έκ τοΟ Ρ παράλληλος πρός αύτήν τέμνει τήν ΔΝ είς τήν κορυ¬ 
φήν Α τοΟ ζητουμέν *υ τριγώνου. 

1546 λ. Πέμπτη λνοις. Ύποθέτομεν τό πρόβλημα λελυμένον πά¬ 
λιν καί φέρομεν τήν ΡΑ (Σχ. 998), ώς καί τήν έκ τοΟ Ν παράλλη¬ 
λον ΠΝΡΣ πρός αύτήν. Ός εΐδομεν τό σημεΐον Ν είναι μέσον 
τοΟ τμήματος ΠΡ καί τό Ρ μέσον τοΟ ΠΣ. 

Κατασκευάζομεν τήν πολικήν ΡΗ τοϋ σημείου Ν καί φέρομεν 
πρός αύτήν τήν έκ του Ν παράλληλον ΙΝΚ. Ή τετράς τών εύ- 
θειών Ρ (ίΚΝΗ) είναι προφανώς άρμονική καί τό σημεΐον Ν μέ¬ 
σον τοΟ τμήματος ΙΚ. Επομένως, τό τετράπλευρον ΙΡΚΠ εΤναι 
παραλληλόγραμμον, τό σημεΐον 1 μέσον τοΟ τμήματος ΡΣ (άφοΟ 
Ρ = μέσον τοΟ ΠΣ) καί τό σημεΐον Ν μέσον τοΟ ΗΣ. 

Τό σημεΐον Σ κατασκευάζεται εύκόλως, ώς τομή τής έφαπτο- 
μένης ΡΜ καί τής γνωστής εύθείας ΣΦ (συμμετρικής πρός Ν τής 
πολικής ΡΗ). Ή δέ τομή τής εύθείας ΔΝΜ καί τής έκ τοΟ Ρ 
παραλλήλου πρός τήν ΝΣ, όρίζει τήν κορυφήν Α τοΟ ζητουμένου 
τριγώνου. 

Γεωμετρία 


49 
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Θεώρημα 516—XI 

1546ρ. Δοθβίσης περιφερείας, υπάρχει απειρία τριγώνων περιγε· 
γραμμένων είς αυτήν καί εχόντων ώς σημβΐον ΟβΓ^οηπε δοδέν ση· 
μεΐον Ν. 


Γ 



Λαμβάνομεν, πράγματι» £ν τών τριγώνων τούτων, έφαρμόζον- 
τες τήν μέθοδον τής προηγουμένης Χύσεως. Κατασκευάζομε ν πρώ- 
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τον τήν πολικήν ΗΉ (σχ. 999) τοΟ σημείου Ν, φέρομεν τήν συμ¬ 
μετρικήν αυτής ΤΤ' πρός τό σημεΐον Ν. 

Έκ τυχόντος, άκολούθως, σημείου Ρ τής ΗΗ' φέρομεν έφαπτο- 
ένας ΡΔ, ΡΜ πρός τήν περιφέρειαν. "Αν Σ είναι ή τομή τής 
ευτέρας εύθείας μετά τής ΤΤ', ή έκ τοΟ Ρ παράλληλος πρός τήν 
ΝΣ τέμνει τήν ΔΝ κατά τήν κορυφήν Α ένός έκ τών ζητουμένων 
τριγώνων. ΑΙ έφαπτόμεναι ΑΒ, ΑΓ, συμπληροΟν τό τρίγωνον. 

"Οταν ή κινητή ευθεία ΡΜΣ κυλιέται έπΐ τής δοθείσης περίΦε- 
ρείας, τά Ρ καί Σ γράφουν τάς σταθεράς εύθείας ΗΉ καί Τ Τ, 
αί εύθεΐαι ΝΣ, ΔΝΜ στρέφονται περί τό σημεΐον Ν, ή εύθεϊα ΡΑ 
μένει παράλληλος πάντοτε πρός τήν ΝΣ, κλπ. 

1646σ. Παρατήρηοις, Ή προηγουμένη πρότασις συμπληροΟται 
ώς άκολούθως : 

1) Τά τρίγωνα, τά περιγεγραμμένα είς δο&εϊσαν περιφέρειαν (Ο) 
(σχ. 1000) και Εχοντα τό αυτό σημεΐον Οβν^οηηβ Ν, βΐναι Εγγεγραμμένα 
είς τήν αυτήν κωνικήν τομήν. *Η καμττνλη αϋχη είναι όμόλογος (§ 1249, 
Σημείωσίς) τής περιφέρειας (Ο), έν τή όμολογίφ μΐ χέντρον Ν καί άξονα 
τήν π ολικήν ΡΡ' τον σημείου Ν προς τήν περιφέρειαν (Ο). 

Είς παν σημεΐον Ρ τής πολικής ταύτης άντιστοιχοΟν δύο τρί¬ 
γωνα, τά Εχοντα βάσεις έπΐ τών 
έφαπτομένων ΡΔ, ΡΔ' καί κορυφάς 
Α, Α’ έπΐ τής πολικής τοΟ Ρ εύ¬ 
θείας Ρ'ΔΔ'. 

Συμφώνως πρός γνωστήν κατα¬ 
σκευήν (§ 1546, πέμπτη λύσις), τό ση¬ 
μεΐον Α είναι τό συζυγές άρμονικόν 
τοΟ Ν πρός τό τμήμα ΔΡ' καί τό 
Α' τό συζυγές άρμονικόν τοΟ Ν 
πρός τό τμήμα ΔΊΡ\ θά Εχωμεν 
Επομένως: 

(ΝΑΔΡ')=(ΝΑ'Δ'Ρ') = - 1, 
έκ τών όποιων σχέσεων εύρίσκομεν 

(ΝΡ'ΔΑ) = (ΝΡ'ΔΆ') = = σταθ. 

"Οταν ή εύθεϊα ΝΡ' στρέφεται περί τό σημεΐον Ν, τό τμήμα 
ΝΡ* διαιρείται ύπό τών σημείων (Δ, Α) ή (Δ', Α') κατά σταθερόν 
άναρμονικόν λόγον. 

Τά σημεία Α, Α' γράφουν, Επομένως, κωνικήν τομήν καί τά 
περιγεγραμμένα τρίγωνα είς τήν περιφέρειαν (Ο), τά Εχοντα πάντα 
τό αύτό σημεΐον ΟβΓ^οοπε Ν, μένουν Εγγεγραμμένα είς τήν κωνι¬ 
κήν ταύτην τομήν, κατά τήν έκφώνησιν. 

2) Είς παν σημεΐον Ρ τής πολικής τον σημείου Ν, αντιστοιχούν δυο 
έκ τών τριγώνων αυτών ΑΒΓ, Α'ΒΤ', Εχοντα τάς αννάς «ϋβνίβηη€8» τοΰ 
Οβνςοηηβ ΑΑ'ΝΡ', ΒΒ'ΝΠ', ΓΓ'ΝΣ'. 

ΑΙ πλενραι τών τριγώνων τούτων σχηματίζουν Εν περιγεγραμμένον είς 
τήν περιφέρειαν (Ο) εξάγωνον, τον όποίον αί εν&εΐαι τον ΒνίαηοΗοη 
(= διαγώνιοι) διέρχονται διά τον σημείου Ν. Αί εύ&εΐαι ανται ΝΡ, ΝΓΊ, 
ΝΣ είναι συζυγείς τών ΝΡ', ΝΠ', ΝΣ', διέρχονται δηλ. διά τών πόλων 
Ρ, Π, Σ τών τελευταίων εν&ειών, τών κειμένων επί τής πολικής τον Ν. 

Τά τρίγωνα ΑΒΓ, Α'ΒΤ' είναι άντίστοιχα είς όμολογίαν κατά τέσσα- 
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ρας διαφόρους τρόπους. Πρώτον κατά την όμολογίαν κέντρου Ν χαΐ Αξονος 
ΡΡ' και ύστερον κατά τάς ομολογίας με κέντρα Ρ, Π, Σ και Αξονας τάς 
πολικάς αυτών (και εν&είας Βηατϊοβοη, ώς ανωτέρω) ΝΡ’, ΝΠ', ΝΣ' 
άντιστοίχως. 

3) ΕΙς το σημεΐον Ρ', συζυγές τον Ρ έπι τής πολικής ΡΡ' του σημείου 
Ν, αντιστοιχούν δυο Αλλα τρίγωνα αβγ, α'β'γ', μέ τάς ανί&ς, ώς τά 
πρώτα , Ιδιότητας, και μέ την άξιοσημείωτον συμπληρωματικήν, όχι αί 
οβνίεηηβε τοϋ Οένροηηε τοΰ πρώτον ζεύγους τών τριγώνων συμπίπτουν 
προς τάς ευθείας ΒτίαηΰΗοη τοϋ δεντέροχ' ζεύγους. Και άντιατρόφως . 

Πάααι αί άνωτέρω Ιδιότητες είναι προβολικαί καί καθίστανται 
προψανεΐς διά "τοϋ έπομένου μετασχηματισμού, άπλοποιοϋντος τά 
μέγιστα τό σχήμα. 

Έάν προβάλωμεν τό σχήμα (έπί τίνος έπιπέδου) εις τρόπον, 
ώστε ό άξων Ρ.Ρ' νά καταστη ή έπ* άπειρον εύθεΐα τοΟ έπιπέδου, 
ή δέ προβολή τοϋ πόλου Ν νά εΐναι ή (κοινή) έστία τών λαμβανο- 
μένων καμπύλων, τό σημεΐον τοϋτο, τοΟ όποιου ή πολική είναι ή 
έπ # άπειρον εύθεΐα τοϋ έπιπέδου, θά εΐναι χέντρον έκάστης τών 
νέων καμπύλων καί αί καμπύλαι αδται ομόκεντροι περιφέρειαι. 

*Η άκρα αυτή άπλοποίησις τοϋ σχήματος καθιστά προδήλους 
τότε τάς άνωτέρω προβολικάς ιδιότητας αύτοϋ. 

Σημείωσες» Ή ένδιαφέρουσα αί5τη μελέτη (§§ 1546 κ Εως 1546 σ) 
όψείλεται εις τόν Η. Μεΐίέίε, καθηγητήν είς Πί)οη. 



ΒΙΒΛΙΟΝ IV 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


9 Εμβαδά τών οχημάτων 

1547· Είς τά Στοιχεία τής Γεωμετρίας (IV Βίβλίον), τά έμβαδά 
τών σχημάτων ποριζόμεθα έκ τοΰ έμβαδοΰ του όρθογωνίου πα¬ 
ραλληλογράμμου καί 6ι # άμέσου συγκρίσεως τής πρός μέτρησιν 
έπιφανείας πρός άλλην γνωστού μέτρου. Άποδεικνύεται ούτω 6τι 
Εν παραλληλόγραμμον είναι Ισοδύναμον πρός όρθογώνιον τής αυ¬ 
τής βάσεως καί τού αύτου ύψους* δυνάμεθα έπομένως νά θεω- 
ρήσωμεν ώς μέτρον τής έπιφανείας τού παραλληλογράμμου τό 
γινόμενον τών άριθμών, οϊτινες μετρούν τήν βάσιν καί τό ύψος 
τού σχήματος. 

Κατ’ άνάλογον τρόπον έργαζόμεθα διά τό τρίγωνον καί τρα- 
πέζιον διά τήν περιφέρειαν, όμως, εΤμεθα υποχρεωμένοι νά κα- 
ταφύγωμεν είς άπειροστικάς μεθόδους καί νά θεωρήσωμεν τό 
σχήμα αύτό ώς ΰριον κανονικών πολυγώνων, τών όποιων τό πλή¬ 
θος τών πλευρών αύξάνει είς άπειρον. 

Ό κύριος θεμελιωτής τής Γεωμετρίας τον μέτρον είναι ό "Αρχιμή¬ 
δης. Είς τούτον όφείλομεν τήν Εκφρασιν τού έιχβαδού τής περιφέ¬ 
ρειας καί τόν τετραγωνισμόν παραβολικού τμήματος (Ο,, η° 947). 

Καί εΤναι βεβαίως άληθές 6η, ένωρίτερον τοΰ Άρχιμήδους 
ό Ιπποκράτης ύπελόγισεν τά έμβαδά τών φερωνύμων μηνίσκων 
(§§ 1577, 1578). Αλλά, νομίζομεν, δτι ή έπιτυχία αυτή ήτο πε¬ 
ρισσότερον μία κατ’ ευτυχίαν διαπίστωσις τής Ισοδυναμίας μεταξύ 
ενός σχήματος μέ καμπυλόγραμμον περίμετρον καί ένός όρθογω- 
νίου τριγώνου, παρά μέθοδος γενική, δυναμένη νά όδηγήση είς τόν 
υπολογισμόν τής έπιφανείας έπιπέδων κλειστών καμπύλων. 

*Η Μέδοδος χών άττειροοιικών έμβαδών τού Άρχιμήδους, Εφαρμό¬ 
ζεται είς τά παραβολικά χωρία, ώς καί είς τήν μέτρησιν τών στε¬ 
ρεών, καί θά τήν συναντήσωμεν εις τό VII Βιβλίον (§ 1902). Είς 
τό αύτό τμήμα τού ίργου τούτου εύρίσκεται καί ή Μέ&οδος τών 
αδιαιρέτων τοΟ ΟανεΚοη, ώς καί ή Μέ&οδος άδροίαβως, τήν όποίαν 
δυνάαεθα νά έπισυνάψωμεν είς τάς δύο πρώτας. 

ΟΙ τύποι τοΟ κατά προσέγγισιν υπολογισμού έμβαδών τούς 
όποίους θά χρησιμοποιήσωμεν είναι οΐ τού ΟΊιοπι&β δίπιρδοη (Ο., 
π° 983) καί τοΟ Ροηοείεί (Ο., η° 357). 

Ό τελευταίος ούτος τύπος έτροποποιήθη έπιτυχώς ύπό τού Ρλγ- 
τηεηΗβί’ (Ο., η° 996). 

Θεώρημα 617 

1548· Τό εμβαδόν πολυγώνου περιγεγραμμένου είς περιφέρειαν εί¬ 
ναι Ισον πρός τό ήμισυ τοΰ γινομένου τής περιμέτρου αύτοΰ έπί τήν 
ακτίνα τής περιφερείας. 

Επειδή τό πολύγωνον τούτο άναλύεται είς ιρίγωνα 6χοντα 
ύψος κοινόν ρ καί βάσεις τάς πλευράς αύτού. 
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Θεώρημα 618 

1649· 1) ΑΙ συνδέουσαι τό κεντρον βάρους τριγώνου μέ τάς κορυ- 
φας αυτού εύθεϊαι, διαιρούν τό τρίγωνον είς τρία άλλα Ισοδύναμα. 

2) ΑΙ τρεις διάμεσοι διαιρούν τά τρίγωνα είς εξ άλλα Ισοδύναμα. 

Θεώρημα τοϋ Υεείεπ 619 

1660 . Έάν κατασκευάσωμεν τετράγωνα έπί των τριών πλευρών όρθο- 

γωνίου τριγώνου ΑΒΓ (σχ. 1001) 
και φέρωμεν τάς ΗΙ, Ϊ'Κ, ΛΘ; 

1) "Εκαστον των τριγώνων 
ΑΚΓ, ΒΛΘ, ΓΗΙ είναι Ισοδύνα¬ 
μον προς τό ΑΒΓ. 

2) Τό άθροισμα τών τετρα¬ 
γώνων τών πλευρών τού σχημα- 
τιζομένου έξαγώνου ΚΓ ... είναι 
τό οκταπλάσιον τού τετραγώνου 
τής ύποτεινούσης. 

"Ας προεκτείνωμεν τήν ΛΒ 
καί άς φέρωμεν τήν κάθετον 
έπ* αύτήν ΘΜ. 

1) Τά τρίγωνα ΒΜΘ, ΒΑΓ 
είναι ίσα, τά ΒΛΘ, ΒΜΘ 
ισοδύναμα* άρα τά τρίγωνα 
ΒΛΘ καί ΑΒΓ είναι Ισοδύ¬ 
ναμα, κλπ. 

2) Έκ τοΟ τριγώνου ΒΘΛ 
έχομεν 

ΘΛ 3 = γ* + α\+ 2ΒΛ . ΒΜ = γ 3 + α 3 4- 2 γ 2 = α 2 + 3γ 8 . 

Άναλόγως, 

ΗΙ 3 — α 3 4" 3β 3 καί ΚΓ* = β 3 +Υ*· 

Τό άθροισμα έπομένως τών τετραγώνων τών πλευρών τοΟ 
έξαγώνου εΤναι 

4α 3 + 4β 3 + 4γ 2 = 4α 3 + 4 (β 3 + γ 3 ) = θα 3 . 

1660 α · Σημείωσές. Τό άνωτέρω θεώρημα είναι του Υοείβη 
καθηγητοΟ εις Νίηιββ. Έδημοσιεύθη είς τά Αη. άβ Οενροηηε, τόμ 
VII (1816-1817), σ. 322, π°3 5 καί 6, έπί τή εύκαιρίςι τής σπουδής 
του σχήματος του άποτελουμένου έκ τυχόντος τριγώνου καί τών 
έπί τών πλευρών του κατασκευρζομένων, έξωτερικώς αύτοΟ, τετρα¬ 
γώνων (Βλ. έπμ. § 1773 λ.,.φ). Ή πρότασις άληθεύει διά πάν 
τρίγωνον, μέ τήν έξης τροποποίησιν τοΟ δευτέρου μέρους του: 

Τό άθροισμα τών τετραγώνων Η! 3 -(- ΓΚ 3 -|- ΛΘ* είναι ίσον προς τό 
τριπλάσιον τον αθροίσματος τών τετραγώνων τών τριών πλευρών τον τρι¬ 
γώνου , 

Θεώρημα 620 

1661 . Πάν ορθογώνιον τρίγωνον εΐναι Ισοδύναμον προς ιό όρθογώ* 
νιον τών δύο τμημάτων, είς ά διαιρείται ή υποτείνουσα υπό τοϋ σημείου 
έπαφής τού εγγεγραμμένου κύκλου (Βητίβί, Πιιδίίη, Ν. Α. 1856, σ. 290). 





Επειδή (σχ. 1002), 

ΑΕ = ΑΖ = ρ, ΓΕ = μ, ΒΖ = ν, 
τό διπλάσιον τοΟ έμβαδοΰ τοΟ τριγώνου είναι 

(ΑΕ + ΕΓ)(ΑΖ + ΖΒ) = 2Ε = (ρ + μ)(ρ + ν) = Ρ β + ρ(μ + ν)+μν. 

Αλλά ρ* Ρ (μ + ν ) ^ναι τό έμ¬ 
βαδόν του τριγώνου, άφοΟ μρ έκ- 
ψράζει τό διπλάσιον τοΟ έμβαδοΰ τοΟ 
τριγώνου ΔΟΓ ή τό έμβαδόν τοΟ 
τετραπλεόρου ΔΟΕΓ, καί ρν όμοίως 
έκψράζει τό έμβαδόν τοΟ τετραπλεύ- 
ρου ΒΔΟΖ, ρ* δέ είναι τό Αμβαδόν 
τοΟ τετραγώνου ΑΕΟΖ. Επομένως, 

2Ε = Ε + μν ή Ε = μ. ν. 
θίώρημα 621 

1652 ♦ Τό έμβαδόν ένός τριγώνου είναι Ισοδύναμον προς τό όθθογώ- 
νιον τής άχτϊνος τής περιγεγραμμενης περιφερείας καί τής ήμιπεριμέ- 
τρου του όρθικοΰ αύτοΰ τριγώνου. 

Ώς γνωρίζομεν (§§ 292 Θ καί 663), ή άκτίς ΑΟ είναι κάθετος 
έπί τήν ΔΖ καί τό έμβαδόν έπομένως τοΟ 
τετραπλεόρου ΑΔΟΖ είναι Ισον πρός 

Κ . * *Αναλόγως 

(ΒΔΟΕ) = Η. . -γ- · 

(ΓΕΟΖ) = Κ. ·~γ~ · 

ν Αρα, 

(ΑΒΓ) = Κ . ΔΕ + Ε 2 Ζ + ΖΔ · 

1662 α* Σημιίωσις* 1) *Άν 2τ' είναι ή περίμετρος τοΟ όρθικοΰ 
τριγώνου ΔΕΖ, θά βχωμεν 

Ε = (ΑΒΓ) = Κτ'. 

2) Ό προηγούμενος τύπος άληθεύει δΓ όξυγώνιον μόνον τρί¬ 
γωνον. Έάν ή γωνία Α είναι άμβλεϊα, θά είναι 

Ε=Κ (τ'-ΔΖ), 

δπου ΔΖ ή πλευρά του όρθικοΰ, ή έντός τής γωνίας Α κειμένη. 




θεώρημα 521—1 

1652 β. Ή περίμετρος του όρθικοΰ τριγώνου ΔΕΖ τοΰ τριγώνου 
ΑΒΓ είναι ϊση πρός τό πηλίκον τοΰ γινομένου των πλευρών τοΰ ΑΒΓ 
διά τοΰ διπλάσιου τετραγώνου τής περιγεγραμμενης είς αυτό περι¬ 
φέρειας. 
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Επειδή 


(ΑΒΓ) = Ε = Ξ&Ζ. 


Επεται: 


4Κ 


.(ΔΕ + ΕΖ + ΖΔ), 


ΔΕ + ΕΖ+ΖΔ = |^·. 

θεώρημα 621—11 

1662 γ» Έάν Π, Ρ, £ είναι αΐ προβολαι τοΟ κέντρου βάρους τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ έπί των πλευρών του, Ισχύει ή σχέσις 

(^>-4 

(Ν. ς. ΜαΙΗ τοΟ Οεΐαίιιη, 1Θ74 - 75, σ. 107). 

θιώ^μα 621—111 

1662 Λ» Έάν Ε' παριστάνει τό έμβαδόν του δρθιχοΰ τριγώνου του 
ποδικού τριγώνου τοϋ κέντρου τής έγγε γραμμένης περίφερείας είς τό 
τρίγωνον ΑΒΓ, ^ά είναι 

Μ Ε* Λ ρ*_ ρ / Ρ V 
11 - α’βνία + Ρ + Υ) 8 Π *·\2κ)' 

(Ν. 6*. ΛΛ, 1874 - 75, σ. σ. 75, 187 - ιι· 6, 224). Ό πρώτος τύπος 
είναι τοΟ Ηαίη καί ό δεύτερος τοΟ 

Θτώρημα 522 

1653 . Έστω ΑΒΓ τρίγωνον καί Δ, Ε, Ζ τά δεύτερα περατα των 
διά τών Α, Β, Γ αντίστοιχος διαμέτρων τής περιγεγραμμένης είς τό τρί¬ 
γωνον περιφέρειας (Ο). Δείξατε δτι τό 
. έξάγωνον ΑΖΒΔΓΕ είναι διπλάσιον του 

τριγώνου (Ν. Α., 1844, σ. 317). 

Τά τετράπλευρα ΑΖΒΔ, ΔΓΕΑ 
είναι Τσα, άψοΟ 

ΔΓ = ΑΖ, ΓΕ = ΖΒ καί ΕΑ — ΒΔ. 

Αρκεί νά δειχθή δτι τό τρίγωνον 
ΑΒΓ είναι ισοδύναμον πρός Εν τών 
τετραπλεύρων τούτων. 

Επειδή τά τρίγωνα, τής αύτής 
βάσεως καί τοΟ αύτοΟ ύψους, είναι 
ισοδύναμα, θά Κχωμεν 

(ΑΟΒ) = (ΑΟΕ), 

(ΒΟΓ) = (ΓΟΕ), 

(ΓΟΑ) = (ΓΟ Δ). 

*Άρα, διά προσθέσεως: 

(ΑΒΓ) = (ΑΔΓΕ). 

1664 . Παρατι'ιρησις. Τό ίξάγωνον τό καταοκεναζόμβνοψ κατά χότ χροη- 
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γονμενον χρύπον άϋά δι* άντικαταστάοβως των διαμέτρων διά τών υψών τον 
τριγώνου > είναι Ισοδύναμον προς το πρώτον έςάγωνον. 


Έπειβή άμφότερα εΤναι Ισοδύναμα πρός τό βιπλάσιον του 
τριγώνου. 

θβώρημα 522—1 


1555 » Τό έξάγωνον ΑΕΓΜΒΖ γίνεται μέγιστον δταν αΐ εύθβίαι ΑΔ* 
ΒΕ, ΓΖ είναι αί Διχοτόμοι τών γωνιών τοΰ τριγώνου ή, δπερ τό αυτό, 
αί εύθεϊαι ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ κάθετοι έπί τάς πλευράς τοΰ τριγώνου. 

Ή διχοτόμος τής γωνίας Α (σχ. 1004) διέρχεται Βιά τοΟ μέσου 
του τόξου, ώς καί ή κάθετος ΟΜ* τό 6έ τρίγωνον ΒΜΓ>ΒΔΓ κλπ. 


Θβώρημα 523 


1556 . "Εστω Η τό όρθόχεντρον όξυγωνίου τριγοινου ΑΒΓ καί ΑΛΒ 
όρθογώνιον, κατά τό σχήμα 1005, τρίγωνον, 

Ιχον την κορυφήν τής όρθής γωνίας επί τοΰ 
έκ τοΰ Γ υψους του αρχικού τριγώνου. Δεί¬ 
ξατε δτι τό έμβαβόν τοΰ ΑΛΒ τριγώνου είναι 
μέσον άνάλογον έκείνων τών ΑΒΓ και ΑΒΗ. 

1η Μ πόδβιξις. Επειδή τά τρία ταΰτα 
τρίγωνα βγουν κοινήν βάσιν ΑΒ, άρκεΐ νά 
δειχθή δτι 

ΔΛ’ = ΔΓ.ΔΗ, 

ή δτι 

ΔΑ . ΔΒ = ΔΓ . ΔΗ 

άφοΟ, έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΑΛΒ, 
είναι ΔΛ 3 = ΔΑ.ΔΒ. Τά τρίγωνα ΑΔΗ 
καί ΓΔΒ είναι ΰμοια, έπειδή αί είς τά Α 
καί Γ γωνίαι αύτών είναι Τσάι. 

Επομένως ^ 

ΑΔ ΔΗ _ . * . _ ... 

ή ΔΑ.ΔΒ — ΔΓ.ΔΗ. 



ΓΔ 


ΒΔ 


2α Άπόδβιξις. Έάν θεωρήσωμεν τό σχήμα ΗΑΒΓ ώς προβολήν 
έπί τό έπίπεΒον τής βδρας ΑΒΓ τετραέδρου Κ - ΑΒΓ τρισορθογω- 
νίου είς Κ, τό τρίγωνον ΑΛΒ δύναται νά θεωρηθή ώς ή κατάκλι- 
σις έπί τοΟ Ιβίου έπιπέδου τής βδρας ΑΚΒ. Έάν άνεγείρωμεν τό 
τρίγωνον τοΟτο είς τήν άρχικήν του θέσιν, τό τρίγωνον ΓΚΔ θά 
είναι προφανώς όρθογώνιον καί θά Ιχωμεν: 

ΔΚ ? = ΔΗ . ΔΓ, 
ή ΔΛ 3 = ΔΗ . ΔΓ. 

άφοΟ ΔΛ = ΔΚ. 

θβώρημα 523—1 


1557* Έπί έχάστης πλευράς όξυγωνίου τριγώνου ΑΒΓ κατασκβυά- 
ζομβν τρίγωνον όρθογώνιον εχον τήν κορυφήν του έπί τοΰ αντιστοίχου 
υψους ή τής προβκτάσεώς του. Δείξατε δτι τό άθροισμα τών τετραγώ¬ 
νων τών τριών οΰτω κατασκευαζοάένων τριγώνων εΐναι ίσον πρός τό 
τετράγωνον τοΰ έμβαβοΰ τοΰ τρίγωνου ΑΒΓ (Σχ. 1005). 
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"Εστωσαν Λ Ρ Μ, Ν, Ε τά έμβαδά τών τριών τριγώνων καί 
τοΟ ΑΒΓ. 

Κατά τήν προηγουμένην άσκησιν, θά 6χωμεν 

Λ* = Ε . (ΑΒΗ), Μ* = Ε . (ΑΓΗ), Ν* = Ε . (ΒΓΗ). 

Επομένως 

Λ» + Μ’ + Ν’ = Ε [(ΑΒΗ) + (ΑΓΗ) + (ΒΓΗ)] = Ε’. 
θεώρημα 624 

1668 . Έάν δύο τρίγωνα έχουν τό αυτό ύψος, τά είς αύτ6 έγγεγραμ* 
μένα όρθογώντα, τά βχοντα το αύτό ύψος, έχουν λόγον έμβαδών Ισον 
πρός τόν λόγον των έμβαδών των τριγώνων. 

(Λ Ιί&οδοι, § 200). 


θεώρημα τον Οαπαυί 626 

1669 . Έπι δύο των πλευρών, ΑΒ, ΑΓ, τριγώνου ΑΒΓ κατασκευά- 
ζομεν παραλληλόγραμμα τυχόντα ΑΒΔΕ, ΑΓΖΘ, κατά τό σχήμα 1006* 

προεκτείνομεν ακολούθως τάς πλευράς 
αυτών ΔΕ καί Ζθ μέχρι τής τομής των 
Η, φέρομεν τήν ΗΑΜ καί Ιπί τής 
προεκτάσεως αύτής λαμβάνομεν τμήμα 
ΜΝ = ΑΗ. 

*Έστω ΒΓΚΛ τό παραλληλόγραμμον 
μέ άπέναντι πλευράς ΒΛ = ΓΚ = ΜΝ. 
Δείξατε δτι τούτο είναι τό άθροισμα 
τών δύο πρώτων παραλληλογράμμων 
καί κατόπιν τούτου συναγάγετε τήν 
αλήθειαν τού Πυθαγορείου θεωρήματος. 

Διά τών κορυφών Β καί Γ φέρο¬ 
μεν τάς παραλλήλους ΛΒΡ, ΚΓΣ 
πρός τήν ΑΜ. Επειδή τά τής αύ¬ 
τής βάσεως καί του αύτοΟ ϋψους 
παραλληλόγραμμα είναι ΐσα, θά 
έχωμεν 

(ΒΓΙΓ)= (ΒΓΚΛ), (ΑΒΔΕ) = (ΑΒΡΗ), (ΑΓΖΘ) = (ΑΓΣΗ). 

Άλλ* είναι ΑΗ = ΜΝ κλπ. 

*Άρα (ΒΜΝΛ) = (ΑΒΡΗ), .(ΓΜΝΚ) = (ΑΓΣΗ) 
καί (ΑΒΔΕ) + (ΑΓΖΘ) = (ΒΓΙΙ'). 

1669 α . Σημείωσις* Τό θεώρημα τούτο άποδίδεται συχνά είς 
τόν άδελφόν τοΟ ΟΙαίΓβιιί (βλ. ΜίΙϋοη άβ σ. 131), μολονότι 

άνήκει είς τόν ΓΙάππον. (Κατά τάς Ηέονέαίίοη$ ηιαίΗέηιααηηββ τοΟ 
Οζβηαιιι, έπανεκδοθείσας καί έπαυξηθείσας ύπό του Μοηΐιιοίε, 
1776. Βλ. έπίσης ΜαίΗββίδ, 1908, σ. 13). 

Θεώρημα τοϋ Πν&αγάρου 626—1 

1560 · Τό έπί τής ύποτεινούσης ορθογωνίου τριγώνου κατασκευαζύ- 
μενον τετράγωνον είναι Ισον πρός τό άθροισμα τών επί τών καθέτων 
πλευρών τοϋ τριγώνου κατασκευαζομένων τετραγώνων. 
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Δυνάμεθα νά άναγάγωμεν τό θεώρημα τοΟτο εις τό προηγού- 
μενον. Αρκεί πράγματι νά δειχθή 
δτι ή εόθεϊα ΑΗ (οχ. 1007) είναι 
Τση πρός τήν ύποτείνουσαν ΒΓ καί 
κάθετος έπ* αύτήν. 

Τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ, 

ΕΑΗ είναι Τσα, ώς ϊχόντα ϊοας τάς 
καθέτους αύτών πλευράς: 

ΑΒ = ΑΕ Ρ ΑΓ = Αθ = ΕΗ. 

Επομένως 

ΑΗ = ΒΓ. 


Άφ' έτέρου, ΕΑΗ = Γ ΑΜ, ώς 
κατά κορυφήν, καί κατά συνέπειαν 


Α Α 

ΓΑΜ = ΑΒΓ. 


Είναι δηλ. ή ΑΗΜ κάθετος έπί 
τήν ΒΓ. 



Παραχήρηοίς. Τό θεώρημα δύνα- 
ται νά άποδειχθή κατά πολλούς τρόπους. Άναφέρομεν τινάς έξ 
αότών. 


ΑΛΛΑΙ ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

1) Έπΐ τής ΙΚ κατασκευάζομεν τρίγωνον όρθογώνιον ΙΑΚ Ισον 
πρός τό δοθέν καί είς τρόπον, ώστε ή ΙΛ νά είναι παράλληλος 
πρός τήν ΑΒ (Σχ. 1008). 




Τά τέσσαρα τετράπλευρα ΔΒΓ2, ΔΕΘΖ, ΑΒΚΛ, ΑΓΙΛ είναι 
Τσα, ώς άλληλοεπιθέσιμα, καί τό έξάγωνον έπομένως ΔΒΓΖΘΕΔ 
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Ισοδύναμον πρός τό έζάγωνον ΑΒΚΛΙΓΑ. Επειδή δέ τά δύο 
ταΟτα σχήματα Ιχουν κοινόν μέρος τό ΑΒΓ και 

ΑΕΘ = ΙΛΚ, 

βπεται ότι τά ύπολειπόμενα μέρη αύτΦν είναι Ισοδύναμα» ή 
(ΒΓΙΚ) = (ΑΒΔΕ) + (ΑΓΖΘ). 

2) Φέρομεν τάς καθέτους ΑΔΕ, ΖΗΛ (σχ. 1009). Τά τρίγωνα 
ΑΒΓ, ΖΗΘ είναι Τσα καί τά παραλληλόγραμμα ΑΒΖΗ, ΑΓΘΗ 




Ισοδύναμα άντιστοίχως πρός τά τετράγωνα ΒΜ καί ΑΝ. *Άρα... 

3) "Εστω ΑΒΓ τό όρθογώνιον τρίγωνον (σχ. 1010) καί ΒΓΔΕ 
τό έπί τής ύποτεινούσης του τετράγωνον. 

Φέροντες τάς καθέτους ΔΖ, Εθ έπί τήν ΑΒ καί τάς ΓΜ, ΕΝ 
έπί τήν ΔΖ„ λαμβάνομβν τέσσαρα όρθογώνια καί Τσα τρίγωνα. 




Επειδή δέ, άν άψαιρέσωμεν άπό τό πεντάγωνον ΑΘΕΔΓ δύο 
έκ τών τριγώνων τούτων, λαμβάνομεν ώς ύπολειπόμενον μέρος τό 
έπί τής ύποτεινούσης ΒΓ τετράγωνον, ένφ, άν άψαιρέσωμεν τά 
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τρίγωνα ΓΜΔ καί ΔΝΕ, ύπολείπεται μέρος Ισοδύναμον πρός τό 
άθροισμα τών έπί τών άλλων καθέτων πλευρών τοΟ τριγώνου 
ΑΒΓ τετραγώνων, ή άλήθεια τής άρχικής προτάσεως είναι πρό¬ 
δηλος. 

4) Έστω πάλιν ΒΓΔΕ (οχ. 1011) τό έπί τής ύποτεινούσης τε¬ 
τράγωνον, ΘΝ καί ΝΗ τά Τσα πρός τά έπί τών καθέτων πλευρών 



Σχ. 1014. 


κατασκευαζόμενα τετράγωνα. Ώς έκ τοΟ σχήματος καταφαίνε¬ 
ται είναι 

(ΑΘΖΗ) = (ΒΓΔΕ) + (ΑΒΓ) + (ΒΘΕ) + (ΕΖΔ) + (ΔΗΓ) = 

= (ΒΓΔΕ) +4 (ΑΒΓ), 

(ΑΘΖΗ) = (ΗΔΝΛ) + (ΜΘΕΝ) +(ΔΝΕΖ) + (ΛΝΜΑ) = 

= (ΗΔΝΛ) + (ΜΘΕΝ) + 4 (ΑΒΓ). 

"Αρα 

(ΒΓΔΕ) = (ΗΔΝΛ) + (ΜΘΕΝ). 







Σχ. 1015. 


Ιδού άκόμη τρεις άλλαι άποδείξεις τής προτάσεως 6Γ άναλύ- 
σεως τοΟ σχήματος είς μέρη. 

5) (Σχ. 1013). Ή έκ της έποπτείας τοΟ σχήματος πρόδηλος 
αΟτη λύσις όφείλεται είς τόν Ο. ΙλΗγ (ΒιιΙΙβϋη άβν Βούηοβ* ΜαΙΗ . 
βί ΡΗχ8. έΙέγηβηίαινβΒ τών ΟεταΓά καί ΜίοΗεΙ). 

61 (Σχ. 1012). Ή λύσις αϋτη, όμοίως έποπτική, είναι τοΟ δ. <1θ 
Ια Οαπιρα (ί,αβ Ραίιηαδ) (Ιηί. ό. Μαίί ι., 1902, σ. 68, η° 2303). 

7) Ή τοΟ Σχ. 1014 άνήκει είς τόν Ιάπωνα ΥοεΙιίηοδΐ Ιεο- 
ιηιιτβ, κατά τό 1684 (Ι«ί. ά . ΜαίΗ., 1903, σ. 315). 
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8) Ή Χύσις τοΟ ΊνδοΟ γεωμέτρου ΒΙιεβο&Γα (Σχ. 1015) συνο¬ 
δεύεται έπεξηγηματικώς ύπό της μόνης λέξεως: Ίόε. (Βλ. σχετι¬ 
κές I. ά . Μ 1902, η β 2496, σ. 320, Αρθρον τοΟ Ρ,-Ρ. ΤβίΙΙιεί). 

9) *Έστω ΑΒΓ τό όρθογώνιον 
τρίγωνον (σχ. 1016). Μέ κέντρον 
τό Εν τέν Ακρων Β τής ύποτει- 
νούσης καί Ακτίνα γ, γράψομεν 
περιφέρειαν. 

θά Εχωμεν: 

ΑΓ 2 = ΓΔ.ΓΕ 

ή Ρ· = (α + Υ)(α-γ) = α» —γ=. 

10) Τό διπλάσιον τοΟ ΕμβαδοΟ 
του τριγώνου ΑΒΓ δίδεται ύπό 
τοΟ τύπου 

2Ε = βγ = τρ = τ(τ-α). (§ 743) 

Επομένως, 2 βγ = (α + β + Υ) (β + Υ “ «) 
ή α’ = β’+γ>. 

(ΜοΗιηαπε καί Τδίτγ, ΜαΟιβδίβ, 1902, σ. 17, η° 3 καί σ. 42, α' 
παραπομπή). 

1661» ΣημαΙωσις. Ή πρώτη άπόδειξις είναι του Τβτηΐλπη. Διά 
διαφόρους Αλλας Αποδείξεις τοΟ Πυθαγορείου θεωρήματος βλέπε 
ΙηΙβττη . ά. ΜαΙΗ 1903, σ. 172. η® 2496.-1908, σ. σ. 124, 216, 284, 
π· 3403.-1909, σ. 79. 

θεώρημα. 625—11 

1662» Τό εμβαδόν τετράπλευρου τυχόντος ΑΒΓΔ είναι Ισον πρός : 

1) Τό γινόμενον μιας διαγώνιου αΰτοΰ Επί τό ήμιάΦροισμα των απο¬ 
στάσεων των άκρων τής άλλης διαγώνιου από τής πρώτης. 

2) Τό ήμισυ γινόμενον των διαγωνίων έπί τό ημίτονον τής γωνίας 
αυτών. 

3) Τό γινόμενον των διαμέσων Εθ, ΖΗ αΰτοΰ (Σχ. 1017) έπι τό 
ημίτονον τής γωνίας των. 

Θεώρημα 526 

1563» Έάν δύο εΰΦύγρομμα τμήματα ώρισμένων μηκών τέμνωνται 
κατά σταΦεράν γωνίαν, τό τετράπλευρον, τό έχον ώς διαγώνιους τά 
τμήματα ταΰτα, Εχει σταΦεράν τήν Επιφάνειαν. 

(Μέθοδοι, § 155). 

1563 α. Τό τετράπλευρον των ποδών των καΦέτων, των αγόμενων 
εκ τυχόντος σημείου είς τό Εσωτερικόν τετραγώνου επί τάς πλευράς 
αΰτοΰ, έχει Επιφάνειαν σταΦεράν. 

Θεώρημα 526—1 

1563β. Έάν μεταβλητού τετράπλευρου ΑΒΓΔ δύο απέναντι κορυ- 
φαί Α, Γ κινούνται (Ισοταχές καί κατά τήν αυτήν φοράν) επί δύο πα¬ 
ραλλήλων ευθειών ΑΧ, ΓΥ, αΐ δέ δύο άλλαι είναι σταθερά σημεία, ή 
Επιφάνεια αΰτοΰ μένει Αμετάβλητος (Ρτουδεί). 

Επειδή τά μήκη τέν διαγωνίων καί ή γωνία των δέν μετα¬ 
βάλλονται (§ 1563). 



Χι.ιοιο. 
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Παρατηρήο9ΐς. 1) *Εάν αΐ κορυφαί Β, Δ κινώνται καθ’ δμοιον 
τρόπον έπΐ Βύο άλλων παραλλήλων ΒΧ', ΔΥ' καί Α'ΒΤ'Δ' είναι 
αΐ θέσεις τών τεσσάρων κορυφών κατά τινα στιγμήν, τά τετρά¬ 
πλευρα ΑΒΓΔ καί Α'ΒΤ'Δ' είναι ισοδύναμα. 

2) Τό άνάλογον θεώρημα ισχύει καί διά δύο τετράεδρα ΑΒΓΔ» 
Α'ΒΤ'Δ'. 

θεώρημα 526—11 


1564 . Τό παραλληλόγραμμον των μέσων των πλευρών τυχόντος τε¬ 
τράπλευρου είναι τό ήμισυ αύτοΰ. 

Τό παραλληλόγραμμον, τό περιγεγραμμένον είς τετραπλέυρον καί 
Ιχον τάς πλευράς του παραλλήλους 


πρός τάς διαγώνιους, είναι διπλά- 
σιον του τετράπλευρου. 

Τό παραλληλόγραμμονΈΖΘΗ 
είναι τό ήμισυ τοΟ τετραπλεύρου 
ΑΒΓΔ καί τοΟτο τό ήμισυ τοΟ πέ- 
ριγεγραμμένου παραλληλογράμ¬ 
μου. Έάν α, β είναι τά μήκη 
τών διαγώνιων και φ ή γωνία 
των, θά είναι 

1ΓΚΛ = άρ ημ φ, 

ΑΒΓΑ = αΡ ^ μ<)> , 

ΕΖΘΗ = . 

4 



XX- 1017 . 


Παρατήρηοις . Αί άνωτέρω προτάσεις δυνανται νά θεωρηθούν 
είδικαί περιπτώσεις τοΟ δωρήματος τον ΡτονΗεί (§ 1575). 


θεώρημα 627 

1666 . Πάσα ευθεία διά τοΰ μέσου τής διαμέσου τραπεζίου και τέμ* 
νουοα τάς βάσεις αύτοΰ, διαιρεί τό τραπέζιον είς δύο άλλα Ισοδύναμα. 

Υποτίθεται δτι ή εύθεΐα αΰτη τέμνει τήν μικροτέραν βάσιν τοΟ 
τραπεζίου είς σημεϊον έσωτερικόν αύτής. "Αλλως, ή σπουδή τοΟ 
ζητήματος καθίσταται μάλλον πε¬ 
ρίπλοκος. 

(Μέ&οδοι, § 254). 

Θεώρημα 528 

1666 . Τό έμβαδόν παντός τραπε¬ 
ζίου είναι Ισον πρός τό γινόμενον μιας 
ιών μή παραλλήλων πλευρών έπί τήν 
άπόστασιν τοΰ μέσου τής άλλης άπ* 
αύτής. 

Τά δμοια όρθογώνια τρίγωνα 
ΗΒΓ, ΡΜΝ δίδουν τήν άναλογίαν 

δ μ 1 

δγ = μη = Ε¬ 



δρα καί τήν 
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Παρατήρηοις. * Ο λόγος τών άποοτάσε ω* ϊχάστης τών μή παραλλήλων 
πλευρών άπο τσϋ μέσον τής Αλλ.ης είναι 6 &ντ>ΰτροφος τον λόγον τών πλευ¬ 
ρών αυτών. 

"Εστω δ' # πράγματι, ή άπόστασις τοΟ μέσου Ν τής ΓΒ άπό 
τής ΑΔ· θά βχωμεν: δ\ ΑΔ = δ ΒΓ ή 

δ __ ΑΔ 
δ' “ ΒΓ ' 

Θεώρημα 528—1 

1667. Τά τρίγωνα με κορυφήν τό κοινόν σημεΐον ιών διαγωνίων 

τραπεζίου καί βάσεις τάς μή παραλλή¬ 
λους πλευράς, είναι Ισοδύναμα. 

Επειδή τά τρίγωνα ΑΔΒ, ΑΓΒ 
είναι Ισοδύναμα καί έπομένως 
ΑΟΔ = ΑΔΒ- ΑΟΒ = 

= ΑΓΒ — ΑΟΒ = ΓΟΒ. 

Θεώρημα 628—11 

1568 * Τά τρίγωνα ΑΛΔ, ΒΛΓ 
(Σχ. 1019), με βάσεις τάς μή παραλλή¬ 
λους πλευράς καί κοινήν κορυφήν Λ τυχόν σημεΐον της ένούσης τά μέσα 
τών βάσεων, είναι Ισοδύναμα. 

Θεώρημα 529 

1669 . Έκ τυχόντος σημείου έπί τής διαγώνιου παραλληλογράμμου 
φέρομεν παραλλήλους πρός τάς πλευράς. Δεί¬ 
ξατε δτι τά ούτω σχηματιζόμενα δύο παραλ¬ 
ληλόγραμμα είναι Ισοδύναμα. 

Επειδή ή διαγώνιος ΑΓ καί τά τμή¬ 
ματα αύτής ΑΟ, ΟΓ διαιροΟν τό άρχικόν 
παραλληλόγραμμον καί τά λευκά τοιαΟτα 
είς τρίγωνα ϊσα. "Αρα ... 

Θεώρημα 530 

1570. Δίδεται παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ καί σημεΐον Ο είς τό έσω- 
τερικόν αύτοϋ. Δείξατε δτι 

(ΑΟΒ) + (ΓΟΔ) = (ΒΟΓ) + (ΔΟΑ). 






ι 

I 
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Έστω ΑΒ = ΓΔ = α. θά είναι 

α.ΟΜ α.ΟΝ 

(ΑΟΒ) =± — , (ΓΟΔ) = - - 

καί 

(ΑΟΒ) + (ΓΟΔ)= (ΜΝ) = ^-(ΑΒΓΔ) = (ΒΟΓ) + (ΔΟΑ). 

"Αλλη άπόδαξις. 

(ΟΑΒ) + (ΟΓΔ) = μ-)-ν + π + Ρ = (ΟΑΔ) + (ΟΓΒ). 
Θεώρημα 530 —/ 

1571 . ΕΙς τό προηγούμενου θεώρημα, εάν 
τό σημεΐον Ο εύρίσχεται επί τής μιας των 
διαγώνιων του παραλληλογράμμου, τα σχη- 
ματιζόμενα τρίγωνα είναι άνά δύο Ισοδύναμα. 

Επειδή τά τρίγωνα ΑΔΟ, ΓΔΟ λ. χ. 
εΤναι Ισοδύναμα, ώς έχοντα κοινήν τήν 
βάσιν ΔΟ καί υψη ΑΜ, ΓΝ Τσα. 



Σΐ. 1023. 


Θίώρημα 530—11 

1572 . Τά τρίγωνα μέ κορυφήν τυχόν σημεΐον τής περιμέτρου πα¬ 
ραλληλογράμμου και βάσεις τάς διαγωνίους 

αυτού, έχουν άθροισμα σταθερόν. *_ ο γ 

Πράγματι, (ΑΟΓ) = (ΒΟΔ) καί έπο- 

(ΑΟΓ) + (ΒΟΔ)= (ΒΟΓ)-ΚΒΟΔ)=(ΒΓΔ). 

Θεώρημα 530— III Λ Β 


1673· Έστω ΑΒΓΔ τυχόν παράλληλό- **· 1024 · 

γραμμον και Ο σημεΐον τοΰ επιπέδου αυτού. 

Δείξατε δτι τό τρίγωνον μέ κορυφήν τό σημεΐον Ο και βάσιν μίαν των 
διαγωνίων τού παραλληλογράμμου, είναι Ισοδύναμον πρός τό άθροισμα 
ή τήν διαφοράν τών τριγώνων μέ χο- 
ρυφήν Ο καί βάσεις τάς πλευράς τού 
παραλληλογράμμου, τάς έχούσας κοινόν 
πέρας τό εν τών άκρων τής διαγώνιου. 

1) Θεωρήσωμεν τήν διαγώνιου 
ΑΓ καί τάς πλευράς ΑΒ, ΑΔ· θά 
δείξωμεν δτι 

(ΟΑΓ) = (ΟΑΒ) + (ΟΑΔ). 

Σζ. 10*Ϊ5. 

Διά τήν σύγκρισιν τών τριγώνων 
μέ κοινήν βάσιν ΑΟ, φέρομεν τά 

ϋψη ΓΕ, Βθ, ΔΖ αότών. Αρκεί νά δειχθή δτι ΓΕ = ΒΘ-(-ΔΖ. 

Έστω ΒΗ παράλληλος πρός τήν ΟΑ.' Τά όρθογώνια τρίγωνα 
ΑΖΔ, ΒΗΓ είναι Τσα, ώς έχοντα τάς ύποτεινούσας Τσας καί τάς 
καθέτους πλευράς παραλλήλους. Επομένως 

ΓΗ = ΔΖ 

καί ΓΕ = ΓΗ + ΗΖ = ΔΖ -+- Βθ. 



Γεωμετρία 


50 
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2) Έάν τό σημεΐον Ο εύρίσκεται είς χό Εσωτερικόν τής γωνίας 
ΒΑΔ ή τής κατά κορυφήν αύτής, τό τρίγωνον ΟΑΓ είναι ή δια¬ 
φορά τών δύο άλλων τριγώνων. 

3) Έάν τό σημεΐον Ο εύρίσκεται έπί τής ΑΓ ή έπί τών προ¬ 
εκτάσεων της, (ΟΑΓ) = 0 καί τά δυο άλλα τρίγωνα είναι Ισο¬ 
δύναμα. 

Θεώρημα τον Βπιη€ 531 


1674. Έστω ΑΒΓΑ τυχόν 



τετράπλβυφον, Μ, Ν τά μέσα των δια¬ 
γώνιων του καί Μ Ο, ΝΟ παράλληλοι 
πρός αύτάς, τεμνόμεναι είς Ο. ΑΙ ευ- 
θεϊαι, αΐ συνδέουσαι τό σημεΐον Ο 
μετά των μέσων των πλευρών του τε¬ 
τράπλευρου, διαιρούν αυτό είς τέσσαρα 
Ισοδυναμία τετράπλευρα. 

Αρκεί νά δειχθή δτι τό Εν έκ 
τών τεσσάρων σχηματιζομένων τε- 
τραπλεύρων, ώς τό ΟΘΓΖ, Εχει Εμ¬ 
βαδόν Ισον πρός τό τέταρτον τοΟ 
έμβαδοΟ τοΟ άρχικοΟ τετράπλευρου. 
Φέρομεν πρός τοΟτο τάς εύθείας 
ΜΒ, ΜΔ, Μθ. 

ΠαρατηροΟμεν δτι 


(ΟΘΓΖ) = (ΓΘΖ) + (ΘΟΖ) = —■ (ΓΒΔ) + (ΘΜΖ). 


άφοΟ ή εύθεϊα ΟΜ είναι παράλληλος πρός τήν ΘΖ, καί 
(ΘΜΖ) = -1(ΑΒΔ). 

έπειδή αΐ πλευραί τοΟ πρώτου τριγώνου είναι παράλληλοι πρός 
τάς τοΟ δευτέρου καί Τσάι πρός τά ήμίση αύτών. Κατά συνέπειαν: 

(ΟΘΜΖ) = -ί (ΓΒΔ) + (ΑΒΔ) = -ί- (ΑΒΓΔ). 


θεωρήματα του ΡτοαΗεί 532 

1576 . 1) Δύο πολύγωνα, τού αύτοΟ άρτιου πλήθους πλευρών καί 
των όποίων τά μέσα των πλευρών των συμπίπτουν, είναι Ισοδύναμα. 

Έστωσαν ΑΒΓΔ, Α'Β'Γ'Δ' δύο πολύγωνα του αύτοΟ άρτίου, 
2ν, πλήθους πλευρών καί τών όποίων τά μέσα Ε, Ζ, Η, θ συμπί¬ 
πτουν. Φέρομεν τάς εύθείας ΑΑ'. ..ΔΔ'. 

Έκ κατασκευής δχομεν 

ΑΕ = ΕΒ, ΑΈ = ΕΒ'κλπ. 

καί έπομένως α( εύθεΐαι ΑΑ', ...ΔΔ' είναι Τσάι καί παράλ¬ 
ληλοι. 

ΠροΒάλλομεν τάς κορυφάς καί τά μέσα τών πλευρών έπί εύ¬ 
θείας ΧΥ, καθέτου έπί τήν κοινήν διεύθυνσιν τών ΑΑ'. ..ΔΔ'. 

Τά σχηματιζόμενα τραπέζια είναι Ισοδύναμα άνά δύο. Λ. χ., 
(ΑΒβα) = (Α'Β'βα), άφοΟ έχουν τήν αύτήν μέσην βάσιν Εε καί 
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τό αύτό ϋψος σβ. Τά δύο δέ πολύγωνα (ΑΒΓΔ), (Α'Β'Γ'Δ') είναι 
Ισοδύναμα έπίσης, έπειδή είναι Αλγεβρικά Αθροίσματα Ισοδυνά¬ 
μων τραπεζίων: 

(ΑΒΓΔ) = (ΒΓγβ) + (ΓΔδγ) - (ΔΑαδ) - (ΑΒβα) 
(Α'Β'Γ'Δ') = (Β'Γ'γβ) + (Γ'Δ'δγ) - (ΔΆ'αδ) - (Α'Β'βα). 
"Αρα: (ΑΒΓΔ) = (Α'Β'Γ'Δ'). 



Σημιίωσις* Τό θεώρημα τοΟτο έδόθη ύπό τοΟ Ε. ΡΓοαΗβί είς 
Ν. Α., 1851, σ. 181. 

θιώ^^α 633 

1676. 2) Ή Επιφάνεια ένδς πολυγώνου αρτίου πλήθους 2ν πλευρών 
δέν μεταβάλλεται έάν πάσαι αΐ κορυφαί αύτοΰ άρτίας τάξεως κινηθώ - 
σιν κατά τήν αύτήν διεύθυνσιν καί κατά εΰθύγραμμα τμήματα παράλ¬ 
ληλα καί ίσα (Ρτουίεΐ). 

"Έστω λ τό κοινόν μήκος τών τμημάτων τούτων, τών γραφο- 
μένων ύπό τών κορυφών Β, Δ. .. (σχ. 1027) άρτίας τάξεως. ΑΙ 
κορυφαί Α^ Γ... περιττής τάξεως μένουν άκίνηται. Τά μέσα Ε, 
Ζ . ·. τών πλευρών τοΟ πολυγώνου μετατοπίζονται κατά τά αύτά 

μήκη ~ καί λαμβάνομεν οϋτω £ν νέον πολύγωνον ΑΒ/ΓΔ,'.... 

βχον τά σηιιεΐα Ε 41 Ζ 4 ..., ώς μέσα τών πλευρών του. Έάν τώρα 
διά μιάς αντιθέτου φοράς κινήσεως έπαναφέρωμεν τά σημεία 
Ε,, 2 4 ,... είς τάς άρχικάς των θέσεις Ε, Ζ..., άγόμεθα είς τό 
πολύγωνον Α'Β'Γ'Δ', ισοδύναμον πρός τό ΑΒΓΔ κατά τό προη- 
γούμενον θεώρημα. Επομένως: 

(ΑΒ 1 ΓΔ 1 ) = (ΑΒΓ Δ). 
θιώρημα τοϋ Ηανοοητί 533—1 

1576 α . Έστω ΑΒΓ τρίγωνον περιγεγραμμένον είς περιφέρειαν και 
ΔΕ τετάρτη έφαπτομένη αύΐής. Έκ τών κορυφών τοΰ τριγώνου φέρο- 





788 


μεν καθέτους επί την Εφαπτομένη ν ταύχην, ιών όποιων τά μήκη ας 
είναι α\ β', γ'. Δείξατε δτι ιό αλγεβρικόν άθροισμα των γινομένων 

αα', ββ', γγ\ όπου α, β, γ αί πλευ* 
ραί τοΰ τριγώνου, είναι σταθερόν 
καί ίσον προς τό διπλάσιον τοΰ έμ- 
βαδοΰ του τριγώνου. 

"Ας έφαρμόσωμεν είς τάς κο- 
ρυφάς τοΟ δοθέντος τριγώνου δυ¬ 
νάμεις παραλλήλους πρός τήν 
ΔΕ, όμορρόπους καί άναλόγους 
πρός τάς άπέναντι πλευράς. "Αν 
λα, λβ, λγ είναι τά μέτρα τών 
δυνάμεων τούτων καί κοινή φορά 
των ή έκ τοΟ Δ πρός Ε, τό ά¬ 
θροισμα τών ροπών αυτών πρός τόν άξονα ΔΕ εΤναι 

ρα.α' — ρΡ.Ρ’-ργ.γ'. (α) 

Άφ* έτέρου, είναι γνωστόν ότι τό κέντρον τών δυνάμεων λα, 
λβ, λγ εΤναι τό κέντρον τής έγγεΥραμμένης περιφέρειας είς τό 
τρίγωνον. Ή είς τό σημεϊον 6έ αύτό άναγωγή τών παραλλήλων 
αύτών δυνάμεων δίδει συνισταμένην αύτών ρ Τσην πρός τό γινό¬ 
μενον τής περιμέτρου τοΟ τριγώνου έπί λ. 



Ρ = λ(α + β+γ). 

*Η ροπή τής δυνάμεως Ρ πρός τόν άξονα ΔΕ θά εΤναι: 

— Μ σ + β + γ)ρ< (Ρ) 

όπου ρ ή άκτίς τής έγγεγραμμένης περιφέρειας. 

Επειδή τά άθροισματα (α) καί (β) είναι ίσα, θά Εχωμεν 

ρ (αα' - ΡΡ' - γγ') = — ρ Γλ . (α + ρ + γ) = - λ . 2Ε 

ή ΡΡ’ + ΥΥ’ — οα ' = 2Ε. 


Σημιίωσις. Ή άπόδειξις είναι τοΰ Ι,β Βεδςιιβ (Ν. Α., 1860, σ. 437). 


Μηνίσκοι τον Ίηποκράτονς 534 

1577 · Έάν έπί των τριών πλευρών ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, ώς 
διαμέτρων, γράψωμεν ήμιπεριφερβίας, κατά 
τό σχήμα 10^8, τό άθροισμα των επιφα¬ 
νειών των δύο μηνίσκων (Μ), (Ν) είναι 
Ισον πρός τήν Επιφάνειαν (Τ) τοΰ τριγώνου. 



2χ. 1038. 


Επειδή αί τρεις ήμιπεριφέρειαι εΤ¬ 
ναι σχήματα ΰμοια καί αί έπιφάνειαί 
των άνάλογοι τών τετραγώνων τών 
διαμέτρων των. δηλ. άνάλογοι τών τε¬ 
τραγώνων τών πλευρών τοΟ τριγώνου, 
Επεται άμέσως άτι τό έμβαδόν τοΟ έπί 
τής ύποτεινούσης ήμικυκλίου Θά είναι τό άθροισμα τών έμβαδών 
τών έπί τών καθέτων πλευρών ήμικυκλίων. Δηλ. 

(Μ) + (I) + (Ν) + (Κ) = (Τ) + (I) + (Κ) 
ή (Μ) + (Ν) = (Τ). 
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1677 α . Σημειακής· Τό θεώρημα τών μηνίσκων συνεπληρώθη ύπό 
τοΟ Ο. Βοβίοτ ώς έξης; 

Αο&έντος όρ&ογωνίου τριγώνου 
ΑΒΓ, Επί τής νηοτεινούοης ΓΒ = α 
καί Επί τών καθέτων πλευρών ΓΑ=β, 

ΒΑ= V ώς διαμέτρων, γ ράψομε ν πε· 
ρΐφβρείας πα ( πβ, πγ. *Εχ των ϊς 
ημιπεριφερείων, αΐ άνώτβραι τρεις 
Εξ ανιών σχηματίζουν δύο μηνίσκον 
(μ), (μ'), αΐ δέ τρεις κατώτεροι ί* 
χαμπνλόγραμμον τμήμα (τ) και εν ά«- 
φίχνρτον τμήμα (σ). 

1) Τό άθροισμα (μ) + (μ') είναι 
ίσον προς την Επιφάνειαν τον τρίγωνον. 

2) *Η διαφορά (τ) — (σ) είναι 
επίσης Τση ποος την επιφάνειαν τοΐ' 
τριγώνου . 

3) Τά κέντρα βάρους των επιφα¬ 
νειών (μ)-|-(μ’) καί (τ)—(σ), χεΐν - 
ται έπι της χαύέτον είς τό ριέαον τής νποτεινονσης α , σνμμετρικώς προς την 

εί'&εϊαν ταυ την και είς άπόστασιν άπ* αυτής . (Λ*. .4. ΜαΐΗέτηαΙΐηΐΐ€8. 

έτη 1Θ96, σ. 296 καί 1899, σ. 191, ζήτημα 1732) (Ποείοτ καί ΑικϋρεΓί). 

*// θεωρία χών γεωμεχρικώς τετραγωνισίμων μηνίσκων, κατά τόν 
Τΐι. Ο&ιΐδβη (ΑΚοηα), υποδεικνύει πέντε μηνίσκους. (Ν. Α., 1849, σ. 
395). Βλέπε πρός τούτοις καί ΟέοηιέΐΗβ ρτνοηκβ του Ρ* ΤαηηβΓν, 
σ. 118, π° 8.—Ένωρίτερον, οί πέντε τετραγωνίσιμοι μηνίσκοι εΐχον 
άνευρεθ^ΐ ύπό τομ \νβ11βηίιΐ5 (Φιννλανδία) τό 1776. (Κατά ΕηββίΓόηι. 
Στοκχόλμη, 1. Μ., 1896, σ. 201, η° 908). 

Είς τήν Γεωμετρίαν τών μηνίσκων άναφέρεται καί σημείωμα του 
Βγοολγ(1 είς Ιηί. ά. ΜαίΗ., 1898, σ. 180, π β 908. Βλέπε έπίσης καί 
Σημειώσεις τών παραγράφων 1579 α καί 1768 α. 



"Αλλο* μηνίσκοι τον 7λλ οκράχονς 534—1 


1578· Είς ημιπεριφέρειαν ΑΓΒ έγγράφομβν Ισοσκελές ορθογώνιον 
τρίγωνον ΜΟΝ, τοϋ όποιου ή βάσις ΜΝ 
είναι παράλληλος πρός τήν διάμετρον ΑΒ, 
έπί δέ τής ΜΝ, ώς διαμέτρου, γράφομεν 
περιφέρειαν. 

Δείξατε οτι ό μηνίσκος ΜΓΝΔ είναι 
ισοδύναμος προς το τρίγωνον ΜΟΝ, ΐδ δέ 
άθροισμα τών έμβαδών τών μιχτογράμμων 
τριγώνων ΑΟΕΜ και ΒΟΖΝ ίσον έπίσης 
πρός τό έμβαδόν τοΰ τριγώνου ΜΟΝ. 


ΔυνάμεΘα νά προβώμεν είς τήν 
έπαλήθευσιν τών άνωτέρω δύο ισχυρι¬ 
σμών, ή καί είς τήν σύγκρισιν πρός 
άλληλα τών διαφόρων τμημάτων τοΟ σχήματος 
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Επειδή ΜΝ είναι ή πλευρά τοΟ εις τήν περιφέρειαν (ΑΒΓ) 
έγγεγραμμένου τετραγώνου» θά δχωμεν 

ΜΝ> = 2ρ’ = -1-ΑΒ» 

καί (Μ0Ν)= ~ ■ 

Είναι δηλ. τό ήμικύκλιον ΜΔΝ τό ήμισυ τοΟ ήμικυκλίου ΑΓΒ 
καί τό κυκλ. τμήμα ΟΕΜ τό ήμισυ τοΟ κυκλ. τμήματος ΜΓΝ. 
Επομένως: 

1) Μην. (ΜΓΝΔ) (= ήμικ. (ΜΝΔ) )— κ. τμ. (ΜΓΝ) = 

= ήμικ. (ΜΟΝ) —(κ. τμ. ΟΕΜ + ** τμ. ΟΖΝ) 
ή μην. (ΜΓΝΔ) = τρ. (ΜΟΝ) 

2) (ΑΟΕΜ) + (ΒΟΖΝ) = κ. τομ. (ΑΟΜ) + 

+ κ. τομ. (ΒΟΝ) — (κ. τμ. ΟΕΜ+κ. τμ. ΟΖΝ) 
ή (ΑΟΕΜ) + (ΒΟΖΝ) = κ. τομ. (ΜΟΝΓ) - κ. τμ. (ΜΓΝ) 

= τρ. (ΜΟΝ). 


θεώρημα 635 


1579. ΕΙς τό σχήμα 1080» δείξατε ότι τό έμβαδόν τοΰ ημικυκλίου 
ΑΜΒ μεΐον τό άθροισμα των έμβαδων 
των ήμιχυκλίων μέ διαμέτρους ΑΓ και 
ΓΒ είναι Ισον πρός τό έμβαδόν τοΰ ημι¬ 
κυκλίου μέ διάμετρον ΓΜ. (Άρχιμήδους 
4ον Λήμμα). 

Πρόκειται περί άπλής έπαληθεύσεως 
τοΟ γνωστού τύπου 



Σχ. 1030. 


γ» = αβ. 


1579 α* Σημείωσις. Τό μεταξύ τών τριών ήμιπεριφερειών τοΟ 
σχήματος 1030 περιεχόμενον χωρίον ώνομάσθη ύπό του *Αρχιμή- 
δους άρβηλος (· 7 ), τό δέ τοΟ σχήματος τοΟ έπομένου θεωρήματος 
(§ 1580) σάλινον ( ββ ). (ΒβΙΙζβΓ. ΡΙαηίιηέίνιβ, § XII, η® 3, σ. 84 τής 
γερμανικής έκδόσεως καί 140 τής Ιταλικής). 

Βλ. έπίσης ία Οέοτηέίιηβ ρνβοηηβ τοΟ Ρ. Τ&ηηει-τ-, σ. 162. 


θεώρημα 535— ϊ 


1680 · ΕΙς τό σχήμα 1031, δείξατε 6τι ή μεταξύ των ημιπεριφερείων 
μέ διαμέτρους ΑΒ, ΓΔ, ΑΓ καί ΔΒ (ΑΓ = ΔΒ) Λεριεχομένη έπιφάνεια 


87. 2 η μ. μ β τ. *Εκ τοδ σχήματος ένός είβικοδ μαχαιριδίου τά>ν κα- 
τεργαζομένων τά δέρματα, άκόμη καί σήμερον χρησιμοποιουμίνου. 

88. 2 η μ. με τ. Έκ τοδ σχήματος είδικής τίνος άσπίβος τών αρχαίων. 
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βίναι Ισοδύναμος προς τό εμβαδόν 
ΓΑρχιμήβους 14ον Λήμμα). 

"Εχομεν: 

ΑΓ = ΒΔ — ρ — σ, ΖΕ = ρ + σ 

καί ή έν τή έκφωνήσει σχέσις 
Ανάγεται είς τήν: 

πρ 2 πσ 3 ττ (ρ—σ) 3 

~Τ ~+ 2 4 “ 

_ π (ρ + °)* 

“ 4 

δηλ. είς ταύχόχηχα. 


τής περίφερείας μέ διάμετρον ΕΖ. 



ν·/. 1031. 


θεώρημα 536—11 

1681 . Έπί τής διαμέτρου ΑΒ περιφέρειας λαμβάνομεν σημεΐον Γ 
είς το τρίτον του μήκους της και γράφομεν ήμιπεριφερείας έπί τών ΑΓ 
καί ΒΓ οτρεφούσας τά κοίλα των πρδς Αντιθέτους διευθύνσεις. 

Δείξατε δτι ή καμπύλη γραμμή ΑΓΒ διαιρεί τον άρχικδν κύκλον είς 
δύο τμήματα εχοντα λόγον πρός άλληλα ώς 6 1 πρός τόν 2. Έάν 
δέ τό σημεΐον Γ διαιρή την διάμετρον κατά μέσον καί άκρον λόγον, 
κατά ιόν αύτόν λόγον θά διαιρήται καί ό αρχικός κύκλος υπό τής 
γραμμής ΑΓΒ. 

Σημείωσις. Αη. άβ. (Ιβνηοηηβ, τομ. I, σ. 240, λύσις Οπό ΙΛιυίΗεΓ, 
συμπληρωθείσα άργότερον (τομ. VI, 1015—1816, σ. 57) υπό τοΟ 

■ΟβΓβοηπβ. 

Θεώρημα 636 

1682 . Τό έμβαδόν κυκλικού δακτυλίου ίσυύται πρός τό γινόμενον 
τού μήκους τής έσωτερικής περίφερε ίας έπί 
τό εύρος τού δακτυλίου, ηύξημένον κατά τό 
έμβαδον τού κύκλου μέ άκτϊνα τό εύρος τούτο. 

"Εστωσαν ρ καί ρ + λ αί άκχϊνες τών 
περιφερειών. Τό έμβαδόν τοΟ δακτυλίου 
είναι 

(Δ) = π (ρ + λ) 3 — πρ 3 = 2πρλ + 

Παραχήοηοις, Επειδή, ώς έκ τοΟ σχή¬ 
ματος : 

π (ρ + λ) 3 — πρ 3 — πΑΒ 3 , 
ό κύκλος μέ διάμετρον ΒΔ είναι Ισοδύναμος πρός τόν δακτύλιον. 
θεώρημα 636—I 

1683. Τό εμβαδόν κυκλικού δακτυλίου ίσοΰται πρός τό γινόμενον 
τής έξωτερικής περιφέρειας έπί τό εύρος τού δακτυλίου, ήλαττωμένον 
κατά τό έμβαδόν τού κύκλου μέ ακτίνα τό εύρος τούτο. 

Επειδή 

(Δ) = 2πρλ + *λ* = 2π (ρ + λ) λ — πλ 3 . 
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θεώρημα 636—11 

1584, Έάν δύο καμπύλοι ΑΒΓΔΕ, Α'Β'Γ'ΔΈ αποτελούνται έξ 
ομοκέντρων κυκλικών τόξων, τό έμβαδόν τής ταινίας Τ, τής περιοριξο- 
μένης ύπό τών καμπύλων αυτών (καί των άκρων ακτινών) είναι Ισον 
πρός τό γινόμενον τοϋ μήκους τοΰ μέσου τόξου έπι τό εύρος τής ταινίας. 

"Ας είναι μ, ν, τ, σ αΐ γωνίαι αΐ σχηματιζόμεναι ύπό τών 
άκρων άκτίνων τών διαδοχικών τόξων. Ή θεωρουμένη ταινία εί¬ 
ναι άθροισμα τομέων κυκλικών δακτυλίων έχόντων πάντων τό 
αύτό εύρος λ, τά δέ διάφορα μέσα τόξα είς έκαστον τών τομέων 
τούτων άποτελοΟν μίαν συνεχή γραμμήν, τό μέσον τόξον . 

Έκ τοϋ τύπου τοϋ έμβαδοϋ ένός τομέως κυκλικού δακτυλίου : 

Ε = (μέσον τόξον) χ (εύρος δακτυλίου), 
προκύπτει άμέσως 6τι τό έμβαδόν τής ταινίας Τ εΐναι ίσον : 

1) ΙΙρ<>ς τό γινόμενον τ ον μήκους τον μέσον τόξου επί τό ενρος τής 
ταινίας. 

Κατά τό θεώρημα τοΟ Οιαίάίη,θά ήδυνάμεθα νά εΤπωμεν έπίσης: 

Τό έμβαδόν τον το είναι ίσον πρός τό μήκος λ τής γενετείρας γραμμής, 
πολλαπλααιασμένον έπι τό μήκος τον τοίου, ν γράφει τό μέσον αυτής. 

2) Πρός τό γινόμενον τον μήκους τοΰ μικρότερου (μεγαλύτερου) τόξον 
επί τό ενρος τής ταινίας, ηνξημένον (ήλαχτωμένον) κατά τό έμβαδόν τον 
κυκλικόν τομέως, τον ϊχοντος ακτίνα τό ενρος τοντο καί έπίκενζρον γωνίαν 
ΐαην πρός τήν γωνίαν τών άκρων άκτίνων τής ταινίας. 

*Η γωνία αϋτη όρίζεται κατά τόν έκτεθέντα είς τήν παράγρα¬ 
φον 1456 τρόπον. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή άνωτέρω ίδιότης τών κυκλικών ταινιών έπε- 
κτείνεταί και είς τάς ταινίας τάς άποτελουμένας εκ δύο τνχοναών παραλ¬ 
λήλων καμττνλων. 

Επειδή δυνάμεθα νά φέρωμεν τάς καθέτους άρκετά έγγΟς άλ- 
λήλων, ώστε τά στοιχεία τών καμπύλων νά έξομοιωθοϋν πρός 
στοιχειώδη κυκλικά τόξα καί νά άναχθώμεν ούτω είς τήν προηγου- 
μένην περίπτωσιν. 

2) Έάν ή κινητή άκτίς, ή Ακολουθούσα τήν διεύθυνσιν τής με¬ 
ταβλητής καθέτου, έπανέρχεται είς τήν άρχικήν της θέσιν, ή γω¬ 
νιώδης κίνησις αύτής είναι μηδενική και αί δύο καμπύλαι είναι 
Τσάι. ΑΙ &χραι κάϋετοι είναι τότε παράλληλοι και τής αυτής φοράς καί τό 
έμβαδόν τής ταινίας είναι Τσον πρός τό τοϋ όρθογωνίου μέ δια¬ 
στάσεις τό μήκος τής μιάς τών καμπύλων καί τό εύρος τής ταινίας. 

3) Έάν ή κινητή άκτίς διαγράφη Εν ήμικύκλιον, αί άκραι κά¬ 
θετοι είναι παράλληλοι άλλ* άντιθέτων φορών. Τό έμβαδόν τής 
ταινίας είναι Τσον πρός τό γινόμενον τοϋ εύρους λ, πολλαπλάσια- 
σθέν έπι τό μήκος τής έσωτερικής (ή έξωτερικής) καμπύλης, πλέον 
(ή ϊλαττον) τό έμβαδόν τού ήμικυκλίου άκτινος λ. 

4) Έάν' ή κινητή άκτίς Ρα διαγράφη όλόκληρον κύκλον, τό έμ¬ 
βαδόν τής ταινίας ΙσοΟται πρός τό γινόμενον τοϋ εύρους λ έπι τό 
μήκος τής έσωτερικής ή έξωτερικής καμπύλης, πλέον ή έλαττον 
τό έμβαδόν τοϋ κύκλου άκτινος λ. 1 Εάν τέλος ή κινητή άκτίς δια- 
γράψη ν πλήρεις περιφοράς, θά πρέπει νά προστεθή τό ν—πλά- 
σιον τοϋ έμβαδοϋ τοΟ κύκλου μέ άκτινα λ. 
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θεώρημα 636—III 

1685· Τό έμβαδόν μιας ταινίας είναι ίσον πρός τό γινόμενον τοΰ 
μήκους της μέσης καμπύλης έπί τό εύρος τής ταινίας, ή προς τό γινό¬ 
μενον τής εύθείας γεννετείρας έπί τό μήκος τής καμπύλης, ήν γράφει 
τό μέσον τής ευθείας ταύτης. 

Ή έπιφάνεια τής ταινίας δύναται νά νοηθή παραγομένπ ύπό 
κινητής καί σταθερού μήκους εύθείας ένός έπιπέδου, κινουμένης 
οΰτως, ώστε νά παραμένη πάντοτε κάθετος έπί τήν καμπύλην, 
ήν διαγράφει Εν ώρισμένον σημεΐον αύτής. Ή γραμμή αϋτη κα¬ 
λείται υ&ηγος χαμπνλη, 

Ή Ιδιότης αϋτη χρησιμεύει διά τόν ύπολογισμόν τής έπιφα- 
νείας μιάς όδου μή εύθυγράμμου. 

1686 α. Σημιίωοις. Διά περισσοτέρας άναπτύξεις, δύναταί τις νά 
άνατρέξη είς τήν δευτέραν Ικδοσιν τών Εχβτοίΰββ άβ (ί.,σελ. 6Θ9 κ.έ. 

Τά θεωρήματα του Οιιΐάίπ (Ο., η° 903 καί 904), μνημονεύονται 
ύπό του Πάπτιον άλλ' άνευ άποδείξεως. ΉγνοοΟντο δέ τελείως 
μέχρι τοΟ XVI αίώνος, όπότε ό πατήρ Οιιΐάίη άνεΟρε καί άπέ- 
δειζε αύτά (ΙΓιζίοινε άβχ αοιεηεβπ τη αΐΗέ*ησϋϊΐΗβ$ εΐ ρίιι/ίίηιιββ, ύπό 
Μαχΐηπίι^ιι Μλγι€, τόμ. 111, σ. 169). 


Θεώρημα 536 — 1V 


1586· Τό έμβαδόν τής επιφάνειας τής 
καμπύλων τοιούτων, ώστε 
τά μεταξύ αυτών τμήματα 
παραλλήλων ευθειών πρός 
ωρισμένην διεύθυνσιν νά 
έχουν κοινόν μήκος λ, λαμ- 
βάνεται διά πολλαπλασια¬ 
σμού τού μήκους τούτου 
επί τήν άπόστασιν δ των 
άκρων παραλλήλων τμη¬ 
μάτων. 

Τό παραλληλόγραμ¬ 
μον ΑΒΒΆ' εΤναι Ισο¬ 
δύναμον πρός τό όρθο- 
γώνιον αββ'α'. Επίσης, 
τό παραλληλόγραμμον 
ΒΓΓ'Β' είναι Ισοδύνα¬ 
μον πρός τό όρθογώνιον 
βγγ'β', άφοΟ τά καμπυ¬ 
λόγραμμα τρίγωνα ΒΗΓ, 

ΒΉ'Γ είναι ϊσσ. 

Επομένως, 

έπ;φ. (ΑΓΖΖΓΑ') = δ.λ. 


περιεχομένης μεταξύ δύο 



Παρατηρείς. Τό θεώρημα τοΟ ΟΙαίναηΙ (§ 1559). δύναται νά θεω- 
ρηθή ώς πόρισμα τοΟ προηγουμένου. Τό αυτό συμβαίνέί χαΐ δι* 
τό τοΟ Πν&αγόρου, πορίσματος τοΟ θεωρήματος τοΟ ΟΙαίναηΙ. 
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Θεώρημα 637 

1687* Παν μή κυρτόν σχήμα ΑΒΓΔΜΕ δύναται νά μετασχηματιστή 
«Ις εν άλλο τής αυτής περιμέτρου αλλά μεγαλυτέρας έπιψανείας. 

*'Ας ψέρωμεν τήν ΑΓ καί άς όρίσω- 
μεν τό συμμετρικόν Β* τοΟ Β πρός τήν 
εόθεΐαν ΑΓ. Επειδή ή ΑΓ εΤναι κάθε¬ 
τος ε(ς τό μέσον τής ΒΒ' θά έχωμεν 

ΑΒ = ΑΒ\ ΓΒ = ΓΒ', 

καί τό κυρτόν σχήμα ΑΒΤΔΜΕ έχει 
προφανώς τήν αύτήν πρός τό άρχικόν 
περίμετρον άλλά μεγαλύτερον έμβαδόν. 

Παρατήοηοις. Πάν πολύγωνον ΑΓΔΜΕ 
μέ δύο άνίσους πλευράς ΜΔ, ΜΕ, δύ- 
ναται νά μετασχηματισθή εις £ν άλλο 
ΑΓΔΜΈ Ισοπεριμετρικόν πρός αύτό 
άλλά μεγαλυτέρας έπιψανείας. (Βλ. έπμ., § 1676). 

θεώρημα 638 

1688* Έχ των είς τον αυτόν κύκλον έγγραφομένων πολυγώνων καί 
τοΰ αυτού πλήθους πλευρών, τό κανονικόν είναι τό μεγιστον. 

(ΜΜοδοι, § 355), 

Θεώρημα 639 

1689* Έκ δύο κανονικών πολυγώνων έγγεγραμμένων είς τόν αυτόν 
κύκλον, τό Ιχον τάς περισσοτέρας πλευράς είναι καί τό μεγαλύτερον. 
(ΑΓέθοδο,, § 356). 


Μ' 



Σχέσεις έκ τής &εωρήσεως τών έμβαδών προχνπτονσαι 


Θεώρημα 640 


1690 . Τά έμβαδά δύο τυχόντων πολυγώνων Π, Π', περιγεγραμμένων 
είς τήν αύτήν περιφέρειαν, είναι πρός άλληλα ώς αΐ περίμετροι αυ¬ 
τών π καί π'. 


Επειδή, άν ρ ή άκτΐς τής περιψερείας. 


(Π) 


~2 π Ρ 


(Π')· 


τ π ' ρ 


π 

π' * 


Θεώρημα 641 

1691* Έστωσαν ΑΟΔ, ΒΟΕ, ΓΟΖ τρεις εύθεΐαι διά τών κορυφών 
τριγώνου ΑΒΓ άγόμεναι, τεμνόμεναι είς Ο καί τέμνουσαι τάς απέναντι 
πλευράς είς τά σημεϊα Δ, Ε. Ζ. Δείξατε τήν σχέσιν: 

ΟΔ , ΟΕ , ΟΖ 
ΑΔ * ΒΕ + ΓΖ 


(Μέ&οδοι, § 165). 
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Σημείωσες. Τό θεώρημα τοΟτο όφείλεται είς τόν ΟβΓ^οηηε. 
(*4η. ά. ΜαΙΗ., τομ. IX, 1818 καί 1819, σ. 116, σημ. τοΟ Ι,οπ^οΐι&ιηρ»). 

θεώρημα τον Υΐνΐαπΐ 642 

1692* Τό άθροισμα των αποστάσεων από των πλευρών κανονικού 
πολυγώνου σημείου είς τό έσωτερικόν αύτοϋ ευρισκομένου, είναι ίσον 
πρός τό γινόμενον του πλήθους των πλευρών τοΰ πολυγώνου έπί τό 
ν—πλάσιον τοΰ αποστήματος αύτοΰ. 

"Εστω α ή πλευρά τοΟ πολυγώνου, δ τό άπόστημα, χϊ ή 
άπόστασις τοΟ δοθέντος σημείου άπό τής πλευράς Αι Αι+ι καί 
ν τό πλήθος τών πλευρών, θά Εχωμεν 

Έμβ. πολυγώνου = Σχί. α =-^- Σ χΐ = δ, 
ή Σ χΐ — νδ. 

Θεώρημα 643 

1693I Τό άθροισμα των τετραγώνων των αντιστρόφων των καθέτων 
πλευρών όρθογωνίου τριγώνου είναι ίσον πρός τό τετράγωνον τοΰ αντι¬ 
στρόφου τοΰ έπί την υποτείνουσαν ΰψους τοΰ τριγώνου. 

Επειδή : 

ι 1 _ β’ + γ’ _ α» _ 1 

ν+'β’- β 8 γ* ~~ β 3 γ 2 — υ α 2 ' 
άφοΟ 2Ε = βγ — αυ α . 

θεώρημα 643—1 

1694 . Αί αποστάσεις τοΰ τυχόντος σημείου μιας διαμέσου τριγώνου 
άπό των περιεχουσών αυτήν πλευρών 
είναι άντιστρόφως ανάλογοι των πλευ¬ 
ρών αύτών. 

Μολονότι ή πρότασις αϋτη άπε- 
δείχθη ήδη (§ 1546 α, 2)), παραθέ- 
τομεν καί τήν έπομένην άπόδειξιν, 
διά τής χρησιμοποιήσεως τής έν- 
νοίας τών έμβαδών, ώς τήν πλέον 
φυσικήν. 

Λ Αρκεί προφανώς νά άποδειχθή 
ή σχέσις διά μόνον τό σημεϊον Μ 
τοΟ σχήματος. 

Επειδή τά τρίγωνα ΒΜΓ καί 
ΑΜΓ είναι Ισοδύναμα, θά Ιχωμεν 


Γ 



αρ = Ρπ 

Θεώρημα 644 

1695 · Διά τοΰ σημείου Ο έπί τής διχοτόμου γωνίας Α φέρομεν 
τυχοΰσαν τέμνουσαν ΜΟΝ τών πλευρών τής γωνίας. Δείξατε δτι τό 

άθροισμα — ^ ~^“ΑΪΓ ε * ναι πο0 ° ττ Κ· 
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1) Ή γωνία Α είναι όρθή. 

(Μέθοδο», § 279). 

2) Ή γωνία Α είναι τυχοΟσα. 

(Μέθοδοι, § 280). 

θεώρημα 545 

1596. Διά σημείου τυχόντος Ο του επιπέδου ορθής γωνίας Α, φέ- 

ρομεν τέμνουσαν ΒΟΒ' των πλευρών 
τής γωνίας. Δείξατε ότι τό άθροισμά 

1 , 1 ., , . , 

+-£ 7 » των αντίστροφων των βμ- 

βαδών των τριγώνων ΑΒΟ, ΑΒΌ, εί¬ 
ναι σταθερόν. (Μαη π/ιβΐ ηι , Ν.Α., 1856; 
σ. 383). 

Μ Ας είναι ΑΒ — β, ΑΒ' = β\ καί 
υ, υ' αΐ έκ του Ο κάθετοι έπί τάς 
πλευράς. Επειδή τό διπλάσιου τοΟ 
έμβαδου έκάστου τριγώνου είναι βυ 

καί βυ\ ή δεικτέα σχέσις =οχβ„ άνάγεται είς τήν 



Άλλ* είναι 
Επομένως : 




2 Ββ' 2 

= — 7 — σταθερά ποσότης. 
ββ'υυ υυ ^ 1 


Θεώρημα 545—/ 

1597 . Ή αυτή πρότασις άλλα διά τυχοΰσαν γωνίαν. 

Ή σχέσις (α) γράφεται 

βυ + βυ' = 2 (ΒΑΒ') = ββ' ημ Α. 

Επομένως : 

1.1 2 ημ Α , Λ . 

-ξ- -ξτ = ■ - ^ 7 — ποσότης σταθερά. 

Σημειωσις. Είς τόν ΜβηπΗβΐπι όφείλεται μέγα πλήθος άριθμητι- 
κών σχέσεων. (Βλ. *. Τταη${οντηαΟοη άε» ρτσρτίέίέ* γηέίΗ^ηβδ άβα 
/ϊρκτβ* ά ναχά€ άβ Ια ΐΗέοήβ άβ» ροΐαίτββ Ηα,ρνοηυ^ε, ύπό Μαη- 
ηδειχη). Τό θεώρημα τής παραγράφου 1593, ώς καί τό έπόμενον 
(§ 1596), εύρίσκονται είς τό ίργον αύτό. 



797 


θεώρημα 546—II 

1698 . Διά σημείου Ο, έντός τριγώνου ΑΒΓ ευρισκομένου, φέρομεν 
ευθείας Α0Λ, ΒΟΜ, ΓΟΝ, περατουμένας είς 
τάς απέναντι πλευράς και διαιρούσας τό τρί¬ 
γωνον είς εξ άλλα μικρότερα. 

Δείξατε 6τι τό άθροισμα των αντιστρόφων 
των έμβαδών τριών έξ αυτών μη διαδοχικών 
είναι ίσον πρός τό Ιδιον άθροισμα διά τά 
τρία άλλα τρίγωνα (ΜαηπΗοπη). 

*Η πρότασις αϋτη είναι πόρισμα τής 
προηγουμένης. Πράγματι, διά τάς οιά τοό 
σημείου Ο δύο τεμνούσας, ΒΟΜ καί ΓΟΝ, 
τών πλευρών τής γωνίας Α Θά Εχωμεν : 

1 I 1 - 1 

(ΑΟΜ) (ΑΟΒ) “ (ΑΝΟ) Τ (ΑΟΓ) 

Όμοίως, 



1 


(ΒΟΝ) + (ΒΟΓ) “ (ΒΟΛ) + (ΑΟΒ) ’ 

(ΓΟΛ) ^ (ΑΟΓ) (ΓΟΜ) Τ (ΒΟΓ) 

ΠροσΘέτοντες κατά μέλη καί άπλοποιοϋντες, λαμβάνομεν : 

_ 1 _ ._ 1 _ 1 I - 

(ΑΟΜ) ^ (ΒΟΝ) ^ (ΓΟΛ) 

” (ΓΟΜ) ^ (ΒΟΛ) ^ (ΑΟΝ) 
θεώρημα 646—III 

1698 α · Τρεις εΰθεΐαι, παράλληλοι πρός τάς πλευράς τριγώνου Χαΐ 
αγόμενοι διά σημείου είς τό εσωτερικόν τοΰ τριγώνου ευρισκομένου, 
διριροΰσιν αυτό είς τρία παραλληλόγραμμα καί τρία τρίγωνα. Δείξατε 
δτι τό γινόμενον των έμβαδών των παραλληλογράμμων είναι τό δχτα- 
πλάσιον τοΰ γινομένου των έμβαδών των τριγώνων. 

(Α. ά. Οβτροηηε, τόμ. XVIII 1827- 1828, ο ΜΙ καί 112). Λύσεις 
ύπό ΒοόίΙΗβΓ, ΚοςΗε καί έπέκτασις εις τό τετράεδρον ύπό ΥαΙΙέδ 
(σ. 113 Εως 123). 

Το έμβαδδν τοΰ αρχικόν τριγώνου είναι ίσον προς τό τετράγωνον τον 
αθροίσματος τών τετραγωνικών ριζών τών έμβαδών τών τριών μικρότερων 
τριγώνων. (Α. ά . Ο., XIX, σ. 374). 

Θεώρημα 648 

1599 · Τό τετράγωνον τής άχ τίνος τής έγγεγραμμένης περιφέρειας 
είς τρίγωνον όρθογώνιον είναι ίσον πρός τό άθροισμα τών τετραγώνων 
τών άκτίνων τών όμοίων περιφερειών είς τά τρίγωνα είς ά διαιρείται 
τό αρχικόν υπό τοΰ έπί τήν υποτείνουσαν ΰψους. 
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1) Επειδή τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΗ καί ΑΗΒ είναι όμοια πρός 
άλληλα, αΐ άκχΐνες ρ, σ, τ, τών είς αύτά Εγγεγραμμένων περιφε¬ 
ρειών, θά είναι άνάλογοι τών άντιστοίχων ύποτεινουσών. "Αρα: 

^1 = ϋ= Υΐ καί Ρΐ = -°1+- τ !. = £ΐ+ τ 1 

Ρ’ σ’ τ> α» β’ + γ« α· 


ή 


ρ* = σ* + τ*. 


"Αλλη άηόδείξί;. Επειδή 



Ε*. Κ»¥ 


(ΑΒΓ)= (ΑΒΗ) + (ΑΓΗ), 

είς τήν όμογενή ταύτην σχέσιν 6υ- 
νάμεθα νά άντικαταστήσωμεν τά 
Εμβαδά διά τών, άναλόγων πρός 
αύτά, τετραγώνων όμολόγων μηκών,ή 

ρ’ = σ· + τ*. 

Δι' επαλη&ενοβως τον τύπον τούτον 
δυνάμβ&α νά όδηγη&ώμβν β!ς μίαν τρ{την 
άπόδειξιν (Βλ. 2αν καί 3ην Εκδοσιν 
τών Εχ. <1. Ο.) 


Παρατήρησές. Ή μέση άνάλογος 
δύο άνίσων εύθειών μ, ν είναι μικροτέρα τής μέσης άριθμητικής 
αύτών. Πράγματι, ή ΑΗ (Σχ. 1038) είναι μέση άνάλογος τών μη¬ 
κών ΒΗ καί ΗΓ καί είναι, ώς κάθετος, μικροτέρα τής πλαγίας 


ΑΜ= Β^ = ΒΗφΗΔ 
2 2 


Θεώρημα τού Ου Ραγό 647 

1ΘΟΟ. Ή διαφορά των έμβαδών δυο όμοιων κανονικών πολυγώνων 
Π καί Π' και Εκ των δποίων τό Εν είναι Εγ* 
γεγραμμένον καί τό άλλο περιγεγραμμένον είς 
τήν αυτήν περιφέρειαν, είναι ίση πρός τό Εμ¬ 
βαδόν τοΰ όμοιου πρός τά πρώτα κανονικού 
πολυγώνου, τοΰ έγγεγραμμένου είς τήν περι¬ 
φέρειαν μέ διάμετρον Τσην πρός τήν πλευράν 
τοΰ περιγεγραμμένου πολυγώνου Π'. 

X*, ίο»· "Έστω α* ή Επιφάνεια τοΟ περιγεγραμ- 

μένου πολυγώνου Π' καί τοΟ όποιου ΑΓ 
είναι ή πλευρά, β· ή Επιφάνεια τοΟ έγγεγραμμένου πολυγώνου Π 
μέ πλευράν ΒΔ. Επειδή αΐ έπιφάνειαι αδται εΤναι άνάλογοι τών 
τετραγώνων τών άκτίνων τών έγγεγραμμένων περιφερειών, θά 
είναι 

α 3 _ ΟΑ* 
β· ΟΒ* 1 



α* — β* ΟΑ* — ΟΒ* 
β* “ ΟΒ* 


0 ) 


"Εστω γ* ή Επιφάνεια του όμοιου πρός τά δυο πρώτα πολύ- 
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γώνου τοϋ έγγεγραμμένου είς τήν περιφέρειαν μέ άκτίνα ΑΕ· θά 
έχωμεν πάλιν 

Υ’ - ΕΑ * (2) 

β*" ©Β^ * ( ) 

Άλλ* είναι: ΕΑ 9 = ΟΑ 9 - ΟΕ· = Ο Α* - ΟΒ 9 . 


Επομένως, διά συγκρίσεως τών (I) καί (2) σχέσεων: 
α· - β* γ· 
β. - β. * 

ή α» - β* = γ·. 


Θιώρημα 647—1 

1601 . Ή Ιδία διαφορά α Β — β* είναι Ιση πρός το έμβαδόν τοϋ 
όμοίου πολυγώνου τοϋ περιγεγραμμένου είς τήν περιφέρειαν μέ διάμε¬ 
τρον τήν πλευράν ΒΔ τοϋ έγγεγραμμένου πολυγώνου Π. 

Σημιί&σις. Τά προηγούμενα δύο θεωρήματα εΤναι τοΟ Όη ϊαφβ 
(1690 - 1739), μέλους τής Ακαδημίας τών Επιστημών (Ν. Α., 
1845, σ. 55). 

θβώρημα 648 

1602* Ή διαφορά τών έμβαδών δύο κανονικών πολυγώνων έκ 2ν 
πλευρών καί έχ των όποιων τό Ιν είναι έγγε- 
γραμμένον καί τό άλλο περιγεγραμμένον εις τήν 
αυτήν περιφέρειαν, είναι μιχροτέρα τής διαφο¬ 
ράς των έμβαδών των άντιπτοίχων των προηγου¬ 
μένων δύο κανονικών πολυγώνων έκ ν πλευρών. 

"Εστωσαν ΑΒ, ΓΔ τά ήμίση τών πλευρών 
τών πολυγώνων έκ ν πλευρών* ή διαφορά 
τών έμβαδών των είναι Τση πρός.2ν φοράς 
τό έμβαδόν τοΟ τραπεζίου ΑΒΓΔ. "Αν δέ 
ΑΔ, ΕΖ είναι αί πλευραί τών πολυγώνων έκ 
φορά τών έμβαδών των θά εΤναι πάλιν Τση 
έμβαδόν τοΟ τριγώνου ΑΔΖ. 

θά πρέπει λοιπόν νά άποδείξωμεν δτι: 

(ΑΔΖ) <-1 (ΑΒΓΔ) 



Σχ. 1040. 

2ν πλευρών, ή δια- 
πρός 2ν φοράς τό 


καί έπειδή τό τρίγωνον καί τό τραπέζιον έχουν τό αύτό Οψος ΒΔ, 
άρκεϊ νά άποδειχθή δτι ή βάσις ΔΖ τοΟ τριγώνου είναι μικροτέρα 
τοΟ τετάρτου τοΟ άθροίσματος τών βάσεων τοΟ τραπεζίου. 

Επειδή ή ΟΖ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΑΟΔ, τό σχήμα ΑΖ 
Δθ είναι ρόμβος* άρα 

ΔΖ = ΑΘ καί ΔΖ < ΖΓ, 

αΙ δέ παράλληλοι ΑΒ, ΓΔ δίδουν τήν σχέσιν 

Αθ ΓΖ __ 

βω- = 'Τ 7 '' έξ ής Αθ 9 = Βθ . ΓΖ. 
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Άλλ* ώς γνωστόν, ή μέση άνάλογος Αθ είναι μικροιέρα τοϋ 
ήμιαθροίσματος ιών Βθ καί ΓΖ (§ 1529, Παρατήρηαις) : 

ΛΘ<-1-(ΒΘ + ΓΖ), 


καί έπειδή Αθ = -γ (Αθ ΔΖ), 

διά προσθέσεως κατά μέλη λαμβάνομεν 

2ΑΘ <-ί-(ΑΒ+ΔΓ) ή Αθ <-1(ΑΒ+ΔΓ). 
θιώρημα 649 

1803* Δι' Ιχάστης κορυφής τριγο>νου φέρομεν ευθείαν διαιρούσαν 
την απέναντι πλευράν βΐς μέρη ανάλογα των τετραγιόνων των προσκει¬ 
μένων είς αυτά πλευρών. Δείξατε δτι αΐ τρεις αυται εύθεΐαι τέμνονται 
είς ιό αυτό σημβίον. (Ρ. Ηοβδ&Γ(ί, 1848, Ν,Α.» σ. σ. 407, 454). 

„ μ Β* 

Εστω ΑΔ τοιαύτη, ώστε — — · 

1 ν γ* 

Λ'. Άπό&ειςις. Φέρομεν τάς καθέτους ζ καί θ έτη τάς πλευράς 
Ρ καί γ. 

Τά τρίγωνα ΑΔΓ καί ΑΔΒ Εχουν τό αύτό έκ της κοινής κο¬ 
ρυφής Α ύψος καί είναι πρός άλληλα ώς 
τά μήκη μ καί ν. "Αρα 

Α μ (ΑΔΓ) _ βζ 

/Ι ν (ΑΔΒ) γθ 

/ / ν Επειδή καθ' ύπόθεσιν: 

.κ / ϋ_ = ιι 

/ \ 0 / V γ· · 

/ \ζ ® Επεται: 

Χ^</ι ρ___ί_ 

'' 1 * } γ — 0 ’ 

« λ >ι γ κ ή. (ΐ, χ^γος Χ ^ ν κα θέτων ΟΖ, Οθ είναι 

.™.* ίσος πρός τόν λόγον τών β καί γ: 

* 1041 ΟΖ _ β 

Οθ “ γ * 

“Εστω ΓΛ Βειπέρα εόθεϊα τοιαύτη, ώστε ^ 

θά Εχωμεν 

°ζ _ β . ΟΖ _ β 

Οθ ~Τ 1 ΟΗ α 

ΟΖ Οθ ΟΖ ΟΗ 
ή β ~ γ ’ β - α 


ΟΖ 

1. 

Οθ _ 

Υ 

ΟΖ 

Οθ 

Ρ 

Υ 

Οθ _ 

ΟΗ 

Υ 

α 
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Ανήκει δηλαδή τό σημεϊον Ο είς τήν διά τής κορυφής Β εύ- 
θεϊαν, τήν άνάλογον πρός τάς ΑΔ καί ΓΛ. 

Β '. *Λπό6ειςις. Ή χρησιμοποίησις τοΟ θεωρήματος τοΟ Οένα 
(§ 1240) μάς όδηγεΐ είς άπλήν λύσιν. "Εστω πράγματι Κ τό ση- 
μεϊον όπου ή τρίτη εύθεΐα διά τής κορυφής Β συναντά τήν άπέ- 
ναντι πλευράν ΑΓ. θά έχωμεν τάς σχέσεις: 

ΑΛ β β ΒΔ _ γ’ ΓΚ α 8 
"ΒΛ ” α 8 * ΓΔ “ β» ' ΑΚ γ 1 

καί έπομένως 

ΑΛ^ΒΔ^ΓΚ _ β®γ 2 α 3 __ 

ΒΛ.ΓΔ.ΑΚ “α·βν“ 

Παρατήρηαις. Τό σημεϊον Ο είναι έκεΐνο, διά τό όποιον τό 
άθροισμα τών τετραγώνων τών άποστάσεών του άπό τών τριών 
πλευρών τοΟ τριγώνου εΤναι έλάχιστον (Ν. Α., 1848, σ. 407). 

1603α. Σημείωοις. ΑΙ εόθεΐαι ΑΔ, ΓΛ,... εΤναι αΐ συμμετρο- 
διάμεσοι τοΟ τριγώνου καί ή τομή των Ο τό οημεΤοτ τον ί,βηιοίηβ 
τοΟ τριγώνου. *0 Ι,βιηοίηβ ύπέδειξεν τό 1873 (Ν. Α., σ. 364) τήν 
σπουοαιότητα τοΟ σημείου τούτου εις σχετικήν μελέτην, ήτις ύπήρ- 
ζεν ή άφετηρία τής δημιουργίας τής Νβωτέρας Γεωμετρίας τον τριγώ¬ 
νου. Έν τοότοις, τό σημεϊον τοΟτο εΤχεν καί προηγουμένως άνευ- 
ρεθεΐ ύπό πολλών μαθηματικών, δΓ έρευνών έπί θεμάτων άσχέ- 
των πρός άλληλα. Δυνάμεθα νά άναφέρωμεν σχετικώς τόν 
ΜαίΗΐβυ (1865, Ν. Α., σ. 403), τόν Ο&ΐαΐαη (1852, ΤΓέοτέτη€8 βΐ φτο - 
11έγηβ8 άβ Οέοιη41τΪ€, 2α βκδ., σ. 161), τόν Ηοδδαπί (1848, Ν. Α. σ. 
454) κλπ. 

Θεώρημα 649 —/ 

1603β. ΑΙ εόθεΐαι ΑΔ, ΒΚ, ΓΛ (σχ. 1041) τέμνοντΟι έπίσης κατά 
τό αυτό σημεϊον καί δταν συμβαίνη: 

ΑΛ _ βμ _ΒΔ _ γμ ΓΚ _ αμ 

ΒΛ αμ ΓΔ "βμ* ’ ΑΚ γμ 

Πράγματι, θά είναι πάλιν 

ΑΛ.ΒΔ.ΓΚ_ βμ . γμ . αμ _ 

ΒΛ.ΓΔ.ΑΚ"^ αμ.βμ.γμ ’ 

Παρατήρηαις. Έάν μ=1, λαμβάνομεν τάς έσωτερικάς διχοτόμους 
τοΟ τριγώνου, διά μ == 2 τάς συμμετροδιαμέσους καί διά μ = 0 τάς 
διαμέσους αΰτοΟ. Διά μ<0, βχομεν τάς άττιοχρόφονς ευθείας του 
Ιχ)ΐΐ£θ1ιβιηρ5· λ. χ. είς μ = — 1 αντιστοιχοΟν αΐ άντίστροφοι τών 
διχοτόμων κλπ. 

θεώρημα 660 

1604. Τό γινόμενον τής άκτίνος τής έγγεγραμμένης περιφερείας είς 
τρίγωνον καί τών ακτινών τών παρεγγεγραμμένων περιφερειών, είναι 
Ισον πρός τό τετράγωνον τής έπιφανείας του τριγώνου. 


Επειδή: 



Γεωμετρία 51 
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καί ΡΡα Ρβ Ργ τ . ( τ — α) (τ — β) (τ — γ) Ε* 

Σημείωσες· *Η γεωμετρική άπόδειζις τοΟ τύπου 
Ε = Ϋτ(τ-α)(τ — β) (τ-γ)Γ 

Αποδίδεται είς τόν Ρΐδοπβοοΐ, έπονομσζόμενον καί Λεονάρδο* τής 
Πίζης, 

θεώρημα 651 

1606· Τό αντίστροφον τής άχτΐνος τής έγγεγραμμένης περίφερείας 
Ισοΰται πρός τό άθροισμα των αντιστρόφων των αχτίνων των παρεγγε- 
γραμμένων περιφερειών. 

Επειδή: 

1 _^τ_ 1 _ τ— α 1 __ τ — β 1 __ τ — γ 

ρ “ Ε ’ ρ« ~ Ε ’ ρ β “ Ε ’ ρ Ύ ~ Ε 

καί 

1 * 1 . 1_τ—α-|-τ — β + τ — γ_3τ — 2τ_τ_1 
Ρ« Ρβ ' Ρυ Ε Ε""“" Ε ~ ρ 

Σημείωσες· Τό Θεώρημα τής § 1604 είναι τοΟ Μ&Ιιΐβα (1807), άν 
καί ό Ι^ΗιιΐΗβΓ τό 1809 άνεΟρε έπίσης τήν [δίαν σχέσιν ( Λ . ά. 6., 
τόμ. I (1810-1811), σ. 150, παραπομπή καί τόμ. XIX, σ. 87). 

Τό Θεώρημα τής § 1605 είναι τοΟ δίείπετ (Λ. ά . Ο., τόμ. XIX 
(1828-1829), σ. 86 καί 90), τά δέ τών §§ 1606 καί 1607 εύρίσκον· 
ται είς Α . ά. £„ τόμ. XIX (1828- 1829), α. 211 καί έπμ., ώς καί 
τό τής § 1184. 

θεώρημα 552 


1606 · Τό αντίστροφον τής άχτΐνος τής εγγεγραμμένης περιφβρβίας 
είναι Ισον πρός τό άθροισμά τών αντιστρόφων των τριών θψών τον 
τριγώνου. 


"Ας είναι υ α » υβ , θγ τά τρία Οψη. Επειδή: 


ή 

2τ_ 

~ 

Ρ 

Επεται 


2Ε = 2τρ = αυ α = βυρ = γυ Υ 

α _ Ρ _ V _ α + Ρ + Υ _ 2τ 

1 1 1 ~~ 1 1 1 — 1 _ 1 __ 1 _' 

υ α υρ υ ν υ α υρ ' υ Υ υ α υρ. ο* 


2 

Ρ 


=±+±+±. 

υ α υρ υν 


θεώρημα 552—1 

1607 · Τό άθροισμα τών αντιστρόφων τών αχτίνων τών παρεγγε 
γραμμένων περιφερειών Ισοΰται πρός τό άθροισμα τών άντιστρόφων 
τών υψών. 

Επειδή, ώς είδομεν: 

Ρ. Τ Ρί Τ Ρϊ Ρ υ α τ τ υ γ 



Θ03 


Σημείωσες, Διά τάς προτάσεις τών §§ 1606 και 1607, βλ. είς 
Α. ά. 0. ψ τόμ. XIX (1828- 1829), σ. 212, άζιοσημείωτον άρθρον Οπό 
ίι, Ρ. Ρ. Κ., συμπληροΟν μίαν έπίσης άξιόλογον σχετικήν μελέτην 
τοΟ δίβίηβΓ (ώς &νω, σ. 85) καί όπου άναφέρεται καί Εν ύπό- 
μνημα τοΟ ΒοΜΠίβΓ. θά πρέπει νά άναγνωρισθή ότι τά ΑηηαΙβ$ 
άβ Οβνροηηβ άξίζουν νά άνασυρθοΟν καί πάλιν είς τό φώς τής δη- 
μοσιότητος* έπειδή Εκτός τοΟ δτι εύρίσκονται είς αύτά μελέται με¬ 
γάλου Ενδιαφέροντος περιέχουν καί ζητήματα τά όποια άργότε- 
ρον ένεψανίσθησαν ώς νέα. 


Θεώρημα 653 


1608, Έάν έχ σημείου είς ιό Εσωτερικόν τριγώνου φέρωμεν καθέ¬ 
τους λ, λ', λ" έπι τάς πλευράς α, β, γ αύ- 
τοΰ, θά Εχωμεν τήν σχέσιν 


± + £+£-ι. 

υ υ υ 


"Ας εΤναι Λ, Λ', Λ" τά Εμβαδά τών 
τριγώνων ΒΟΓ, ΓΟΑ, ΑΟΒ άντιστοί- 
χως. Επειδή τά τρίγωνα ΟΒΓ καί ΑΒΓ 
έχουν τήν αύτήν βάσιν, Θά είναι πρός 
άλληλα ώς τά άντίστοιχα Οψη των λ 
καί υ : 

Λ-Λ 

Ε “ υ 



Άναλόγως, 


Ε 


λ/ 

υ' 



"Αρα: 

λ | λ' | λ"_Λ + Λ'+Λ"_ Ε 
υ ’ υ' ’ υ'' ~ Ε “ Ε 


Παρατηρήσεις. 1) Τό Θεώρημα τής § 1606 είναι είδική περίπτω- 
σις του άνωτέρου. Πράγματι, διά Ο συμπΐπτον πρός τό κέντρον 
τής Εγγεγραμμένης περιψερείας, λαμβάνομεν 


^+4-+ 

υ 1 υ 1 



η -1+Λ + 

υ 1 υ' 1 


_1_ 

υ" 


1_ 

Ρ * 


2) Τό Θεώρημα Εξακολουθεί νά ίσχόη καί διά λ, λ', λ" εύθύ- 
γραμμα τμήματα, άπό τοΟ σημείου Ο άρχόμενα μέχρι τών πλευ¬ 
ρών, καί παράλληλα πρός τρεις ευθείας, άγομένας διά τών κορυ¬ 
φών τοΟ τριγώνου καί διερχομένας διά τοΟ αύτοΟ σημείου, 

1609 . θεώρημα * θά εΤναι έπίσης (σχ. 1042) : 

ΑΔ , ΒΔ , ΓΔ 
—= 2 · 


Πράγματι, Επειδή 

ΔΗ 


ΔΗ' 

υ' 



υ 


υ 


1 , 



804 


καί 


ΑΔ . ΔΗ _ ΑΗ __ 
υ ' υ υ 


ΒΔ 


ΔΗ' 


υ 

ΓΔ 


υ 

ΔΗ" 


= 1 * 


1 . 


Διά προσθέσεως κατά μέλη τών τριών τελευταίων έκ τών τεσ¬ 
σάρων τούτων Ισοτήτων καί ϊχοντες 6π* 5ψΐν τήν πρώτην, κατα- 
λήγομεν άμέσως είς τήν δεικτέαν. 

Παρατήρηαις. Βλέπε, σχετικώς πρός τάς διαφόρους σχέσεις με¬ 
ταξύ τών στοιχείων ένός τριγώνου, τό ήδη προμνησθέν (§ 1185 α) 
Ιργον τοΟ νιπδει-ί. 

Θιώρημα 653—1 


1610 . Των έμβαδων των όμοιων τριγώνων ΑΘΒ καί ΑΜΓ (σχ. 1048, 
ΘΒ παράλληλος πρός ΜΓ), μέσον άναλογον είναι 
τό Εμβαδόν τοΰ τριγώνου ΑΘΓ. 



Σχ. 1(43. 


Επομένως, 


Πράγματι, τά τρίγωνα ΑΘΒ, ΑΘΓ έχουν τό 
αύτό έκ τοΟ θ ϋψος* άρα 


* Ομοίως, 


(ΑΘΒ) _ ΑΒ 
(ΑΘΓ)” ΑΓ ' 

(ΑΘΓ) _ Αθ 
(ΑΜΓ) ” ΑΜ * 


(ΑΘΒ) __ (ΑΘΓ ) 

(ΑΘΓ)~(αΜΓΥ 


ή 


(ΑΘΓ)’ = (ΑΘΒ) (ΑΜΓ). 


Παραχήρηοις. Τό 
έπομένου. 


θεώρημα τοΟτο είναι είδική περίπτωσις τοΟ 
θεώρημα 664 


1611 · Έαν δυο τρίγωνα ΔΕΖ, ΑΒΓ έχουν τάς όμολόγους πλευράς 
των παραλλήλους καί τό πρώτον είναι Εσωτερικόν τοΟ δευτέρου, παν 
τρίγωνον ΜΝΛ, περιγεγραμμένον είς τό πρώτον καί έγγεγραμμένον ε(ς 
τό δεύτερον, έχει έπιφάνειαν ίσην πρός τήν μέσην άναλογον των Επιφα¬ 
νειών των δύο τριγώνων. 

"Ας εΤναι ΘΕΡ ή έκ τοΟ Ε παράλληλος πρός τάς πλευράς ΔΖ 
καί ΑΓ, τέμνουσα είς θ τήν ΒΖΗ καί είς Ρ τό Οψος ΒΡΤΣ τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ. θά έχωμεν έκ τοΟ σχήματος 

(ΔΘΖ) = (ΔΕΖ), 


(ΔΜΕ) = (ΔΒΕ), 


(ΔΛΖ) — (ΔΗΖ), 


(ΕΝΖ) = (ΕΒΖ). 
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Διά προσθέσεως κατά μέλη τών Ισοτήτων τούτων λαμβάνομεν; 
(ΛΜΝ) = (ΔΒΗ). 

Τά τρίγωνα ΘΔΖ καί ΒΔΗ Βχουν τό αύτό έκ του Δ ϋψος καί 
είναι πρός άλληλα ώς αΐ βάσεις των. "Αρα 


(ΔΕΖ) _ (ΘΔΖ) _ _ΘΖ_ _ ΡΤ 
ΛΜΝ “ (ΒΔΗ) ΒΗ “ ΒΣ 


ΕΠ 

ΒΣ 


έπομένως πρός 


ΔΖ 

ΑΓ 


. 0 ) 


άφοϋ τά τρίγωνα ΔΕΖ καί ΑΒΓ εΤναι δμοια. Άψ' έτέρου, 

(ΒΔΗ)_ ΒΔ 

(ΒΟΗ) ΒΟ ’ 

(ΒΔΗ) _ ΔΖ 

η (ΒΟΗ) - ΟΗ ' 

καί (ΒΟΗ) _ ΟΗ 

κσ * (ΑΒΓ) - ΑΓ ' 


( 2 ) 

(3) 


Β 



Διά πολλαπλασιασμοί) κατά μέλη τΟν (2) καί (3). εύρίσκομεν: 


(ΒΔΗ)— (ΛΜΝ) __ ΔΖ 
(ΑΒΓ)~ (ΑΒΓ) — ΑΓ ης 


0 )) 


( ΔΕΖ) 
(ΛΜΝ) * 


Δηλαδή: 

(ΛΜΝ) 3 == (ΑΒΓ) (ΔΕΖ). 

ν ΑΙλη άηόδειξις. "Ας θέσωμεν ΑΓ = β, ΒΣ = υ, ΔΖ = β', ΕΠ = υ\ 
*Ως εΤδομεν τό έμβαδόν σ τοΟ τριγώνου ΛΜΝ είναι Ισοδύναμον 
πρός τό τοΟ τετραπλεύρου ΒΖΑΔΒ, άφοΟ 

(ΛΜΝ) = (ΒΔΗ) = (ΒΔΖ) + (ΔΖΗ) = (ΒΔΖ) + (ΔΖ Α). 
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Επομένως 

_ (ΔΖ).(ΒΤ) , (ΔΖ).(ΣΤ) _υ . β' 

° ™“- 2 -- +- 2 -““· 

Επειδή δέ 

(ΑΒΓ) _ (ΑΓ).(ΒΣ) _ (ΑΓ) __ β 
α ~~ (ΔΖ). (ΒΣ) ~~ (ΔΖ) “ β' * 

καί 

σ υβ' _ υ _ β 

(ΔΕΖ) “ "βΤϋ 7 " ~ο Γ ~β^ ’ 
συνάγομεν άμέσως δτι: 

σ* = (ΔΕΖ) (ΑΒΓ). 

Σημείωσις. Ό Οεΐαΐαπ είς τά Τνέοτέγπββ βί ΡτοΜέη 168 (6η δκδ., 
σ. 182), θεωρεί τήν πρότασιν ταύτην ώς χρονολογουμένην άπό 
τοΟ 1362, μολονότι προετάθη ύπό του ΟοΓβοηηε καί άπεδείχθη 6πό 
τοΟ Ι,έοη Αηηβ τό 1844 είς τήν σ. 27 τών Ν. Αη . άβ8 τηαίΗέτη .— 
Είς πολλάς περιπτώσεις εΤναι πολύ δύσκολος ή άνεύρεσις τής 
πατρότητος ένός θεωρήματος. Βλ. σημ. § 1603 β. 

θεώρημα 564—1 

1612 . ΤόΌβμβαδόν παντός τριγώνου είναι μέσον άνάλογον τών έμβα- 
δών τών δύο τριγώνων με κορυφας, άφ* ένός τά κέντρα τών παρεγγε¬ 
γραμμένων περιφερειών και άφ* ετέρου τά σημεία έπαφής μετά τών 
'πλευρών τοΟ τριγώνου τής Εγγεγραμμένης είς αυτό περιφερείας. (Ν. Α., 
1880, σ. 59. λνβίΐΐ). 

Επειδή τά δύο ταΟτα τρίγωνα εΤναι όμοιόθετα άλλήλων, άνα- 
γόμεθα άμέσως είς τό προηγούμενου θεώρημα. 

θεώρημα τοϋ Οαατο 554—11 

1612 α. Δύο τρίγωνα ΜΝΡ, Μ'Ν'Ρ' είναι πε ριγέ γραμμένα είς τρί¬ 
γωνον ΑΒΓ, όμοια πρός τρίτον αβγ και μέ καθέτους τάς ομολόγους 
πλευράς των ΜΝ, Μ"Ν' κλπ. (Σχ. 1044 α). Δείξατε δτι τό άθροισμα 
τών Εμβαδών τών τριγώνων τούτων είναι σταθερός άριθμός. 

Τά σημεία ΜΜ' Θά κινοΟνται, έπί τής περιφερείας τοΟ κ. τό¬ 
ξου, τοΟ διερχομένσυ διά τών Β, Γ καί δεχομένου γωνίαν α. Τά 
σημεία ταΟτα εΤναι προφανώς διαμετρικά τής περιφερείας αύχής 
και ή διαφορά τών άποστάσεών των ΜΓΙ — Μ'ΓΓ άπό τής εύθείας 
ΒΓ εΤναι ίση πρός τήν άπόστασιν δ τοΟ κέντρου τής περιφερείας 
άπό τής ΒΓ — δηλ. σταθερόν μήκος. Επομένως 

(ΒΜΓ) - (ΒΜ'Γ) = γ, καί άναλόγως (ΑΝΓ) - (ΑΝ'Γ) = γ Β , 

(ΑΡΒ) — (ΑΡ'Β) = γ,, (ν„ Υ,. Υ, σταθεροί). 

Άλλ' είναι 

(ΜΝΡ) = (ΑΒΓ) + (ΒΜΓ) + (ΓΝΑ) + (ΑΡΒ) 

(Μ'Ν'Ρ') = (ΑΒΓ) - (ΒΜ'Γ) - (ΓΝΆ) - (ΑΡ'Β). 

Επομένως, 

(ΜΝΡ) + (Μ'Ν'Ρ') = 2 (ΑΒΓ) + Υι + Υ» +Υ> = σταθερός άριθμός. 
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Παρατήρηοις. 1) Ή άνωτέρω άπόδειξις προϋποθέτει άτι τό τρί¬ 
γωνον ΜΝΡ εΐναι έζωτερικόν τοΟ ΑΒΓ καί τό Μ'Ν'Ρ' έσωτερικόν 
αύτοϋ, άλλ’ ή γενική πορεία τής άποδείζεως παραμένει ή αυτή 
διά πάσας τάς περιπτώσεις. 

2) Τό σταθερόν άθροισμα (ΜΝΡ) + (Μ'Ν'Ρ') είναι ίσον πρός 



τό τετραπλάσιον τοΟ έμβαδοΟ τοΟ τριγώνου τών κέντρων τών 
τριών περιφερειών. Έκ τής παρατηρήσεως ταύτης ποριζόμεθα 
μίαν δευτέραν άπόδειζιν τής άνωτέρω προτάσεως (). Ν.). 

Σημιίωσις, Τό θεώρημα τοΟτο έδημοσιεύθη τό 1883 είς τήν 
Μαύ 163 Ϊ 8 (1883, σ. 23* ζτμ. 201 καί 1884, σ. 66) υπό τοΟ Ε. ΟεθβΓο 
σπσυδαστοΟ τότε είς τήν ΕϋοΙβ ά?8 Μΐηβδ τής Λιέγης. Ή λύσις τήν 
όποίαν έδώσαμεν είναι τοΟ ΡευοδεπιρΕ. 

θιώρημα 566 

1613· Έστω ΑΒΓΔ τυχόν τετράπλευρον. Δείξατε δτι ό γεωμετρικός 
τόπος των σημείων Ο, των τοιούτων, ώστε 

(ΑΟΔ) + (ΓΟΒ) = (ΑΟΒ) + (ΓΟΔ), 

είναι ή εύ&εΐα ή συνδέουσα τά μέσα των διαγωνίων του τετράπλευρου 
(Ι^όοη Απηβ). 

Έστω ΜΝ ή εύθεΐα αϋτη. Επειδή αί άποστάσεις τών κορυ¬ 
φών τοΟ τετραπλεύρου άπ“ αύτής εΐναι άνά δύο Τσάι, τά τρίγωνα 
τής αύτής βάσεως, κειμένης έπΐ τής ΜΝ, καί κορυφών Α, Γ ή 
Β, Δ είναι άνά δύο Ισοδύναμα. 
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*Αφ* Ετέρου, Εχομεν 

(ΑΟΒ) = (ΑΜΒ) + (ΑΟΜ) + (ΒΟΜ), 

(ΔΟΓ) = (ΔΜΓ) - (ΓΟΜ) - (ΔΟΜ). 

Καί Επειδή : 

(ΑΟΜ) = (ΓΟΜ), (ΒΟΜ) = (ΔΟΜ), 

θά είναι 

(ΑΟΒ) + (ΔΟΓ) = (ΑΜΒ) + (ΔΜΓ). (I) 

Επίσης, 

(ΑΟΔ) = (ΑΜΔ) + (ΔΟΜ) -(ΑΟΜ), 

(ΓΟΒ) = (ΓΜΒ) - (ΒΟΜ)+ (ΓΟΜ), 

καί Επομένως 

(ΑΟΔ) + (ΓΟΒ) = (ΑΜΔ) + (ΓΜΒ). (21 

Επειδή αΐ ΑΜ, ΔΝ είναι διάμεσοι τών τριγώνων ΑΔΒ καί 
ΑΔΓ, τά τρίγωνα ΑΜΒ καί ΑΜΔ είναι Ισοδύναμα, ώς καί τά 
τρίγωνα ΔΜΓ καί ΒΜΓ, Κατά συνέπειαν 

(ΑΟΔ) + (Τ Ο Β) = (ΑΟΒ) + (ΓΟΔ). 


έκ συγκρΙσεως τών σχέσεων (1) καί (2). 

Παρατήρηαις. Τό τμήμα τοΟ τόπου, τό άντιστοιχοΟν είς τήν ώς 

άνω διατύπωσιν τής προτάσεως, εί¬ 
ναι τό περιεχόμενον έντός τοΟ τε- 
τραπλεύρου. Τό έκτός του τετρα- 
πλεύρου τμήμα τής εύθείας ΜΝ, Αν¬ 
τιστοιχεί είς τήν Ιδίαν πρότασιν. 
Αλλά μέ Αλλαγήν σημείων- είς τούς 
όρους τής σχέσεως τής έκψωνήσεως. 
(/. Μ, Ε., 1879, σ. 29.-Βουτσί). 

Σημζίωσις* Ή εύθεΐα ή διερχο- 
μένη διά τών μέσων τών διαγωνίων 
τετραπλεύρου — ή ζν&βΐα, τον Νβντω- 
νος (§ 1233 α) — συναντάται συχνά 
είς διάφορα ζητήματα έπί τών Ιδιο¬ 
τήτων τοΟ σχήματος αύτοΟ. Βλ. σχετικώς: Ιτιί. ά. Λ/αίΛ., 1907, σ. 
267, πρόβλημα 3313 τοΟ Κ. Η&χςε και τήν λύσιν αύτοΟ (1909, σ. 
252) ύπό τοΟ λνεΙβοΗ. Είς τόν τελευταΐον τοΟτον Ανήκουν πολλά 
Ενδιαφέροντα άρθρα δημοσιευθέντα είς τό I. ά . Μ. κατά τά Ετη 
1908 καί 1909. ' 

Θτώρημα τον Ιίοντωρος 55Θ 



»Χ. 1045. 


1614* Ή συνδέουσα τά μέσα τών διαγωνίων περιγραψίμου τετρα¬ 
πλεύρου εύθεΐα, διέρχεται διά τοΟ κέντρου τής εγγεγραμμένης περι¬ 
φέρειας. 

Ή πρότασις αϋτη δύναται νά θεωρηθη ώς πόρισμα τοΟ προη¬ 
γουμένου θεωρήματος τοΟ Ιτέοη Αηΐιε. Πράγματά διά ιό κέντρον 
Ο τής Εγγεγραμμένης περιφερείας Ισχύει ότι 

(ΓΟΒ) + (ΑΟΔ) = (ΑΟΒ) +(Π3Δ), 
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άφοϋ τά τρίγωνα ταΟτα έχουν τήν άκτΐνα τής περιφέρειας (Ο) 
ώς κοινόν ύψος καί (§§ 744, 745) 

γβ + αδ = αβ + γδ. 

Ανήκει κατά συνέπειαν τό σημεΐον τοϋτο είς τόν τόπον ΜΜ 
τής προηγουμένης προτάσεως. 

1614α . Πόρισμα. Διά πάν τρίγωνον, ή εν· 
θτΓα ήτις συνδέει %ό ιιέσον μιας πλευράς μετά 
τον μέσον τής σννδεοναης την απέναντι κορυφήν 
μετά τον σημείου ίπαφης τής πλευράς ταύτης και 
μιας παρεγγεγραμμένης β!ς χό τρίγωνον 7ΐεριφε> 
ρβίας, διέρχεται διά τον κέντρου τής περιφβρβίας . 

Ή άπόδειξις τοΟ Νεύτωνος εύρίσκεται 
καί είς τά ΤΗέοτέηΐ£8 βί ΡτοΙ)Ιέτη€$ άβ Οέο· 
ηιέ&ιε τοΟ Οείβίαπ (6η Εκδ., σ. 127). Στη¬ 
ρίζεται δέ έπί δύο λημμάτων, τοΟ πορίσμα¬ 
τος II τοΟ θεωρήματος Ι,νΐ καί τοϋ θεωρήματος ΙΛΊΙ (σ. 125). 

Παραζήρηοις . Τό άνωτέρω θεώρημα είναι είδική περίπτωσις του 
έπομένου γενικωτέρου : 

*0 τόπος τών κέντρων ιών κωνικών τομών, αΐτινες εγγράφονται εί; <5ο- 
δέν τετράπλενρον, είναι ή ουνδέουαα τά μέοα τών διαγώνιων ενδεΐα, 

(Βλ. Μαί/ιββΐβ, 1898, σ. 194, η· 19). 

Σημείωσες· Τό προηγούμενον πόρισμα, μολονότι Αποδιδόμενον 
είς τόν ΟβΓ^οηπε, άνήκει είς τόν ]. - Β, Όιιγγ&γμΙο (1797- 1825). 
(Λ. ά. Ο τόμος XIV 1823- 1824, σ, σ. 309 καί 313), 

Θεώρημα 657 

1616 . Ή μικρότερα ευθεία ΒΕΔ, τήν οποίαν δυνάμεθα νά φέρωμεν 
διά δοθέντος σημείου Ε έντός δοθείσης γωνίας Α, ορίζεται διά τής 
επόμενης συνθήκης: 

Ή είς τό σημεΐον Ε κάθετος έπι τήν εύθεΐαν καί αΐ είς τά Β καί 
Δ κάθετοι έπί τάς πλευράς τής γωνίας, πρέπει νά διέρχωνται διά τοΰ 
αύτοΰ σημείου. 

(Βλ. Μέ&οδοι, § 168). 

1616 α. Σημειακής. 1) Διά τήν στοιχειώδη σπουδήν του ζητήμα¬ 
τος, βλ. ΜαΐΗ6&\$ } 1907, σ. 68 (I. Ν.) καί σ. 240, η® 21 (Μαΐεΐβο). 

2) Ή έλαχίστη αϋτη ευθεία όνομάζεται πολλάκις υπό τών Αγ¬ 
γλων συγγραφέων καί ενδεϊα τοϋ Φίλωνος . Επειδή έμψανίζεται είς 
τήν λύσιν τοΟ γεωμέτρου τούτου τοΟ περιφήμου προβλήματος τής 
εύρέσεως δύο μέσων άναλόγων. 

Ζηί. ά. ΜαίΗ., 1902, σ. 299, η° 1782. Σημείωσις Αγο1ιϊΚ& 1(1, 
δαοΐίνΐΐΐβ, (Καναδάς). 

3) Σχετικόν πρός τό Ανωτέρω θεώρημα είναι καί τό Ακόλου¬ 
θον θεώρημα τοΰ ΣίοιινίΙΙβ, άποδειχθέν υπό τοΟ Ρ. δοι-τεί (Ν. Α., 
1852, σ. 123); 

"Εστω ΑΟΒ οχα&ερά γωνία περιγεγραμμένη είς ελλειψιν και ΜΝ εφα¬ 
πτομένη τής καμπύλης τοιαντη, ώστε το υπό τών πλευρών τής γωνίας άπο - 
τ εμνόμενον τμήμα ΜΝ αυτής νά είναι τό έλαχίοτου μήκους. Τά σημεία 
Μ, Ν Ισον άπέχονν τ ον κέντρου τής έλλείψεως . 

Διά τήν παραβολήν, ή εύθεΐα ΜΝ είναι ή έφαπτομένη είς τήν 
κορυφήν τής καμπύλης. 


Α 
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Καχασπεναϊ σχημάτων 

Πρόβλημα 658 

1616· Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ των γωνιών του καί τοΰ έμβα- 
δοΰ του μ 9 . 

Κατασκευάζομεν τρίγωνον τυχόν ΑΒΓ, δμοιον τοΟ ζητουμένου, 
προεκτείνομεν τήν βάσιν του ΑΓ κατά 
μήκος ΓΙ Ταον πρός τό ήμισυ τοΟ Οψους 
ΒΔ κσΐ έπΐ τής ΑΙ γράφομεν τήν ήμι- 
περίφέρειαν ΑΖΙ. *Η κάθετος ΓΖ = υ 
είναι η πλευρά τοΟ Ισοδυνάμου πρός 
τό ΑΒΓ τετραγώνου* έπειδή 

υ* = ΑΓ.ΓΙ. 

ΈπΙ τής ΓΖ λαμβάνομεν μήκος Γθ 
Τσον πρός μ, φέρομεν τήν ΑΖΗ, τήν 
ΘΗ παράλληλον τής ΑΓ, τήν ΗΓ' 
κάθετον έπΐ τήν ΑΓ καί τήν Γ'Β' πα¬ 
ράλληλον πρός τήν ΒΓ. 

Τό τρίγωνον ΑΒ'Γ' είναι τό ζητού- 
μενον. Πράγματι, τά τρίγωνα ΑΒΓ, 
ΑΒ'Γ' είναι όμοια, ώς καί τά ΑΓΖ, 
ΑΓΉ* έπομένως: 

(ΑΒΓ) ΑΓ· (ΓΖ) 9 = υ 9 
(ΑΒ'Γ') "ΑΓ' 9 ” (ΓΉ)’ = μ 9 " 

Επειδή οΐ άριθμηταί τών άκρων λόγων είναι Τσοι, καί οΐ πα- 
ρονομασταί αύτών θά είναι Τσοι. “Αρα: 

(ΑΒ'Γ') = μ 9 . 

Πρόβλημα 669 

1617 . Νά χατασχευασθή τρίγωνον έχ των τριών υφών του α', β', γ'. 
Επειδή αα'= ββ'= γγ'= 2Ε, Θά είναι καί 

<* __ _β_ _ V 

± - ± 
α' β' γ' 

καί τό ζητούμενον τρίγωνον είναι δμοιον πρός τό Ιχον μήκη πλευ¬ 
ρών άνάλογα πρός τά Αντίστροφα τών μηκών τών ύψών α', β' γ'. 

Καταοχινή. Λαμβάνομεν έπ* ευθείας μήκη ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ άντι- 
στοίχως Τσα πρός τά Οψη α', β', γ' (Σχ. 1047 α), ύψοΟιιεν κάθε¬ 
τον ΡΣ = δ καί γράφομεν τάς ήμιπεριφερείας ΑΡΛ', ΜΡΜ', ΝΡΝ'. 
Μέ τά τμήματα ΡΛ', ΡΜ', ΡΝ', Τσα άντιστοίχως πρός 

δ 3 _δ 9 _ δ*_ 

ΡΛ “α' ' β' ' γ' * 

κατασκευάζομεν τρίγωνον ΑΒ'Γ' (Σχ. 1047 β). Τό τρίγωνον τοΟτο 
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είναι βμοιον πρός τό ζητούμενον καί έάν έκ τής κορυφής Α φέ- 
ρωμεν κάθετον ΑΔ' έπί τήν Β'Γ', Τσην πρός τό ϋψος α', είναι 
φανερόν ότι ή έκ τοϋ Δ παράλληλος πρός τήν Β'Γ' όρίζει τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ άπαντών είς τό πρόβλημα. 



Σχ. 1047)· Σχ. 1047 β * 


Παρατήρησις. Επειδή 

Ρ' _*Ρνγ' β _ Υ' _ Ϋ- σ' 

α ’ —" * .. — Ω' — θ' ' 


β α' α'.γ' V β' β'. α·’ 
τά τρία μήκη α, β, γ είναι Ανάλογα τΟν β'γ', α'γ', α'β’ ή καί τΟν 

Β' α' σ ' Ρ ' 

Ρ > “ · -γΓ-· 


Είναι έπομένως τό ζητούμενον τρίγωνον (α, β, γ) όμοιον πρός 

α'β* 

τό Βχον πλευράς τά γνωστά μήκη β\ γ', κλπ. 

Πρόβλημα 660 

1618 · Δίδεται γωνία ΧΟΥ και σημεΐον Α έντός αυτής. Νά άχθή διά 
τοΰ σημείου ιέμνουσα των 

πλευρών τής γωνίας Μ ΑΝ Γ 

τοιαύτη, ώστε τό τρίγωνον / 

ΜΟΝ νά εχη έμβαδόν δο* 

θέν Ιί 1 , ^ 

Διά τόν άκριβή όρι- // 

σμόν τής θέσεως τοΟ ση- X / 

μείου Α, άς σχηματίσω- X / 

μεν τό παραλληλόγραμ- \ / 

μον ΑΒΟΓ καί καλέ- 
σωμεν διά τών α, β τά γ 

μήκη τών πλευρών του. ο / « // ; \ 

*Έστω υ ή άπόστασις ΒΤ /μή ρ- 

του Α άπό τής ΟΧ καί \ |1.|. Ζ 4 * 

ΒΜ — χ· είναι φανερόν \ ί \| .~ .{ / 

δτι θά πρέπει νά άνεύ- Β Ζ' . 1/ 

ρωμεν σχέσιν, συνδέου- \ ./'θ 

σαν τόν αριθμόν χ, τόν ''ν. β 

όρίζοντα τήν θέσιν τής **’.' 

ΜΟΝ, πρός τά δεδομένα Σ *· 1048 

τοΟ προβλήματος. 

Τά ΰμοια τρίγωνα ΜΟΝ, ΜΑΒ είναι πρός άλληλα ώς τά τε¬ 
τράγωνα τών όμολόγων πλευρών αότών. Άφ* έτέρου, τό διπλά- 









812 


οιον χοΟ έμβαδοΟ του τριγώνου ΜΟΝ είναι Τσον πρός 21: 3 καί τό 
διπλάσιον του ΜΒΑ Τσον πρός χ .υ. Επομένως : 

2^’ ΟΜ* β 2^* (α + χ) β 

"ϊϊγ = — ή —= —;— (,) 


ή 


χ [ 2 (τΓ- σ )- χ ] = α ’· 


( 2 ) 


£ά πρέπει λοιπόν νά κατασκευάσωμεν όρθογώνιον μέ πλευράς χ 
καί 2 ^-α^ — χ καί τοΟ όποιου τό έμβαδόν είναι α*, τό δέ 

άθροισμα τών πλευρών του τό γνωστόν μήκος 2 ^-α^ · 

Ιί . 3 

Κατασκευή. Έστω λ ή τετάρτη άνάλογος — καί ΟΛ = λ. θά 
Ιι 3 

είναι τότε ΒΛ = — — α καί άν λάβωμεν ΛΔ = ΛΒ θά έχωμεν 


ΒΔ 


= 2(λ-σ) = 2(^1- α) 


ΒΕ 


Γράφομεν άκολούθως τήν ήμιπεριφέρειαν ΒΔ, λαμβάνομεν 
= α καί φέρομεν τήν παράλληλον ΕΖΘ πρός τήν ΒΔ. Τά 
μήκη ΒΜ'=ΜΔ καί ΒΜ είναι αΐ πλευραί του ζητουμένου όρθο- 
γωνίου. 

Υπάρχουν, έν γένει, δύο λύσεις, 

Έλάχιστον. Έκ τής έζισώσεως (2) φαίνεται άμέσως 6τι τό πρό¬ 
βλημα θά 6χη λύσιν έφ' όσον 


-> α 

υ 


ή 1ί 3 = (ΑΟΜ) > αυ = (ΑΒΟΓ). 


Τό έλάχιστον έπομένως έκ τών τριγώνων ΝΟΜ είναι τό ΡΑΣ', 
διπλάσιον τοΟ παραλληλογράμμου ΑΒΟΓ. 

Πρόβλημα 560—1 

1610 . Τό αύτό πρόβλημα, άλλ* Λ π0 υ τό εν έκ τών σημείων Μ ή Ν 



νά εύρίσχεται επί τής προεχτάσεως μιας τών ευθειών ΟΧ, ΟΥ. 
"Έστω (ΜΟΝ) = *·. ΒΜ=χ. 
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θά είναι πάλιν 

2 ( ΜΟΝ) __ 2 __ ΟΜ> _ (χ - α)^ 

2(ΜΒΑ) ~~ ~υχ “ χ 2 “ ' χ» - 
και ή έξίσωσις (2) άνάγεται τώρα είς τήν 

χ Κΐ+ α )- χ ] =σί · (3) 

θά υπάρχουν δύο λύσεις καί τό 1ε 2 δύναται νά Εχη τυχουσαν 
τιμήν μεταξύ 0 καί +οο. 

Παρατήρησις. Διά I* 2 > αυ, τό πλήρες πρόβλημα (§§ 1618, 1619) 
Επιδέχεται τέσσαρας λύσεις. 

Πρόβλημα 560-11 

1619 α . Διά σημείου Α επί τής διχοτόμου δοθείσης γωνίας κειμένου, 
νά άχθη τέμνουσα Μ ΑΝ των πλευρών τής γωνίας είς τρόπον, ώστε ιό 
άθροισμα των τετραγώνων των τμημάτων ΑΜ, ΑΝ νά είναι δοθέν τε¬ 
τράγωνον. 

(ΟοηεοκΓίί $έηέΐαΙ άβ$ ΟοΙΙές/68 το^ααχ άβ Ρα^^8 1 1819). 

Του πολύ * Ενδιαφέροντος τούτου προβλήματος, βλέπε λύσεις 
εις Α. ά. ΟεΓ£οηη6, τομ. X (1819 — 1820), σ. 73 (Ργ&ποπϊιιγ) και σ. 
83 (Οετ^οππε). 

Πρόβλημα 560-III 

1620. ΕΙς δοθέν όρθογοινιον, νά περιγραφή ρόμβος δοθέντος έμ- 
βαδοΰ 1ί 2 . 

Διά διαιρέσεως τοϋ όρΘογωνίου είς τέσσαρα Τσα μέρη, δι* ευ¬ 
θειών Εκ του κέντρου και καθέτων Επί τάς πλευράς, άναγόμεθα 
είς τό προηγούμενον πρόβλημα. 

Πρόβλημα 561 

1621 · Διά του μέσου Ο τής πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ, νά άχθή 
τέμνουσα ΜΟΔ του τριγώνου είς τρόπον, ώστε 

(ΟΒΜ) - (ΟΓΔ) = 1ί 2 , 
δοθέν τετράγωνον. 

"Αν ΒΛ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΓ, 

Θά ίχωμεν 

(ΟΒΛ) = (ΟΓΔ) 

καί Επομένως 

(ΒΛΜ) = 1τ*. 

Τό πρόβλημα άνάγεται οϋτω είς τό γνω¬ 
στόν Επόμενον: 

Δίδονται γωνία ΛΒΜ και σημεΐον Ο. Α/ά άχ&ή διά τ ον σημείου αυτοί; 
τέμνουσα ΟΛΜ τοιαντη, ώστε 

(ΛΒΜ) = 1τ>. (§ 1618) 

Παρατήρησις. Δυνάμεθα νά λύσωμεν τό πρόβλημα και είς τήν 
χερί.-ιτωσιν, κα&* ήν τό οημεΐον Ο είναι τυχόν τής ΒΓ. 
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"Ας λάβωμεν ΟΔ 

Λ 



= ΟΓ καί άς φέρωμεν τήν ΕΔΛ παράλληλον 
πρός τήν ΑΓ. θά είναι τότε 

(ΛΔΒΜ) = 1ί>. 

"Εστω α· ή τιμή τοΟ έμβαδοΟ τοΟ γνω- 
στοΟ τριγώνου ΒΔΕ* τό έμβαδόν τοΟ τριγώ¬ 
νου ΛΕΜ θά είναι τότε 

(ΛΕΜ) = ΐ£:·+α» 

καί έπαναπίπτομεν είς τό πρόβλημα τής 
§ 1618. 


Πρόβλημα 561—1 


1622 * Διά του μέσου Ο τής βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ, νά άχθη 
τέμνουσα αυτού ΔΟΜ (οχ, 1050) είς τρόπον, ώστε 

(ΟΒΜ) _ μ 
(ΟΓΔ) — ν * 

ΆρκεΕ νά φέρωμεν διά τοΟ Ο εύθεΐαν ΟΛΜ τοιαύτην, ώστε 
ΟΜ μ 

ΟΛ ν 


Πρόβλημα 661-11 

1623* Νά άχθή τέμνουσα των πλευρών δοθείσης ορθής γωνίας είς 
τρόπον, ώστε το όριζόμενον όρθογώνιον τρίγωνον νά εχη δοθεΐσαν υπο¬ 
τείνουσαν καί δοθέν έμβαδόν. 

(ΜέΦοόοι, § 117). 

Παρατήρηαις . ΔυνάμεΘα νά χρησιμοποιήσωμεν ένταΟθα καί τήν 
μέθοδον τοΟ άντιθέτου προβλήματος—ώς είς τό έπόμενον γενικώ- 
τερον πρόβλημα. 

Πρόβλημα 662 

1624* Νά άχθή τέμνουσα ΜΝ τών πλευρών δοθείσης γωνίας ΧΟΥ 




είς τρόπον, ώστ* τό μήκος ΜΝ νά είναι δοθέν λ καί τό τρίγωνον ΜΟΝ 
Ισοδύναμον πρός δοθέν τετράγωνον Ε·. 



815 


"Η χρήσις τής μεθόδου τοΟ αντιθέτου προβλήματος όδηγεΐ είς λύ- 
σιν όλίγον μέν κομψήν άλλά πολύ άπλήν. 

1) ΈπΙ τμήματος Μ'Ν'=λ γράφομεν τόζον δεχόμενον γωνίαν 
Τσην πρός τήν ΧΟΥ (σχ. 1052) καί όρίζομεν έπ’ αύτοΟ σημεϊον 
Ο' είς άπόστασιν 


υ = 


2λ* 

λ 


άπό τής χορδής Μ'Ν'. ΕΤναι φανερόν ότι ή τοποθέτησις τοΟ τρι¬ 
γώνου ΜΌ*Ν'έντός τής γωνίας ΧΟΥ (Σχ. 1053) λύει τό πρόβλημα. 
2) Μέγιστο* του 1ε 1 διά ώριομένην τιμή* τοϋ μήκους λ. 

Επειδή τό μέγιστον έκ τών τριγώνων ΓΛΌ'Ν' είναι προφανώς 
τό Ισοσκελές Μ'Λ'Ν' μέ Οψος Λ'Κ', ή μεγίστη τιμή τοϋ λ* είναι 


3) Ελάχιστο* τον λ άά δσ&εΐσα* τιμήν τον 1ε. 

Είναι ή βάσις τοΟ Ισοσκελούς τριγώνου μέ έμβαδόν λ*. 

Παρατήρηαις. Τό πρόβλημα λύεται καί διά τής Αλγεβρικής με¬ 
θόδου. 

1624 α* Σημείωσις. 1) Τό πρόβλημα τοΟ Εβζ καί τοϋ ΜοτεΙ- 
Βΐ&ηο *. Νά ενρε&ή είς το εσωτερικόν τριγώνου σημεϊον, έξ ον αΐ χά&ετοι 
έπι τάς πλευράς διαιρούν αυτό είς τρία μέρη εχονχα έπιψανείας άναλόγονς 
τριών μηκών μ, ν, λ, λύεται διά τών τομών δύο Ισοσκελών ύπερ- 
βολών. (Ν. Α., 1880, σ. 462. Βλ. έπίσης έπμ. § 1674). 

2) Τό πρόβλημα τοΟ ΒοδίΠΐοτ (ΟοιίΓδ άβ ΟέοπιέΙηε) είναι είδική 
περίπτωσις τοϋ προηγουμένου, άφοΟ είς αύτό τά μήκη μι ν, λ 
είναι Τσα. Είς σχετικήν σπουδήν τοΟ Τ&δετ (Ν. Α., 1884, σ. 332), 
άποδεικνύεται ότι ή διά τοϋ κανόνος καί τοΟ διαβήτου γεωμε¬ 
τρική λόσις τοϋ προβλήματος τούτου είναι δυνατή διά τό Ισοσκε¬ 
λές μόνον τρίγωνον. 

3) Τό πρόβλημα 6περ προετάθη ύπό τών Κ,οιιοΐιέ καί Οοσιδο- 
γοιι836 (ΤταΟέ άβ ΟόονηέΙήβ 7η 6κ8., σ. 416, η· 453): Νά διαιρε&β 
τρίγωνον είς τέσσαρα Ισοδύναμα μέρη διά 6νο ευθειών καθέτων άι* άλλη - 
λας, όδηγεί είς έξίσωσιν όγδόου βαθμοϋ καί έμελετήθη ύπό τών 
Εβίόηΐζ, Ιαοηα€3 ΒετηουΐΗ καί» μετ' αύτούς, ύπό πολλών άλλων 
μαθηματικών. Βλ. σχετικώς; Ιηί. ά . ΜαΙΗ 1894. σ. σ. 39, 55.— 
1809, σ. 33, ΐΛϊηοίηβ, Ε. όβ ^οηςιιΐέΓεβ, Οΐηο - Εοτΐα. 

Περισσοτέρας λεπτομερείας έπί τοϋ ίδίου θέματος βλ. έπμ. § 
1674, β, γ, δ. 


Πρόβλημα 563 

1626 . Νά δρισθή σημεϊον Ο έπί τής βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ 
τοιοϋτον, ώστε τό γινόμενον ΟΜ. ΟΝ χών Ιξ αύτοΟ καθέτων έπί τάς 
δύο άλλος πλευράς νά Ιχη δοθεϊσαν τιμήν 1ε*. 

"Εστω ΑΗ =υ τό έπί τήν βάσιν ΒΓ ϋψος τοϋ τριγώνου καί 
ΟΜ = μ, ΟΝ = ν. Επειδή: 

2Ε αυ — βμ γν 

μν = 1ε·, 


καί 


0 ) 

( 2 ) 
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δι' Απαλοιφής του ο μεταξύ τών Ισοτήτων (1) και (2) όδηγούμεθα 
είς τήν έξίσωσιν πρός μ 

__ _Υ^*_ 



*(τ-’Μ 


καί τής όποίας αι λύσεις εύκόλως κατα¬ 
σκευάζονται. 

Παραχήρηαις, Τό μέγιστον του γινομέ¬ 
νου ΟΜ . ΟΝ άντιστοιχεΐ διά θέσιν του Ο 
συμπίπτουσαν πρός τό μέσον τής πλευράς 
ΒΓ (Βλ. έπμ. § 1680). 

Πρόβλημα 563—1 

1626 . Διά σημείου Α είς τό εσωτερικόν 
γωνίας ΧΟΥ, νά άχθη τεμνουσα αυτής ΜΑΝ 
τοιαύτη, ώστε ή προβολή της μΑν έπί ευ¬ 
θείαν κάθετον επί τήν ΟΑ νά εχη δοθέν μήκος λ. 

ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί μΑν = λ. Τό έμβα- 



δόν του τριγώνου ΜΟΝ θά εΤναι ώρισμένον, άφοϋ τό διπλάσιάν 
του Ιχει έμβαδόν 

ΟΑ. Αμ + ΟΑ.Αν=ΟΑ.λ. 

Είναι συνεπώς : 


(ΟΜΜ) = 

καί άναγόμεθα είς προηγούμενον πρόβλημα (§ 1618). 

Πρόβλημα τον Τί/τιτπτΓτηαη* 663—II 

1626α . ΕΙς τό επίπεδον τριγώνου ΑΒΓ, νά άχθη ευθεία ΔΕ τοιαύτηι 
ώστε τό άθροισμα των αποστάσεων τοΰ τυχόντος σημείου αυτής άπό 
ιών πλευρών τοΰ τριγώνου νά είναι σταθερόν. 

*Έστω ΑΒ ή μικροτέρα τών τριών πλευρών. Έάν λάβωμεν 
ΑΔ = ΒΕ = ΑΒ, ή εύθεΐα ΔΕ εΤναι ή ζητουμένη. 
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Πράγματι, τό διπλάσιου τοϋ έμβαδοϋ του τετράπλευρου ΔΑΒΕ 
δίδεται ύπό τοϋ Αθροίσματος 

ΑΒ.ΜΡ + ΑΔ .ΜΠ + ΒΕ. ΜΣ, 

ή τοΟ γινομένου 

ΑΒ (ΜΡ + ΜΠ + ΜΣ). 

*Άρα : 

ΜΡ + ΜΠ + ΜΣ = —= σταθερά ττοσότης. 

Σημείωσις. 1) Έκ τών ΑηηαΙββ Οβτροηηβ, τομ. XVIII, 1827— 
1828, σ. 217. ΡτοΙΙ^ηιβΒ βί ΤΗέοτέτηεΒ βαν 
Ιββ ροΐ^οηεβ βί Ιεβ ΡοΙιιέάνβΒ, Οπό Α. Τίυι- 
ιηβΓΠιεηδ. 

2) Ή διερεύνησις του προβλήματος 
είναι ένδιαψερουσα Αλλά μακρά. "Υπάρ¬ 
χουν Εξ, εύθεΐαι, Ανάλογοι πρός τήν 
ΔΕ, διά τάς τρεις Απεράτους ευθείας, αϊ- 
τινες διέρχονται διά τών Α, Β, Γ. θά 
πρέπει έπίσης νά έχωμεν ύπ' δψιν καί τά 
σημεία τών Αποστάσεων ΜΡ, ΜΠ, ΜΣ· θά 
πρέπει, λ.χ., νά θεωρώμεν τήν άπόστασιν 
ΜΡ ώς θετικήν, έάν τό σημεΐον τοϋτο εύ- 
ρίσκεται εις τό ήμιεπίπεδον, τό όριζόρε- 
νον ύπό τής εύθείας ΑΒ καί είς τό όποιον 
εύρίσκεται καί τό τρίγωνον ΑΒΓ, καί ώς 
Αρνητικήν όταν εύρίσκεται είς τό Ετερον 
ήμιεπίπεδον. 

ΤΑ σημεία π. χ. τής προεκτάσεως ΕΝ Βχουν θετικός Αποστά¬ 
σεις Από τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ καί Αρνητικήν Από τής πλευ¬ 
ράς ΒΓ. (Βλ. έπίσης § 1898 α). 


Γ 



Πρόβλημα 564 

1627 « Διά τής κορυφής Μ παραλληλογράμμου ΑΜΡΠ, νά άχθη 
τέμνουσα ΒΜΓ δύο προσκειμένων πλευρών αύτοΰ είς τρόπον, ώστε το 
όριζόμενον τρίγωνον ΒΑΓ νά Ιχη τό έλάχιστον 
έμβαδόν, 

(ΜΜο&οι, § 351 α). 

Πρόβλημα 564—1 

1628 . Μέ κέντρον δοθέν σημεΐον Ο επί τής 
διχοτόμου δοθείσης γωνίας Α, νά γραφή περιφέ¬ 
ρεια τοιαύτη, ώστε τό άθροισμα τών έμβαδών 
τών δύο τριγώνων, τών έχόντων κορυφήν τό ση¬ 
μεΐον Ο καί βάσεις τάς ύπό τών πλευρών τής 
γωνίας δριζομένας χορδάς τής περιφερείας 
νά είναι Ισοδύναμον πρός δοθέν τετράγω¬ 
νον 1τ*. 

Επειδή (ΑΟΒ) = (ΓΟΔ) = -γ-, Ιπεται 

λ* 

2 υ * 



ΑΒ = ΓΔ = ■ 


Γιωμεχρία 


52 



Θ1Θ 


όπου υ==ΟΜ = ΟΝ = αΙ άποστάσεις τοΟ Ο άπό τών πλευρών 
τής γωνίας. Είναι άρα τά τρίγωνα ΟΜΒ, ΟΝΓ κατασκευάσιμα. 

Πρόβλημα 666 

1629. 11 Νά χατασκβυασθή τετράγωνον έχ τοΰ αθροίσματος λ τής 
πλευράς χαί τής διαγωνίου. 

(Κατασκευή Αμεσος είς Μβάόδονς, § 41). 

(Κατασκευή διά τών όμοίων σχημάτων είς Μ*&όδονς, 207). 

2) Νά κατασχευασθή τετράγωνον έχ τής διαφοράς δ τής πλευράς 
άπό τής διαγωνίου. 

ΔυνάμεΘα νά καταφόγωμεν πάλιν είς τά όμοια σχήματα (Λίβ- 
ΰοδοι, § 207), ή, δι’ άναλύσεως άναλόγου 
έκείνης τοΟ πρώτου προβλήματος (Αίίθο- 
βοί, § 41), νά όδηγηθώμεν είς μίαν άπ* ευ¬ 
θείας κατασκευήν. 

*Η έπομένηλύσις είναι άπλή καί κομψή. 
ΈπΙ εύθείας ΑΥ κεκλιμένης πρός άλλην 
ΑΧ κατά 45°, λαμβάνομεν τμήμα ΑΕ = δ 
καί μέ κέντρον Ε καί άκτΐνα δ γράψομεν 
περιφέρειαν. 

"Εστω Ζ ή δευτέρα τομή τής ΑΧ καί 
τής περιψερείας ταυτης καί ΖΒ = δ. Ή 
£ *· 10Μ · πλευρά τοΟ ζητουμένου τετραγώνου είναι 

ή ΑΒ. 

.Πράγματι, τό τρίγωνον ΑΕΖ είναι Ισοσκελές όρθογώνιον, ή ΕΖ 
κάθετος έπΐ τήν ΑΓ καί τό τετράπλευρου ΕΖΒΓ δισορθογώνιον* 
έπειδή δέ ΖΒ = ΖΕ θά είναι καί ΒΓ = ΕΓ καί συνεπώς 

ΑΓ —ΒΓ = ΑΕ = δ. 



Πρόβλημα 666-1 

1630 . Νά ύπολογισθή ή πλευρά α και ή διαγώνιος β τετραγώνου, 
συναρτήσει τοΰ άθροίσματος λ ή τής διαφοράς δ τής διαγωνίου καί 
τής πλευράς αΰτοΰ. 

1) Γνωρίζομεν ότι β = αΥ~2~· άρα 


α + α ί 2 = λ καί α 


λ 

1 + ΥΤ · 


Επίσης 




β = 


δΥ 2 
ΥΤ—ι 


δ 

α = -=-, 

Υ 2 -1 
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Πρόβλημα 566 

1691 . Νά κατασκευασθβ σχήμα παρβχον τάς πλευράς των τετραγώ¬ 
νων, των Ισοδυνάμων προς τό διπλάσιον, τριπλάσιον κλπ. δοθέντος 
τετραγώνου. 

1) "Εστω ΟΑ = α ή πλευρά τοΟ δοθέντος τετραγώνου. Ή δια¬ 
γώνιος ΟΒ αύτοΟ εΤναι ή πλευρά τοϋ διπλάσιου τετραγώνου. 
Έάν Βέ κατασκευάσωμεν τό όρθογώνιον τρίγωνον ΟΒΓ\ λαμβά- 



Σχ. 105». 



νοντες ΒΓ = α, ή όποτείνουσα αύτοϋ ΟΓ εΤναι ή πλευρά τοΟ τρι¬ 
πλασίου τετραγώνου κλπ. 

2) Έπί τής εύθεΐας ΑΒ λαμβάνομεν τμήματα συνεχή ΑΒ = 
ΒΓ = ΓΔ = ΕΖ καί γράψομεν τάς περιψερείας μέ διαμέτρους ΑΓ, 
ΑΔ,.ΑΕ κλπ. θά έχωμεν έκ τοΟ σχήματος 

Βθ·=α·, 

ΒΗ· = 2 α*. 

ΒΙ· = 3α· κλπ. 


Πρόβλημα 566—1 


1632 . ΕΙς τρίγωνον ΑΒΓ, νά έγγραφή όρθογώνιον ΡΜΝΠ Ισοδύνα¬ 
μον πρός τό τρίγωνον ΒΜΝ. 

Θά ίχωμεν 

ΜΝ.ΒΔ 


= ΜΝ .ΜΡ. 


"Αρα: 


ΜΡ = 


ΒΔ 


Θά είναι βηλ. τό ύψος τοΟ τριγώνου ΜΒΝ 
τό ήμισυ τοΟ ύψους ΒΗ τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, ή 



Α Γ 


ΒΔ = -γ ΒΗ 


καί 


ΜΡ = ^-ΒΗ. 
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Πρόβλημα 666-11 


1693. Άνάλογον πρόβλημα: Τό τρίγωνον ΒΜΝ νά έχη λόγον 
πρός τό όρθογώνιον ΡΜΝΠ. 


Εύρίσκομεν 
όπου υ = ΒΗ. 


ΒΔ = _ΐΕ υ — 
2μ+ν 


V 


Πρόβλημα 667 

1694. Νά έγγραφή είς τρίγωνον τετράγωνον. Ποιον τό μέγιστον 
έκ των τριών τετραγώνων άτι να κατασκευάζονται; 

Έκ τής θεωρίας τών όμοίων σχημάτων όδηγούμεθα άμέσως 
είς τήν έπομένην κατασκευήν: 

Έπί τής πλευράς ΑΓ κατασκευάζομεν τε¬ 
τράγωνον ΑΓΚΕ, φέρομεν τάς ευθείας ΒΡΕ. 
ΒΠΚ καί ύψοΟμεν καθέτους ΡΜ, ΠΝ έπί 
τήν ΑΓ. 

1636. Αιβρβννηοις. Κατά τήν άνωτέρω κα¬ 
τασκευήν, έφ' έκάστης πλευράς τοΟ τριγώνοι> 
δύναται νά στηρίζηται άνά Εν έκ τών ζητου¬ 
μένων τετραγώνων. "Ας έκφράσωμεν τήν 
πλευράν έκάστου τών τετραγώνων τούτων 
συναρτήσει τής άντιστοίχου πλευράς τοΟ τρι¬ 
γώνου καί τοΟ έπ’ αύτήν Οψους. 

"Εστωσαν α, β, γ αΐ πλευραί, α\ β', γ' τά 
έπ' αύτών ΰψη καί χ, ν, ζ αΐ πλευραί τών 
άντιστοίχων τετραγώνων, 
θά Εχωμεν 

ΜΡ _ ΒΡ _ ΒΗ 
ΑΕ ~~ ΒΕ “ ΒΖ 

- 7 β' __ ΡΡ' 

η β β' + β' 7 β + Ρ’’ 

καΓ άναλόγως 

χ _ Σ —- νν' 

α+ α " Υ+Υ' 

Επειδή οΐ άριθμηταί τών κλασμάτων τούτων είναι πάντές ίσοι, 
ώς έκφράζοντες τό διπλάσιον τοΟ έμβαδοΟ τοΟ τριγώνου, είναι 
φανερόν δτι είς τόν μικρότερον παρονομαστήν θά άντιστοίχή 
ή πλευρά τοΟ μεγαλυτέρου τετραγώνου. 

"Έστω α > β· έκ τής σχέσεως αα'= ββ' ή τής 

Α 

β' “ ’ 



Επεται ή 


α — β' _ β — α* 
α β 





Επειδή α> β, θά συμβαίνη κατ’ άνάγκην 

α-Ρ'>Ρ — <*' 

δηλ. α + α >β + Ρ'. 

καί κατά συνέπειαν θά είναι 


7 > χ. 

"Ωστε : Γο μιγαλνχχροτ τβχράγων** χΐναι ιό οχηριζόμ*νον ίηι χής μι- 
χροτίρας τίλχνράς χσϋ τριγώνου. 


Θοώρημα 667—I 


1636* Τό άθροισμά ιών αντιστρόφων των πλευρών των τριών τε¬ 
τραγώνων του προηγουμένου προβλήματος, είναι Ισον προς χό άθροισμα 
των πλευρών καί ύψών του τριγώνου διαιρεθόν διά του διπλάσιου τον 
έμβαδοδ τοΟ τριγώνου. 

Επειδή 

1 _α + α'_α-[-α' 1 _β + Ρ' 1 Υ + γ' 

χ ~ αα " 2Ε ' 7 “ 2Ε * ζ ” 2Ε 

καί 

_ι_,_ι_. 1 _ «+β + Υ + « , +Ρ' + Υ' 

* _Γ 7 _Γ ζ 2Ε 

Παρατήρησις. Έάν α + β + γ = 2τ καί α' -(- β' + γ' = 2τ\ λαμ- 
βάνομεν 


χ 7 ζ 


1 ± 1 * 

Ε * 


Πρόβλημα 568 


1637 * Νά χατασχευασθή όρθογώνιον δοθείσης περιμέτρου καί Ισο¬ 
δύναμον πρός δοθέν άλλο ορθογώνιον. 

"Εστω 2τ ή περίμετρος, μ, ν αΐ διαστάσεις ΤοΟ δοθέντος όρθο- 
γωνίου. Τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν γραφικήν κατασκευήν τΑν 
ριζών τής έξισώσεως 

χ(τ-χ) = μν, (5 2®7) 

Πρόβλημα 568— ι 1 

1638* Τ6 αυτό ζήτημα, άλλ’ δπου αντί τής περιμέτρου δίδεται ή 
διαφορά δ δύο έφεξής πλευρών. 

Άναγόμεθα πάλιν είς τήν έζίσωσιν 

χ(χ-δ) = μν. (§ 299) 


Πρόβλημα 569 

1639* Νά έγγραφή είς κύκλον όρθογώνιον δοθέντος έμβαδου. 

(Βλ. Μέθοδο», § 100 δ.), 

"Αλλη λύσις, Τό ζητούμενον όρθογώνιον ΑΔΒΓ άποτελεΐται έκ 
50ο όρθογωνίων, έχόντων μίαν διάμετρον ΑΒ ώς κοινήν πλευράν. 
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καί 


υ = - 


"Εστω ϋ τδ ϋψος Ενός έκ τών τριγώνων τούτων έπί τήν ΑΒ καί 
4α· ή Βοθεΐσα Επιφάνεια. 

θά Εχωμεν 

2(ΑΒΓ)= ΑΒ . υ = 4α· 

4α» 

ΑΒ 

Έάν λάβωμεν ΒΕ = 2α, ΒΗ = α (ΒΗΕ 
κάθετος έπί τήν ΑΒ) καί γράψωμεν Ημιπερι¬ 
φέρειαν ΑΒΖ, Βιερχομένην διά τοΟ Ε, έκ τοΟ 
σχήματος λαμβάνομεν 

Β , ΒΕ* 4α· 

ΒΖ “ ΑΒ — ΑΒ * 



καί ή έκ τοΟ Η παράλληλος πρός τήν ΑΒΖ τέμνει τήν περιφέρειαν 
κατά τήν κορυφήν Γ τοΟ ζητουμένου Ορθογωνίου. 


Πρόβλημα 669—1 

1640 . Νά έγγραφή είς ημικύκλιον Ορθογώνιον δοθεντος Εμβαδοΰ 
2 λ*, (§ 100 6). 

Πρόβλημα 670 

1641 . Νά έγγραφή είς τρίγωνον Ορθογώνιον Ισοδύναμον πρΟς Οοθέν 
τετράγωνον 1ε*. 

(Γβωμετριχη Μέ&οόος, § 202.— 'Αλγββριχη Μέ&οδος, § 303 α (δ). 

Πρόβλημα 671 

1642 . Νά έγγραφή είς τρίγωνον τό μέγισιον Ορθογώνιον. 

1) Δυνάμεθα νά σπουδάσωμεν άπ* εύθεΐας τήν περίπτωσιν τοΟ 
Ισοσκελούς Ορθογωνίου τριγώνου καί νά όδηγηθώμεν οΟτω είς τήν 
γενικήν λύσιν (Μέ&οόοι, § 349). 

2) Τό τρίγωνον είναι τυχόν (Λίέθοδοι, § 352). 

3) Τό ζητούμενον μέγιστον δόναται νά θεωρηθή καί ώς ή 
όριακή λύσις ένός προβλήματος μελετηθέντος ήδη (§ 202). Τό μέ- 




Σχ. 1061 ϊχ. ΙΟ». 

γιστον λαμβάνεται ΰταν ή παράλληλος ΛΙ Εφάπτεται τής ήμιπε- 
ριφερείας (Σχ. 1064). 

Ή είς τό σημεϊον έπαφής παράλληλος πρός τήν ΑΓ διέρχεται 
διά τών μέσων τών πλευρών ΒΑ καί ΒΓ. 
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4) Τό μέγιστον όρθογώνιον ευρίσκεται καί διά τοΟ Επομένου, 
Αμέσου καί πολύ κομψοΟ, τρόπου (Σχ. 1065). 

"Εστωσαν χ, τ ή βάσις καί τό ύψος του ζητουμένου όρθογω- 
νίου, μ καί ν τά μήκρ τών τμημάτων είς ά χωρίζει τό ύψος ΒΗ ή 
άνω πλευρά ΔΕ τοΟ όρθογωνίου. 

Έκφράζοντες τά χ, ν συναρτήσει τών δεδομένων καί τών μ, ν, 
εύρίσκομεν 

ΔΕ _ χ _ μ Δθ 7 ν 

ΑΓ ~ β ~ μ + ν ’ ΒΗ υ μ+ν ' 


Επομένως 

(ΔΕΖΘ) = χν = βυ. 7ίΓ ^ 


Ρυμν = β 
υ* υ 


μν. 


( 2 ) 


Επειδή μ ν = υ = σταθ., τό γινόμενον μν καθίσταται μέγι- 
στον διά μ = ν, κατά συνέπειαν του μεγίστου έγγεγραμμένου όρ- 
θογωνίου είς τό τρίγωνον ΑΒΓ — καί τοΟ όποίου δύο πλευραί 
είναι παράλληλοι πρός τήν πλευράν ΑΓ—ή άνω βάσις διέρχεται 
διά·τών μέσων τών πλευρών ΒΑ καί ΒΓ τοΟ τριγώνου. 

ΰαρατήρηοις . Τά τρία έγγεγραμμένα είς τό τρίγωνον μέγιστα 
όρθογώνια—μέ βάσεις έπί τών τριών πλευρών τοΟ τριγώνου άν- 
τισιοίχως — είναι Ισοδύναμα. Επειδή Εκαστον τούτων Εχει Εμβα¬ 
δόν Ισον πρός τό ήμισυ τοΟ έμβαδοΟ τοΟ τριγώνου. 


Πρόβλημα 671 —/ 


1643 I Διά τοΰ ποδός Δ του ύψους ΒΔ Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ, 
νά άχθοΰν δύο εύθείαι ΔΜ, ΔΝ, ίσον κεχλιμέναι 
πρός τό ύψος καί τοιαΰται, ώστε τό τρίγωνον 
ΜΔΝ νά έχη δοθείσαν έπιφάνειαν. 

Επειδή τό τρίγωνον ΜΔΝ είναι ισοδύνα¬ 
μον πρός τό όρθογώνιον ΔΕΝΠ, τό πρόβλημα 
Ανάγεται είς τό προηγούμενον (§ 1642). 

Τό μέγιστον τών τριγώνων τούτων λαμβά- 
νεται διά Μ, Ν συμπίπτοντα πρός τά μέσα 
τών πλευρών ΒΑ, ΒΓ (§ 352). 

Πρόβλημα 571-11 

1644 . Νά άχθή ευθεία ΜΝ παράλληλος προς 
τήν βάσιν ΑΓ τριγώνου τυχόντος ΑΒΓ (Σχ. 1066) 
καί ιοιαύτη, ώστε άν Δ τυχόν σημείον τής ΑΓ, 
τό εμβαδόν τού τριγώνου ΜΔΝ νά είναι Ισον πρός δοθέν τετράγωνον 1τ*. 



Τό τρίγωνον ΜΔΝ θά είναι Τσον πρός τό ήμισυ τοϋ όρθογω- 
νίου τοΟ Εγγεγραμμένου είς τό τρίγωνον καί Ισοδυνάμου πρός τό 
δοθέν τετράγωνον. 


Πρόβλημα 671-ΙΙΙ 


1646 . Νά έγγραφή είς ρόμβον ορθογώνιον δοθείσης έπιφανείας καί 
τοΰ όποίου αΐ πλευραί νά είναι παράλληλοι πρός τάς διαγώνιους τοΰ 
ρόμβου. Ποιον τό μέγιστον έκ τών ορθογωνίων τούτων; 

Θεωροΰντες τό τέταρτον του σχήματος, άναγόμεθα είς προη¬ 
γούμενα προβλήματα (§§ 1641, 1642). 





824 


Τό μέγιστον όρθογώνιον είναι τό μέ κορυφάς τά μέσα τών 
πλευρών τοΟ ρόμρου καί ή έπιφάνειά του Τση πρός τό ήμισυ έκεΐ- 
νης τοΟ ρόμβου. 

Πρόβλημα 671—IV 


1646 . Να έγγραφή είς δοθέν τετράγωνον άλλο δοθείσης έπίφανείας. 
Νά διερευνητή τό πρόβλημα. 

Έστω α ή πλευρά τοΟ δοθέντος τετραγώνου καί β ή τοΟ ζη- 
τουμένου. 

"* ««..ρο. « ...,ρο. -«Ο «,ραν.™ «.I Ρκτίνα Α 

μεν περιφέρειαν, τέμνουσαν είς Ε, Ζ, Θ, Η τά πλευράς τοΟ τετρα¬ 
γώνου (§ 1015, 1)). θά βχωμεν 

ΕΖ* = ΟΕ·+ΟΖ» = -^ + -γ- = β*· 

Τό έλάχιστον τετράγωνον είναι τό άντιστοιχοΟν είς περιφέ¬ 
ρειαν έφαπτομένην τών πλευρών τοΟ 
άρχικοΟ τετραγώνου* ή έπιφάνειά 



του είναι ΙΓ·=—. ΤοΟτο δέ είναι 

τό μέ κορυφάς τά μέσα τών πλευ¬ 
ρών τοΟ δοθέντος τεραγώνου 

Τό β δύναται νά έχη πάσαν τι¬ 
μήν μεγαλυτέραν τής ΙΓ=-5=. Διά 

V 2 

β>αλ.χ.,αΐ κορυφαί τοΟ τετρα¬ 
γώνου εύρίσκονται έπΐ τών προεκτά¬ 
σεων τών πλευρών τοΟ άρχικοΟ (ώς 
αΐ Κ, Λ). 


Διά τιμάς του β > —, ύπάρχουν δύο λύσεις τοΟ προβλήματος. 

Παρατήρησις, Ή κατασκευή τοΟ XV. ΟοΙΗπβ (§ 1015, 2)), όδηγεΐ 
είς τά αύτά άποτελέσματα. 


θιώρημα 671— V 

1646 α. Τό έλάχιστον έχ τών έγγραφομένων πολυγώνων είς τυχόν 
κανονικόν πολύγωνον, είναι τό εχον κορυφάς τά μέσα τών πλευρών τοΰ 
δοθέντος πολυγώνου. 

ΟΙαδήποτε πράγματι καί άν είναι ή γωνία Α τοΟ κανονικού 
πολυγώνου Π — τοΟ όποίου έστω ν τό πλήθος τών πλευρών — τό 
έγγεγραμμένον πολύγωνον Π\ τό έχον κορυφάς τά σημεία Ε,Ζ, θ 
κλπ., πέρατα τών Τσων τμημάτων ΑΕ = ΒΖ = ΓΘ κλπ., έχει έπι- 
φάνειαν Τσην πρός τήν διαφοράν τής έπίφανείας τοΟ δοθέντος 
καν. πολυγώνου άπό τό ν-πλάσιον τής έπίφανείας ένός τυχόν¬ 
τος έκ τών Τσων τριγώνων ΗΑΕ, ΕΒΖ κλπ. 

(Π') = (Π)- ν.(ΗΑΕ). (α) 
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Αλλά τά τρίγωνα ΗΑΕ καί ΙΑΓ Εχουν κοινήν τήν γωνίαν Α· 
είναι Επομένως πρός δλληλα ώς τά γινόμενα τών πλευρών τών 
περιεχουσών τάς Τσας γωνίας, ή 

(ΗΑΕ) _ ΑΗ.ΑΕ 
(ΜΓ1) ΑΓ.Α! 

Επομένως: 

(ΗΑΕ) = . ΑΗ . ΑΕ = (σταθ.). ΑΗ . ΑΕ.. 

καί έπειδή ΑΗ -(- ΑΕ = ΑΓ + ΑΙ = α = σταθερόν μήκος, τό έλά· 
χιστον του έμβαδοΟ τριγώνου ΗΑΕ ,λαμβάνεται διά 

ΑΗ = ΑΕ = ΑΓ = ΑΙ = -2- , 

όπου α ή πλευρά του δοθέντος κανονικοΟ πολυγώνου. 

Κατά συνέπειαν, τό μέγιστον πολύγωνον Π' είναι έκεΐνο τοϋ 
όποιου αί κορυφαί είναι τά μέσα τών πλευρών του δοθέντος πο¬ 
λυγώνου Π. 

Πρόβλημα 572 

1547 · Νά κατασκευασθί ορθογώνιον του οποίου ή διαφορά των τε¬ 
τραγώνων δύο προσκειμένων πλευρών αύτοΰ είναι δοθέν τετράγωνον. 

Είναι προτιμότερον νά καταφύγωμεν είς τήν άλγεβρικήν μέθο¬ 
δον (§ 304, ζ)* έπειδή ή χρήσις τών γεωμετρικών τόπων άπαιτεΐ 
τήν κατασκευήν τοΟ τόπου τών σημείων, τών όποιων ή διαφορά 
τών τετραγώνων τών άποστάσεων άπό δύο όρθογωνίων εύθειών 
είναι σταθερά· εΤναι δέ ό τόπος οΰτος Ιοοσατλής νπβρβολή, Εχουσα 
τούς άζονάς της έπΐ τών δύο εύθειών αύτών. 

θά ήδυνάιιεθα έπίσης νά άναχθώμεν είς τό γνωστόν πρό¬ 
βλημα : Νά βνρε&ονν τά αημβΐα τομής τν&βίας και νπΐρβολής χωρίς ιήν 
χαταοχβνήν τής καμπύλης τούτης. 


Πρόβλημα 572—1 


1647 α. Νά εύρεθρ ό τύπος του έμβαδοΰ του τραπεζίου, θεωροΰντες 
αύτό ώς τήν διαφοράν δύο τριγώνων. 

Έστωσαν β, β’ καί υ, υ' αί βάσεις καί τά ϋψη τών δύο τριγώ¬ 
νων, {χτινα σχηματίζονται διά .προεκτάσεως τών μή παραλλήλων 
πλευρών τοΟ τραπεζίου καί μέχρι τής τομής των. θά Εχωμεν 


καί 



υ' = Υ = ϋψος του τραπεζίου. 


Έμβ. τραπεζίου = ^ υ - ^ — . 


Δι’ άπαλοιφής τών δύο ύψών υ, υ' μεταξύ τών τριών άνω- 
τέρω σχέσεων εύρίσκομεν 

Έμβ. τραπεζίου = —. Υ. 



Πρόβλημα 672-11 

1646 · Δίδονται δύο παράλληλοι ΧΧ', ΥΥ' καί δύο σημεία Α καί Β 
Ζητείται να άχθοΟν διά των σημείων τούτων δύο παράλληλοι ΑΘΗ, ΙΒΚ 

(Σχ. 1068) τοιαΰται, ώστε τό παραλ¬ 
ληλόγραμμον ΘΗΙΚ νά είναι Ισο¬ 
δύναμον πρός δοδέν τετράγωνον 

"Εστω β ή βάσις τοϋ παραλ¬ 
ληλογράμμου καί υ ή άπόστασις 
τών δοθεισών παραλλήλων, θά 
Εχωμεν 



βυ = Ιτ», 


Ιχ. 1068» 


V* 

4ρα β = 


μήκος εύκόλως κατασκευάσιμον. 
Διά τοΟ Β ψέρομεν παράλλη¬ 
λον ζζ' πρός τάς XX\ ΥΥ', λαμβάνομεν έπ* αότής τμήματα 
ΒΔ = ΒΕ = β καί ψέρομεν τάς εύθείας ΑΔΗ, ΑΕΖ. 

Τό παραλληλόγραμμον ΘΗΙΚ όρίζεται διά τής μιάς τών ευ¬ 
θειών τούτων, τής ΑΔΗ. Ή άλλη εόθεΐα δίδει μίαν δευτέραν 
λύσιν. 

Παρατήρηαις. Τό έμβαδόν 1ι· δύναται νά μεταβάλλεται άπό 0 
Εως + ®. 

Πρόβλημα 673 


1649· ΈπΙ μιας τών πλευρών γωνίας Ο δίδονται δύο σημεία Α και 
Β. Ζητείται δπως άχθοΰν διά των σημείων 
αύτών δύο παράλληλοι εύθεΐαι τοιαΰται, ώστε 
τό ύπ’ αύτών καί τών' πλευρών τής γωνίας 
όριζόμενον τραπέζιον νά είναι ισοδύναμον 
πρός δοί^έν τετράγωνον 

Κατά τό θεώρημα τής § 1566, τό έμβα- 
Βόν τοΟ τραπεζίου ΑΒΓΔ είναι Τσον πρός 
τό γινόμενον μιάς τών αή παραλλήλων 
πλευρών του έπΐ τήν άποστασιν άπ’ αύ- 
τής τοΟ μέσου τής άλλης: 

(ΑΒΓΔ) = ΑΒ.ΗΘ = 1^. 

"Αρα 

Ηθ = μήκος όριζόμενον λ. 



Διά τήν κατασκευήν, ύψοΟμεν κάθετον ΕΖ = λ έπί τήν πλευ¬ 
ράν ΟΑΒ τής γωνίας Ο καί έκ τοΟ Ζ ψέρομεν παράλληλον Ζθ 
πρός τήν πλευράν ταύτην. * Ορίζεται οϋτω τό μέσον θ τής άγνώ- 
στου πλευράς ΓΔ τοϋ ζητουμένου τραπεζίου. 

ΑΙ έκ τών Α καί Β παράλληλοι πρός τήν συνΒέουσαν τό θ 
μετά τοϋ μέσου Λ τής ΑΒ ευθείαν, τερματίζουν τήν κατασκευήν. 


1649 α. Παρατήρησα. θά ήδυνάμεθα νά θεωρήσωμεν καί τά 
άκόλουθα άνάλογα πρός τό άνωτέρω προβλήματα: 

Νά κατασκευαστή τραπέζιον ΑΒΓΔ έκ δυο κορυφών Α, Β επί μιάς 
τών πλευρών δο&είοης γωνίας Ο και 

1) *Εχ του νψονς ΒΜ τοϋ τραπεζίου. 
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Τό σχήμα δεικνύει τήν κατασκευήν. 

2) Έχ τοϋ μήκους λ τής ατιέναηι χής ΑΒ πλευράς ΓΔ τοϋ τραπεζίου. 
Επειδή 

ΟΓ _ ΓΔ = λ 
ΟΒ “ ΑΒ 1 

ή θέσις τής κορυφής Γ έπί τής ΟΧ άπέχει του Ο κατά τό μήκος 


ΟΓ = 


λ. ΟΒ 
ΑΒ 


Πρόβλημα 574 


περιφέρειας (Ο) νά άχθοΰν 


1650 . Διά δύο σημείων Α, Β έπΐ μιας 
δύο παράλληλοι χορδα'ι αυτής ΑΔ, ΒΓ 
είς τρόπον, ώστε τό τραπέζιον ΑΒΓΔ 
νά είναι Ισοδύναμον πρός δοθέν τε¬ 
τράγωνον Ιε·. 

Επειδή καί πάλιν 

(ΑΒΓΔ) = ΑΒ . ΝΗ = I;* 


]-2 

ΝΗ = = μήκος κατ)μον, 

ΑΒ 

άρκεϊ νά λάβωμεν έπί τής καθέτου 
είς τό Μ έπί τήν ΑΒ τμήμα ΜΛ=ΝΗ 
καί* έκ τοΟ Λ νά φέρωμεν παράλλη¬ 
λον πρός τήν ΑΒ. Ή τομή τής πα¬ 
ραλλήλου αυτής και τής περίφε- 

ρείας (Ο, ΟΜ), όρίζει τό μέσον Ν τής πλευράς ΓΔ, ή δέ είς τό 
Ν έψαπτομένη τής γραφείσης περιφερείας τέμνει τήν δοθεισαν 
κατά τάς κορυψάς Γ καί Δ του ζητουμένου τραπεζίου. 

Αιερεννησις. 1) Υπάρχουν 66ο έν γένει λύσεις, άφου ή εύθεϊα 
ΛΝ τέμνει τήν περιφέρειαν ΟΜ κατά δύο, έν γένει, σημεία, 

2) Τό μέγιστον τραπέζιον λαμβάνεται διά 

ΜΛ = 2ΜΟ= -2£-, 



δηλ. διά Ιί’ = 2 . ΜΟ . ΑΒ. 

3)Τό τραπέζιον άποβαίνει τρίγωνον ΑΒΚ όταν ή ΝΗ 
Τση πρός τήν εύθεΐαν ΙΓ του σχήματος* θά είναι τότε 

1ε* = ΑΒ. ΙΓ. 


είναι 


4) Διά τιμάς τοΟ 1< 3 < ΑΒ . ΙΓ, ή χορδή ΑΒ παύει άπό τοΟ νά 
εΤναι μία τών μή παραλλήλων πλευρών τοΟ ζητουμένου τραπε¬ 
ζίου καί γίνεται μία τών διαγωνίων αότου. Επειδή ή κορυφή Γ 
θά εύρίσκεται τότε μεταξύ τών σημείων Α καί Β. 

Πρόβλημα 676 


1661 · 1) Μέ κέντρον βοθέν σημεΐον Ο, νά γραφή περιφέρεια τέ· 
μνουσα δύο παραλλήλους ευθείας (Σχ. 1070) είς τρόπον, ώστε τό τρα- 


020 


πέζισν ΑΒΓΔ μέ χορυφας τά σημεία τομής νά είναι Ισοδύναμον προς 
δοθέν τετράγωνον 1ς*. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον, εύρίσκομεν 
ΜΝ.ΖΘ = 1Λ ΜΝ = -^-. 

ΈπειΒή τό Οψος ΘΖ τοΟ τραπεζίου είναι γνωστόν μήκος, τό 

1ί* 

μήκος ΜΝ είναι κατασκευάσιμον, ώς έπίσης καί τό ΕΜ = ^ ^ · 

Καταοη$υη. Φέροιιεν τήν εόθεϊαν ΟΜ, ύψοΟμεν είς τό Μ κάθε¬ 
τον ΑΒ έπί τήν ΟΜ και γράφομεν τήν περιφέρειαν μέ κέντρον Ο 
καί άκτίνα ΟΑ. 

2) Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχ τίνος ρ, τέμνουσα δυο παραλ* 
λήλους ευθείας είς τρόπον, ώστε τό σχηματιζόμενον τραπέζιον να είναι 
Ισοδύναμον πρδς δοθέν τετράγωνον 1ε* (Σχ. 1070). 

Είς τό τυχόν σημεϊον θ τής μιάς τών παραλλήλων ψέρομεν 
κάθετον έπ* αύτάς ΘΕΖ καί τήν ίσον άπέχουσαν αύτΟν παράλ¬ 
ληλον· έάν λάβωμεν έπί τής παραλλήλου ταότης μήκη 

ΕΜ = ΕΜ = 2^· 

παν τραπέζιον, τοΟ όποίου αί μή παράλληλοι πλευραί διέρχονται 
διά τών Μ καί Ν θά 6χη έμβαδόν ίσον πρός 1ε*. 

Καί τό πρόβλημα άνάγεται βΐς τήν χαχαοχίυήν τριγώνου όρ&ογω- 
νίου ΑΜΟ, έκ τοΟ μήκους ρ τής ύποτεινοόσης; τής θέσεως Μ τής 
κορυφής τής όρθής γωνίας καί έκ τής συνθήκης, όπως αί δύο 
άλλαι κορυφαί του νά εύρίσκωνται έπί δοθεισών εύθειών ΑΖ καί 

ΘΖ (§ 975). 

Πρόβλημα 676 

1052, Μέ κέντρον δοθέν σημεϊον Ο 
έπί τής διχοτόμου γωνίας Ε, νά γραφή 
περιφέρεια τέμνουσα τάς πλευράς τής γω¬ 
νίας είς τρόπον, ώστε τό όριζόμενον τρα¬ 
πέζιον νά Ιχη έμβαδόν δοθέν 1ί 3 . 

Έκ τοΟ κέντρου φέρομεν τάς καθέ¬ 
τους ΟΜ, ΟΝ, ώς καί τήν ΝΡ. Ή ΜΝ' 
θά είναι ή μέση βάσις τοΟ τραπεζίου. 

1) Επειδή ΜΝ.Ζθ = 1ί 3 

και Ζθ = ΜΝ 1 

τό Οψος Ζθ τοΟ τραπεζίου κατασκευά¬ 
ζεται, τά σημεία Ζ καί θ (ΛΖ = ΛΘ) 

εύρίσκονται κλπ. 

2) Επειδή ΑΒ.ΝΡ = 1ί· (§ 1566), τό μήκος ΑΒ κατασκευάζεται 
καί όρίζονται τά σημεία Α καί Β (ΜΑ = ΑΒ). Ή κατασκευή αΰτη 
είναι προτιμοτέρα τής προηγουμένης. 
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Πρόβλημα 576—1 


Ε 


1653* Νά γραφή πβρι<Ρ*ρ*«» έφαπτομένη τών πλευρών δοθείσης γ«Γ 
νίας καί τοιαύνη, ώστε αΐ κάθετοι έπί τήν 
διχοτόμον τής γωνίας έφαπτόμεναι τής πε- 
ρίφερείας νά όρίζουν, μετά τών πλευρών 
τής γωνίας, τραπέζι ον δοθείσης έπιφα- 
νείας 1**. 

"Εστω τά πρόβλημα λελυμένον καί 
ΜΝ.ΖΘ ή 4ΛΜ . ΑΣ = 

Έάν ψέρωμεν τάς ΟΡ, ΟΠ» καθέ¬ 
τους έπί τάς ΕΑ καί Εθ άντιστοίχως, 
έκ της όμοιότητος τών τριγώνων ΛΣΜ 
καί ΟΡΠ λαμβάνομεν τήν σχέσιν 

ΛΣ _ ΛΜ 
ΟΡ “ ΟΠ 




4.0Ρ.ΟΠ* 


έξ ής έπεται ή κατασκευή τής άκτϊνος 
ΛΣ τής ζητουμένης περιφερείας. 



Πρόβλημα 576—II ' 


1653 α* Δίδεται περιφέρεια έφαπτομένη 
νίας £ καί ζητείται όπως άχθοΰν δύο άλ¬ 
λοι έφαπτόμεναι παράλληλοι καί τοιαύται, 
ώστε τό ύπ* αυτών καί τών πλευρών τής 
γωνίας ήριζόμενον τραπέζιον νά είναι ισο¬ 
δύναμον πρός δοθέν τετράγωνον 

"Εστω λελυμένον τό πρόβλημα, ΜΝ 
ή μέση βάσις τοΟ τραπεζίου καί ρ ή 
άκτίς τής περιφερείας. Επειδή 

2ρ . ΝΜ = 

Μ Μ = = μήκος κατ)μον, 

άναγόμεθα είς τό πρόβλημα χοΰ ΓΙάππου : 
Διά σημείου Ο έπί τής διχοτόμου γω¬ 
νίας, Ε, νά άχθή τέμνουσα ΜΟΝ τών 
πλευρών τής γωνίας ώρισμένου μήκους 
(§§ 309 α καί 321 α). 

Πρόβλημα 577 


τών πλευρών δοθείοης γω- 
ε 



1654» Νά χατασχευασθή σχήμα (Γ) δμοιον δοθέντος άλλου (Α) καί 
Ισοδύναμον πρός τρίτον (Β). 

"Εστωσαν μ καί χ 60ο όμόλογα εύΘΟγραμμα τμήματα τών 
σχημάτων (Α) καί (Γ). 

Τά σχήματα (Α) καί (Β) δύνανται νά μετασχηματισθοΟν είς 
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τά Ισοδύναμα πρός αύτά τετράγωνα α* καί β*. Τά σχήματα έπο- 
μένως (Α) καί (Γ) θά Εχουν έμβαδά α* καί β* καί μήκη όμόλογα 
μ καί χ, άντιστοίχως, 

"Αρα : 

= καί χ=-ζί- = κατ)μον μήκος γ. 

Είναι λοιπόν γνωστόν τό όμόλογον τοΟ μ μήκος χ τοΟ ζη- 
τουμένου σχήματος καί τοΟτο κατασκευάσιμον. 

Πρόβλημα 677—1 

1664 α . Δοθεντος τετράπλευρου ΑΒΓΔ, διαιροΰμεν τάς πλευράς του 
διά των σημείων Ε, Ζ, Η, θ κατά τούς λόγους 

ΑΖ __ ΑΕ _ ΓΗ . Γθ μ 
ΖΒ ΕΔ ΗΔ “ ΘΒ “ ν 


ΠοΙος ό λόγος τοΰ έμβαδοΰ 



Σ*. 107*. 


τού ουτω λαμβανομένου παραλληλογράμ¬ 
μου ΕΖΘΗ πρός τό τοΰ άρχικοΰ τετρά¬ 
πλευρου ; 

*Έστωσαν α, β αΐ πλευραί τοΟ 
παραλληλογράμμου καί γ = ΔΒ, 
δ = ΑΓ. Επειδή 

(ΑΒΓΔ) = -1-γβημδ; 

(ΕΖΘΗ) = αβ ημ θ', 
ό ζητούμενος λόγος είναι 

λ= 2 -^. 

γδ 

Πρός όρισμόν αύτοΟ, παρατη- 
ροΟμεν δτι 

α _ μ _νμ 

— — —ϊ— * α —-;-» 

ν μ+ν μ+ν 


Ρ _ ν 6= . 

Β μ —ν 1 ’ ρ μ + ν 


Επομένως 


2 μν 

(μ + ν)* 


Παρατηρήοβ ις.'ΐ) Έάν μ = ν, λ = . Πράγματι, τό παραλλη¬ 

λόγραμμον τότε ΕΖΘΗ είναι τό Εχον κορυφάς τά μέσα τών πλευ¬ 
ρών τοΟ τετράπλευρου καί τό μέγιστον. 

ι 2) Διά κορυφάς Ε, Ζ Τσον άπεχοόσας τών μέσων τών (άντι- 
στοί^ων) πλευρών, άντιστοιχοΟν Ισοδύναμα παραλληλόγραμμα. 
Διά Ζ = Α ή Β, τό παραλληλόγραμμον άποβαΐνει ή μία ή ή άλλη 
διαγώνιος τοΟ τετραπλεύρου καί διά θέσεις τής κορυφής Ζ άνω¬ 
θεν τοΟ Α(Ι) ή κάτωθεν τοΟ Β(Κ), τά άντίστοιχα παραλληλό¬ 
γραμμα είναι παρεγγεγραμμένα είς τό τετράπλευρου. 
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Πρόβλημα 578 

1655 · Νά γραφούν δύο περιφέρειαι έφαπτόμεναι Αλλήλων χαί 5ο· 
θείσης ευθείας είς ώρισμένα σημεία Α, Β αυτής χαί τοιαϋται, ώστε 
αί Αχτίνες των νά έχουν δεδομένον άθροισμα ή δεδομένην διαφοράν ή 
νά εύρίσχωνται εις δοθέντα λόγον πρός άλλήλας. 

Ύποβέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον' καί φέροντες τήν συν- 
δέουσαν τό σημεΐον έπαφής Ο μετά τοΟ μέσου Δ τής ΑΒ εύθείαν, 
ώς καί τήν παράλληλον πρδς 
τήν θιάκεντρον ΒΖ, παρατη- 
ροΟμεν ευκόλως δτι; 

1) Ή περιφέρεια ΑΟΒ εί¬ 
ναι ό τόπος τοΟ σημείου έπα- 
φής Ο τών δύο περιφερειών 
καί ή περιβάλλουσα τών δια- 
κέντρων αύτών ΜΝ. 

2) Τό όρθογώνιον τρίγωνον 
ΑΒΖ έχει μίαν κάθετον πλευ¬ 
ράν Α Β ώρισμένην = 26, τήν 
άλλην Τσην πρός τήν διαφο¬ 
ράν ιι — ν τών άκτίνων καί 
τήν υποτείνουσαν Τσην πρός 
τό άθροισμα μ + ν αύτών. 

Έκ τών διαπιστώσεων αύτών έπονται αΐ κατασκευαί: 

α) Δοδομόψον άθροισμα μ-}-ν=ΒΖ. *Η τομή Ζ τής καθέτου εις 
τό Α έπί τήν ΑΒ καί τής περιφέρειας (Β, μ + ν )· όρίζει τό τρίγω¬ 
νον ΑΒΖ καί ή πρός τήν ΒΖ παράλληλος έφαπτομένη τής περι¬ 
φέρειας (Δ* δ) τέμνει τάς καθέτους ΑΜ καί ΒΝ είς τά Α, Β 
έπί τήν ΑΒ κατά τά κέντρα τών ζητουμένων περιφερειών. 

β) Δεδομίνη διαφορά μ — ν=ΑΣ. Τό τρίγωνον ΑΒΖ είναι πάλιν 
κατασκευάσιμον κλπ. 

γ) Δο&βΙς λόγος . ΔιαιροΟμεν τήν ΑΒ κατά τόν λόγον 

ΑΓ _ μ 
ΓΒ “ ν 

καί όρίζομεν τήν τομήν Ο τής καθέτου είς τό Γ έπί τήν ΑΒ καί 
τής περιφέρειας (Δ, 6). Ή εις τό Ο έφαπτομένη τέμνει τάς ΑΜ 
καί ΒΝ κατά τά κέντρα Μ καί Ν τών ζητουμένων περιφερειών. 



Πρόβλημα 678—I 

1655 α* *ΟμοΙον πρόβλημα : Τό άθροισμα τών τετραγώνων τών Αχτί¬ 
ναν Ιών δύο περιφερειών είναι δεδομένον τετράγωνον 1τ*. 


Έκ τών 
τήν σχέσιν 


όμοιων όρθογωνίων τριγώνων ΑΜΔ, ΒΔΝ έχομεν 


μν= δ· 


καί έκ τής δοθείσης είς τήν έκφώνησιν τήν 


Κατασκευάζονται έπομένως τά μήκη μ, ν καί τό πρόβλημα 
λύεται εύκόλως. 
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Άπό άπόψεως κατασκευών, είναι προτιμότερον νά ύπολογί- 
σωμεν τ6 άθροισμα τών άκτίνων. Λαμβάνομεν 

(μ + ν) 3 = μ 9 + ν* + 2 μν = V + 2 δ*. 

Πσραχήρησις. Διά τήν διαφοράν τών άκτίνων, εύρίσκομεν 
(μ — ν)· = 1ε* — 2 δ*· 

θά πρέπει λοιπόν διά τήν δυνατότητα τής κατασκευής νά είναι 

* > 6 ΐΤ· 

Πρόβλημα 678-11 

1666β. Νά γράφουν δύο περιφέρειαι έφαπτόμεναι άλλήλων, έφα' 
πτόμεναι δύο δοθεισών ευθειών είς δεδομένα σημεία Α καί Β αυτών 
και τοιαΰται, ώστε δ λόγος των άκτίνων ίων νά είναι δοθείς αριθμός λ. 

ΣημεΙωσις. Τό πρόβλημα τούτο συμπληρώνει τό τής § 960, 4η 
Περίπτωσις. 

Βλ.: Μαην&Ι άη οοηάιιοίβην άβ3 Ροηί& βί 0Ηαη98έ€Η ύπό Επάεί-κ.— 
Ν; Α. (1858), σ. 177. - ΜαίΗββίβ, (1884), σ. 42, 

Πρόβλημα 678—III 

1665 γ* Νά κατασχευασθοϋν δύο περιφέρειαι έφαπτόμεναι άλλήλων 
καί μιας περίφερε (ας είς δεδομένα σημεία αυτής Α, Β καί τοιαΰ- 
ται, ώστε αΐ ακτίνες των χ, ν νά πληρούν μίαν τών επομένων συν¬ 
θηκών : 

1) X -|-V =λ, 2) χ — ν = 6, 3) — = — , 4) χ’ ± ν* = Ιί’. 

ν ν 

1) Διά τό άθροισμα, δυνάμεθα νά άνατρέζωμεν εις τήν ήδη 
δοθεϊσαν“κατασκευήν τής § 872. 

2) Διά τάς άλλας περιπτώσεις καταφεόγομεν είς τήν άλγεβρι- 
κήν μέθοδον, χρησιμοποιοΟντες τήν γνωστήν σχέσιν (§ 329) 

(χ+β)(7 + Ρ) = α’. 

Πρόβλημα 678— IV 

1666 0. Δίδεται τρίγωνον σκαληνόν 
ΓΔΕ. Ζητείται όπως άχθ'ζ τέμνουσα 
ΜΝ τών πλευρών ΓΔ, ΓΕ τυιαύτη, 
ώστε τό μέν τμήμα ΜΝ νά Ισοΰται 
πρός τό άθροισμα τών τμημάτων 
ΜΔ = χ καί ΝΕ=ν, τά δέ τμήματα 
ταϋτα νά πληρούν μίαν δοθεϊσαν συν- 
θήκην, ώς λ. χ. τήν 

χ ± ν = λ, ή χ*± 7* = 1ι ι ( 

ή γ = Τ ή Χ7 = λ·. 

Άναφερόμενοι είς τά ζητήματα 
τών §§ 872 καί 963, άγόμεθα είς τό 
νά λάβωμεν έπί τής μικροτέρας πλευράς ΓΔ τμήμα ΓΖ = ΓΕ καί 
νά όρίσωμεν τήν παρεγγεγραμμένην είς τό τρίγωνον περιφέρειαν 
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(Ο), δι' άγωγής τής καθέτου ΡΟ εις τό ιιέσσν τοΟ τμήματος ΔΖ 
καί μέχρι τής διχοτόμου τής γωνίας Γ. Διά πάσαν έφαπτομένην 
ΜΝ τής περιφερείας ταύτης θά είναι 

ΜΝ = ΜΡ + ΝΠ = ΜΔ + ΝΕ = χ + >'· (α) 

Άφ* έτέρου (§ 325, Μί&οδοι), Εχομεν 
ΑΜ . ΒΝ = ΑΟ*, 

ή (χ + ΑΔ) (ν + ΒΕ) = α 2 . (β) 

Επειδή τά μήκη ΟΑ = α, ΑΔ, ΒΕ είναι άμέσως ώρισμένα έκ 
του δοθέντος τριγώνου ΓΔΕ, ή σχέσις (β) και ή τυχοΰσα έκ τών 
συνθηκών τής έκφωνήσεως του προβλήματος όρίζουν Εν σύστημα 
δευτεροβάθμιον ώς πρός τά άγνωστα μήκη χ, ν. Είναι έπομένως 
ταΟτα κατασκευάσιμα. 

Παρατήρησή. Έάν δοθη τό άθροισμα τών τμημάτων ή ή τιμή 
τοΟ μήκους ΜΝ, άναγόμεθα είς πολύ άπλήν κατασκευήν. (Βλ. 
§ 873). 

Πρόβλημα 579 


1666. Διά δοθέντος σημείου Α εντός κύκλου (Ο), νά άχθη χορδή 
ΜΑΝ τοιαύτη, ώστε ό τομεύς ΜΟΝΑΜ νά 

5 

είναι Ισοδύναμος πρός ιά *οΰ κύκλου. 

Επειδή καί τό τόξον ΝΛΜ θά είναι τά 

τοΟ μήκους τής ΰλης περιφερείας, ά- 

γόμεθα είς τήν διαίρεσιν τής περιφερείας 
είς δώδεκα Τσα τόξα, είς τήν άγωγήν 
χορδής ΓΔ όποτεινούσης, πέντε διαδοχικά 
τών τόξων τούτων καί είς τήν άγωγήν έκ 
του Α μιας έφαπτομένης πρός τήν όμό- 
κεντρον τής δοθείσης περιφέρειαν καί ήτις έφάπτεται τής χορ¬ 
δής ΓΔ. 



Παρατήρησις. Τό πρόβλημα έχει δύο 
άναλόγως τής θέσεως του σημείου Α 
(Ο, ΟΒ). 


λύσεις, μίαν ή καμμίαν, 
πρός τήν περιφέρειαν 


Πρόβλημα 580 


1667* Διά δοθέντος σημείου Α περιφερείας, φέρομεν 8ύο μεταβλη- 
τάς χορδάς ΑΜ, ΑΝ, άλλα τών όποιων ιό γινόμενον είναι δοθέν 1ί 2 . 
Ποία είναι ή περιβάλλουσα τής χορδής ΜΝ; 

(Μέ&οδοί, § 124). 

Πρόβλημα 580—1 


1658. Νά κατασκευασθη τρίγωνον ΑΒΓ έκ του γινομένου βγ = 1ί 3 , 
του ύφους υ« και τής διαμέσου μ« . 

*Η διάμετρος 6 = 2 Κ τής περιγεγραμμένης περιφερείας είναι 
ώρισμένη έκ τής γνωστής σχέσεως 

βγ = 2Κυ α , 


Γεωμετρία 


53 
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ή 



Τό δέ όρθογώνιον τρίγωνον ΑΜΗ εΤναι κατασκευάσιμον, άψοΟ 
είναι γνωστσί ή ύποτείνουσα ΑΜ=μ α καί 
ή μία τών καθέτων πλευρών, ΑΗ = υ α . 

Τό κέντρον Ο τής περιγεγραμμένης 
περιφέρειας πρέπει νά εύρίσκεται έπί τής 
καθέτου έπί τήν ΜΗ είς τό Μ* (μέσον τής 
πλευράς ΒΓ) καί έπί τής περιφερείας μέ 

κέντρον Α καί άκτΐνα Κ = — . Είναι έπο- 

μένως κατασκευάσιμον τό σημεΐον αύτό, 
άρα καί ή περιγεγραμμένη είς τό ζητοό- 
μενον τρίγωνον περιφέρεια, 

Αί τομαί τής περιφερείας αύτής καί 
τής ευθείας ΜΗ όρίζουν τάς κορυφάς Β 



Σζ· 1078. 


καί Γ του τριγώνου ΑΒΓ, 


Πρόβλημα 581 

1669 . Είς δοθβίσαν περιφέρειαν (Ο, Ρ) ( νά περιγραφή Ισοσκελές 
τρίγωνον Ιχόν άθροισμα ίσων πλευρών έλάχ ιστόν. 

"Εστω ΒΓΒ' τό ζητούμενον τρίγωνον. Κατά τό γενικόν Θεώ¬ 
ρημα τοϋ Νεύτωνος (§§ 168, 
168 α), αΐ κάθετοι είς τά Β, Γ 
έπί τάς εύθείας ΑΧ, ΑΥ του 
σχήματος καί ή κάθετος έπί 
τήν περιφέρειαν είς τό σημεΐον 
έπάφής Ε μιάς τών Τσων πλευ¬ 
ρών, θά διέρχωνται διά τοΟ 
αύτοΟ σημείου Μ. θά πρέπει 
έπομένως, ώς άμέσως έκ τοΟ 
σχήματος φαίνεται, νά είναι 

ΓΕ = ΒΔ, 

όπου Δ ή προβολή έπί τήν 
ΒΓ τοΟ σημείου Α. 

Παρατήρησις. Τό σημεΐον επα¬ 
φής Ε διαιρεί την πλευράν ΒΓ κατά μέσον χα'ι αχρον λόγον. 

Τά όμοια πράγματι, τρίγωνα ΒΑΓ, ΒΔΑ δίδουν τήν σχέσιν 

ΒΓ * ΑΒ __ „ . 

ΑΒ = ΒΔ ΒΓ.ΒΔ = ΑΒ«. 

Άλλ* είναι ΔΒ = ΓΕ καί ΒΑ = ΒΕ· έπομένως 
ΒΕ· = ΒΓ . ΓΕ. 

Κατασκευή . Ή γεωμετρική κατασκευή έφαπτομένης ΒΓ, διαιρου- 
μένης διά τοΟ σημείου έπαφής είς μέσον καί άκρον λόγον, δέν 
εΤναι δυνατή διά τοΟ γνώμονος καί τοΟ διαβήτου. Δυνάμεθα όμως 
νά κατασκευάσωμεν Εν σχήμα δμοιον πρός τό ζητούμενον καί νά 
εΟρωμεν τοΟτο τη βοηθείςι τοΟ άντιθέτου προβλήματος (ή, άπλού- 
στερον, διά όμοιοθέσίας). 
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Λαμβάνομεν πρός τοΟτο τυχοΟσαν εύθεΐαν βγ, δισιρουμένην 
είς τό σημεΐον ε κατά μέσον καί άκρον λόγον, μεταφέρομεν έπ’ 
αύτής τό τμήμα γε έπί του βδ καί τέμνομεν τήν είς τό δ κάθετον 
έπί τήν βγ διά τής περιφερείας μέ κέντρον β καί άκτϊνα βδ. 

“Αν α είναι τό σημεΐον τομής, αί κάθετοι εις τό α έπί τήν βα 
καί είς τό ε έπΐ τήν βγ, όρίζουν τό κέντρον περιφερείας (ο), διά 
τήν όποιαν ή έφαπτομένη αυτής βγ Ιχει τήν θέσιν τής ζητουμένης 
είς τό άρχικόν πρόβλημα έψαπτομένης ΒΓ. Καί ή κατασκευή τής 
τελευταίας ταύτης εύθείας, άρα καί τοΟ ζητουμένου τριγώνου 
ΒΓΒ', είναι άμεσος διά τής όμοιοθεσίας μέ κέντρον Α καί μετα- 
σχηματιζούσης τήν περιφέρειαν (ο) είς τήν δοθεΐσαν (Α, Ε, Ε'). 

Πρόβλημα. 581—I 

1859 α* Δύο εύθύγραμμα τμήματα ΑΡΒ, ΓΡΔ, ίσου μήκους λ, μετα¬ 
βάλλονται είς τρόπον, ώστε νά τέμνωνται 
κατά γωνίαν 60° καί νά είναι πάντοτε διαγώ¬ 
νιοι Ισοσκελούς τραπεζίου. Νά σπουδαστούν 
αί μεταβολαί τοΰ αθροίσματος των μηκών 
καί τοΟ άθροίσματος τών έμβαδών τών 
περιφερειών, αΐτινες έγγράφονται είς τά 
Ισόπλευρα τρίγωνα ΑΡΓ καί ΒΡΔ. 

Ποιον τό έλάχιστον του δευτέρου αθροί¬ 
σματος ; 

1) Τό άθροισμα τών μηκών τών πε¬ 
ριφερειών τούτων είναι σταθερόν, άφοΟ 

2π (ρ 4- σ) = 2π (ΕΛ + ΖΟ) = 

_ 2π ,β,,.ΜΤΓ πλΥΓ 

-3“ ( ; “ 2 ~ 3 ' 

Τό άθροισμα τών έμδαδών αύτών 
είναι Σχ. 1079 (αί. 

π (ρ» + σ 9 ). 

Επειδή δέ ρ 4- σ = σταθερόν μήκος, τό έλάχιστον τοΟ άθροί¬ 
σματος τούτου λαμβάνεται διά ρ = σ. Είναι δηλ. τό έλάχιστον 
τοΟτο τό ήμισυ τοΟ έμβαδοΟ τής έγγεγραμμένης περιφερείας είς 
τό Ισόπλευρον τρίγωνον, τό σχηματιζόμενον κατά τήν σύμπτωσιν 
τών περάτων Α καί Γ τών κινητών εύθειών. 

Παρατήρηαις . Έάν αί θεωρηθεΐσαι ΑΒ, ΓΔ εύθεΐαι μεταβάλ- 
λωνηαι είς τρόπον, ώστε αί προεκτάσεις των τώρα νά τέμνωνται 
κατά τήν αύτήν γωνίαν 60° καί αί Τδιαι νά άποτελοόν τάς μή 
παραλλήλους πλευράς Ισοσκελούς τραπεζίου, ή διαφορά τών άκτί- 
νων ρ καί σ θά ήτο σταθερά ποσότης. 

Πρόβλημα 581^11 

1859β. "Ομοιον πρός τό προηγούμενον πρόβλημα. Αί εύθεΐαι τέμ· 
νονται όρθογωνίως καί θεωροΰμεν τάς έγγεγραμμένας περιφερείας εΐς 
τά τέσσαρα σχηματιζόμενα τρίγωνα. 

1) Διά τό ζεύγος (Λ) και (Ο) τών περιφερειών, τό άθροισμα τών 
μηκών των είναι σταθερόν. Τό έλάχιστον τοΟ άθροίσματος αύτοΟ 
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λαμβάνεται δταν αΐ άκτϊνες είναι Τσάι και τό μέγιστον δταν τά 
πέρατα Α καί Γ συμπίπτουν. 

2) Διά τό ζεύγος (Μ) και (Ν), παρατηροϋμεν, 6τι ή άκτίς ρ της 

έγγεγραμμένης περιψερείας είς 
τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΡΔ 
είναι ίση πρός τό άθροισμα 
ΡΑ + ΡΔ μεϊον ή υποτείνουσα 
ΑΔ (§ 741, Παρ/σις)· έπειδή 
τό άθροισμα τούτο είναι στα¬ 
θερόν (= λ), τό μέγιστον τής 
άκτΐνος ρ θά Αντίστοιχη είς 
τό έλάχιστον τής ύποτεινου- 
σης. Τούτο δέ συμβαίνει δταν 
τό σημεϊον Ρ είναι τό μέσον 
τής ΑΒ ή ΓΔ. 

Τό έλάχιστον τής ρ είναι 
τό μηδέν καί λαμβάνεται δταν 
τά πέρατα Α καί Γ συμπί¬ 
πτουν. 

Τό μέγιστον του Αθροίσμα¬ 
τος τών έμβαδών τών Ιδίων 
περιφερειών λαμβάνεται ταυτοχρόνως μετά του έλαχίστου Αθροί¬ 
σματος τών μηκών των. 

Τον συνόλου τών τεσσάρων 7ΐεριφερειών, τό μέγιστον του Αθροίσμα¬ 
τος τών Ακτινών των Αντιστοιχεί είς τήν περίπτωσιν καθ’ ήν αΰ~ 
ται είναι Τσάι. Είναι δέ τούτο διπλάσιον του έλαχίστου Αθροίσμα¬ 
τος, λαμβανομένου διά Α = Γ. 

Είς τάς 60ο όριακάς θέσεις τοΟ σχήματος, δηλ. έκείνας καθ' &ς 
οΐ τέσσαρες κύκλοι είναι Τσοι πρός άλλήλους ή τρεις αύτών μηδε¬ 
νίζονται, τό άθροισμα τών έμβαδών τών τεσσάρων Τσων κύκλων 
είναι ίσον πρός τό έμβαδόν τοΟ μοναδικού κύκλου (τής δευτέρας 
όριακής θέσεως). 



Διαίοεσις τών ύχημάτων 


Πρόβλημα 582 

1660. Διά δοθέντος σημείου έπί τής περιμέτρου τριγώνου νά άχθή 
ευθεία διαιρούσα τό τρίγωνον είς δύο μέρη Ισοδύναμα. 

Σημείωσες. Διά τήν άνάπτυξιν τής Ανωτέρω Ασκήσεως, ώς καί 
τών έπομένων μέχρι καί τής 592 ας, βλέπε 2αν έκδοσιν τών Εχεν- 
οίοββ άε ΟέοΥπέΙνίβ. 

Πρόβλημα 582—I 

1661. Νά διαιρεθή τρίγωνον είς τρία μέρη Ισοδύναμα 8ι’ ευθειών 
άγομένων διά δύο δοθέντων σημείων έπΐ τής περιμέτρου τοϋ τριγώνου. 

Πρόβλημα 583 

1662 · ΝΑ διαιρεθή τρίγωνον είς μέρη ανάλογα τριών μηκών μ, ν, λ» 
δι’ ευθειών παραλλήλων πρός μίαν τών πλευρών αυτοί. 
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Πρόβλημα 684 

16Θ3 . Νά διαιρεθη τρίγωνον εις δύο μέρη ισοδύναμα δι* εύί>εία; 
καθέτου επί μίαν πλευράν αύτοΰ. 


Πρόβλημα 684—1 


1663 α. Νά διαιρεθή τρίγωνον ΑΒΓ 
ευθείας ΜΝ παραλλήλου προς δοθεΐσαν 
διευθυνσιν (ε). 

Έστω ΓΔ ή έκ του Γ παράλληλος 
πρός τήν διευθυνσιν (ε) καί 2 α- τό 
έμβαδόν τοΰ τριγώνου. Τό έμβαδόν 5* 
του τριγώνου ΑΓΔ είναι 


δ 3 = 


2 α* . ΑΔ 
ΑΒ 


Άψ’ έτέρου, 


Επομένως, 


ΑΜί _ α 3 
ΑΔ 2 — δ* 


ΑΜ 3 = 


α*. ΑΔ 2 
δ 2 


είς δύο μέρη ισοδύναμα δι* 



κλπ. 


Πρόβλημα 585 


1664. Διά σημείου Ο έπι τοΰ έπΐ τήν βάσιν ισοσκελούς τριγώνου 
Οψους, νά άχθη ευθεία διαιρούσα τό τρίγωνον είς 
δυο μέρη Ισοδύναμα. 

Έστω ΜΟΝ ή εύθεϊα αυτή. Τό τρίγωνον 
ΔΟΜ θά είναι Ισοδύναμον πρός τό ΟΝΓ, έπειδή 
αΐ Ισοδύναμοι έπιφάνειαι ΓΒΔ καί ΓΒΜΝ έχουν 
κοινόν μέρος τό ΓΟΜΒ. Επομένως 

ΟΓ ,ΜΕ=: ΟΔ . Δ Μ. (1) 

Καί έπειδή 

ΔΜ ΟΔ 
ΝΕ “ ΟΕ ' 

ή ΔΜ.ΟΕ = ΟΔ . ΝΕ, (2) 



Μ Ο 


1080. 


διά πολλαπλασιασμού κατά μέλη τών (1) καί (2) λαμβάνομεν 

ΟΓ . ΟΕ = ΟΔ 2 . 

ΕΤναι 6ηλ. τό μήκος ΟΕ τρίτη άνάλογος γνωστών μηκών καί 
ευκόλως κατασκευάσιμον. 


Πρόβλημα 585—I 


1665. Τό αυτό ζήτημα διά σημεΐον Ο έπι διαμέσου τυχόντος τρι¬ 
γώνου. 


Πρόβλημα 586 


1666. Νά διαιρεθή τραπέζιον εις μέρη Ισοδύναμα δι’ ευθειών τεμ- 
νουσών τάς βάσεις του. 
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Πρόβλημα 587 

1667* ΐίά διαιρεθώ χραπέζιον είς τρία μέρη Ισοδύναμα δΓ ευθειών 
παραλλήλων πρός μίαν χών μή παραλλήλων πλευρών αύτοΰ. 

Πρόβλημα 588 

1668 « Νά άχθη παράλληλος πρός χάς βάσεις τραπεζίου διαιρούσα 
αύχό είς μέρη εχονχα λόγον δοθίντα. 

Πρόβλημα 589 

1669 I Νά διαιρεθή χραπέζιον είς δύο ισοδύναμα μέρη δι* ευθείας 
άγομένης διά δοθένχος σημείου. 

(Μέθοδοι, § 254). 

Πρόβλημα 590 

1670 « Νά διαιρεθη χεχράπλευρον είς δύο μέρη Ισοδύναμα δι* εύ- 
θείας άγομένης διά δοθένχος σημείου χής περιμέτρου αύτοΰ. 

Πρόβλημα 500—/ 

1670 α. Νά διαιρεθή χεχράπλευρον είς δύο μέρη ισοδύναμα διά χής 

βραχύτερος ευθείας. 

“Έστω 2 α* τό έμβαδόν του τε- 
τραπλεύρου καί ΜΝ ή ευθεία αΟτη. 
θά πρέπει ή ΜΝ νά είναι Τσον κε¬ 
κλιμένη πρός τάς ΑΒ καί ΔΓ καί 
τοιαύτη, ώστε τό έμβαδόν τοό τρι¬ 
γώνου ΜΝΕ νά είναι Τσον πρός 

(ΑΔΕ) + α 3 · 

ΔΓ έναλλαγής τών ρόλων τών 
πλευρών ΑΒ, ΔΓ πρός τόν τών ΑΔ, 
ΒΓ, άγόμεθα είς τήν άναλόγου θέ- 
σέως πρός τήν ΜΝ, εύθεΐαν ΡΠ. 
Ή μικροτέρα τών εύθειών ΜΝ καί 
ΡΠ είναι ή ζητουμένη. (Παρβ. § 
1682 β). 

Πρόβλημα 591 

1671. Νά διαιρεθή πολύγωνον είς δύο μέρη ισοδύναμα ή εχονχα 
λόγον δοθέντα, δΓ ευθείας άγομένης έχ δοθένχος σημείου χής περι¬ 
μέτρου του. 

Πρόβλημα 592 

1672 . Διά δοθέντος σημείου έντός δοθέντος σχήματος, νά άχθοΰν 
εύθεΐαι διαιροΰσαι αυτό εις δύο μέρη Ισοδύναμα ή εχονχα λόγον δο¬ 
θέντα άριθμόν. 

Πρόβλημα 593 

1673 . Νά διαιρεθή πολύγωνον είς μέρη άνάλογα δοθένχων μηκών 
δΓ ευθειών άγομένων έχ δοθένχος σημείου Ο είς τό έσωτεριχόν τοΰ 
πολυγώνου (καί έχ τών δποίων δίδεται ή μία έξ αυτών). 
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"Εστω τετράπλευρον ΑΒΓΔ τό δοθέν πολύγωνον. ΖητοΟμεν νά 
διαιρέσωμεν αύτό είς τρία μέρη, άνάλογα τών μηκών χ, γ, ζ , δι’ 
εύθειών ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ καί τών όποιων μία έζ αυτών, ή ΟΧ, 
δίδεται. 

1) ΓΊροεκτείνομεν τάς πλευράς του τετραπλεύρου κατά τήν αυ¬ 
τήν φοράν. Διά τοΟ σημείου X φέρομεν εύθεΐαν ΧΑ' παράλληλον 



πρός τήν ΟΑ καί τάς Α'Β', ΒΤ', Γ'Δ' παραλλήλους άντιστοίχως 
πρός τάς ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ. 

"Ενεκα τών τριγώνων τοΟ σχήματος, μέ κοινάς βάσεις καί τάς 
κορυψάς των έπί παραλλήλων, θά βχωμεν τάς Ισότητας 

(ΔΌΧ) = (ΟΧΔΔ") + (ΔΔ'Δ"), 

(ΔΔ'Δ") = (ΟΔ'Τ') = (ΟΔ 'ΤΓ") + (ΓΓΓ'), 

(ΓΓ'Γ") = (ΟΒΤ") = (ΟΓ"ΒΒ") + (ΒΒ'Β"), 

(ΒΒ'Β') = (ΟΑ'Β") =? (ΟΒ'ΆΑ") + (ΑΑΆ"), 

(ΑΑΆ") = (ΟΑ"Χ), 

έκ τφν όποίων, διά προσθέσεως κατά μέλη, λαμβάνομεν 

(Δ'ΟΧ) = (ΟΧΔΔ") + (ΟΔ'ΤΠ')4- 
+ (ΟΓ'ΒΒ”) + (ΟΒ'ΆΑ") + (ΟΑ"Χ), 
ή (ΔΌΧ) = (ΑΒΓΔ). 

2) Διαιρουμεν τήν εύθεΐαν ΧΔ' εις τρία μέρη ΧΜ, ΜΝ, ΝΔ', 
άνάλογα τών μηκών χ, ν, Ζ καί φέρομεν τάς ΜΥ, ΝΚ παραλλή¬ 
λους πρός τήν ΟΔ, ΚΛ παράλληλον πρός τήν ΟΓ καί ΛΖ παράλ¬ 
ληλον πρός τήν ΟΒ. Λέγω ότι αΐ εύθεΐαι ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ διαιροϋν 
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τό τετράπλευρου είς μέρη άνάλογα τών έμβαδών τών τριγώνων 
ΟΧΜ, ΟΜΝ, ΟΝΔ', δηλ. άνάλογα τών μηκών χ, ν, ζ. 

Πράγματι, Ενεκα πάλιν τών τριγώνων του σχήματος μέ κοινάς 
βάσεις καί τάς κορυφάς των έπί παραλλήλων, θά Ιχωμεν τάς 
Ισότητας 

(ΟΧΜ) = (ΟΧΔ) + (ΔΜ Ο), 

(ΔΜΟ) = (ΟΔΥ). 

*Άρα (ΟΧΜ) = (ΟΧΔ) + (ΟΥΔ) = (ΟΧΔΥ). 

Επίσης, (ΟΧΝ) = (ΟΧΔ) + (ΟΔΝ), 

(ΟΔΝ) = (ΟΔΚ) = (ΟΔΓΚ') + (ΚΤΚ), 

(ΚΤΚ) = (ΟΚΆ) = (ΟΚΈΛ') + (ΒΛΛ'), 

(ΒΛΛ') = (ΟΛ'Ζ). 

Διά προσθέσεως λαμβάνομεν 

(ΟΧΝ) = (ΟΧΔ) + (ΟΔΓΚ') + (ΟΚ'ΒΛ') + (ΟΛ'Ζ) 
ή (ΟΧΝ) = (ΟΧΔΓΒΖ). 

Άλλ* είναι (ΟΧΝ) = (ΟΧΜ) + (ΟΜΝ) 
καί (ΟΧΔΓΒΖΟ)=(ΟΧΔΥ) + (ΟΥΓΒΖΟ) = (ΟΧΜ)+(ΟΥΓΒΖΟ). 

*Άρα (ΟΥΓΒΖΟ) = (ΟΜΝ), 

καί συνεπώς (ΟΖΑΧ) = (ΟΝΔ'). 

*Η άπόδειξις γίνεται όμοίως δΓ οίονδήποτε πλήθος μερών. 

1673 α. Σημείωσες. Ή άνωτέρω ώραία λύσις του Ειιζεί έδημο- 
σιεύθη τό 1854 είς χά Ν. Α., σ. 114 καί έπανευρέθη άργότερον ύπό 
του Μ. <ΤΟοβ£ηο (/. ά. Μ., του Βουτάει, 1878, σ. 332 καί 1880, 
σ. 487.— ΜαΐΗββίβ, 1881, σ. 109). 

Πρόβλημα 593—1 

1674. Νά εύρεθη είς τό εσωτερικόν τριγώνου σημεΐον έκ του οποίου 
αί κάθετοι έπί τάς πλευράς διαιρούν αυτό είς μέρη άνάλογα τών μη¬ 
κών μ, ν, λ. (1>ζ, Ν. Α. 1879, σ. 432). 

Τό σημεΐον τοΟτο είναι τομή δύο ύπερβολών (ΜογοΙ - ΒΙλπο, 
Ν. Α., 1880, σ. 462). 

Διά μ=ν=λ, άγόμεθα είς τό Πρόβλημα του ΒοδίΠίοΓ (§ 1624 α). 

Πρόβλημα τον 593—II 

1674 α. Τβ βοηθείρ μόνον ημιπεριφερείων νά διαιρεθη κύκλος είς 
μέρη εχονχα την αυτήν περίμετρον. 

1) Τά μέρη χαϋτα πρέπει νά είναι Ισοδύναμα. 

2) Ό κύκλος νά διαιρήται δι* αυτών είς μέσον καί άκρον λόγον. 
(§ 1581). 

Αη. ά. ΟβΓ.ρ., τόμ. I, 1810-1811, σ. σ. 159 καί 240, λύσις του 
ΙνΙιυΐΙΗβΓ καί τόμ. VI, 1815-1816, γενική λύσις τοΟ Οετ^οηπε. 
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Παραχηρήαεις £ηΙ τής διαιρέσεως τών πολυγώνων 


1674β . *Η διαίρεσις ένός πολυγώνου είς δύο μέρη έχοντα δο- 
θέντά λόγον 6ι* ευθείας συναντώσης δύο τών πλευρών αύτου, δύ- 
ναται νά άναχθή είς τήν τομήν τών πλευρών δοθείσης γωνίας 
ΧΟΥ Οπό εύθεΓας ΜΝ είς τρόπον, ώστε τό όριζόμενον τρίγωνον 
ΜΟΝ<νά Εχη δοθέν έμβαδόν 21^*. 

Κατά μίαν ιδιότητα τής υπερβολής, ή ΜΝ πρέπει νά έφάπτεται 
τής ύπερβολής ήτις έχει έξίσωσιν ώς πρός τούς άξονας ΧΟΥ τήν 

χν = 1ί’. (α) 

Δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τρεις περιπτώσεις : 

1) Ή εύθεΐα ΜΝ όφείλει νά είναι παράλληλος πρός δοθεΐσαν 
διεύθυνσιν. 

2) Νά διέρχεται διά δοθέντος σημείου. 

3) Νά 6χη τό έλάχιστον μήκος* εις τήν περίπτωσιν αυτήν ή ευ¬ 
θεία αϋτη έφάπτεται τής καμπύλης (α) είς τήν κορυφήν αύτής. 

Είς τάς τρεις ταύτας περιπτώσεις, ή άγωγή τής εύθείας ΜΝ 
δέν άπαιτεΐ τήν κατασκευήν τής καμπύλης (§§ 1618,1619 α καί β)* 
έν τούτοις, ή θεώρησις τής ύπερβολής ταύτης είναι χρήσιμος διά 
τήν άνεύρεσιν τής λύσεως καί μάλιστα δταν προστίθενται καί συμ¬ 
πληρωματικοί συνθήκαι, ώς λ. χ. είς τό έπόμενον πρόβλημα χοΰ 
Ηπμρβηβ. 

1674 Πρόβλημα τον Ηη^ρβηδ (περί τό 1650). 

Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί τέμνουσα αυτό εύθεΐα ΔΕ. Νά άχθη δευ* 
τέρα τέμνουσα ΜΝΡ είς τρό¬ 
πον, ώστε έκαστον τών δύο / 

μερών ΔΒΕ καί ΑΓΕΔ νά 
διαιρήται ύπ' αύτής είς ισο¬ 
δύναμα τμήματα. 

Ή ζητουμένη εύθεΐα εί¬ 
ναι κοινή έφαπτομένη δύο 
όπερβολών. Τό γενικόν πρό¬ 
βλημα τής άγωγής κοινής 
έφαπτομένης δύο ύπερβο- 
λών μάς όδηγεϊ είς έξίσω- 
σιν τετάρτου βαθμού* άλλ' 

•πί τοΟ προκειμένου, αΐ 
>ύο καμπύλαι Ιχουν κοινήν 
«σύμπτωτον τήν εύθεΐαν 
ΟΔΕΥ καί τό πρόβλημα άνάγεται εις τήν κατασκευήν τών ριζών 
δευτεροβαθμίου έζισώσεως καί ήτις εΤναι δυνατή διά τής χρήσεως 
τ>ϋ κανόνος καί του διαβήτου μόνον. 

(Ιηΐ. ά. ΜαΙΗ., 1907, σ. 126, η° 3232, Ό.0οΓίε\ν6£). 

Έάν θέσωμεν 

ΑΒ = α, ΒΓ = β, ΓΑ = γ, ΒΔ = δ, ΒΕ = ε, ΑΜ = χ. 

δε 


< 5 — 



1081 


> * - δ 3 δε 

4 δ — 2 α-— = ρ, 

α β ^ 


ή ,ν λόγω έζίσωσις είναι ή 


2 2β <1 ’ 


ρχ 3 + 2 (α — δ) γχ — γ*ς = 0, 


I . Λί. 1908, σ. 186, Η. ΒΓοεατά). 
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Παραχήρησις. ΔυνΑμεθα νά προσδιορίσωμεν τήν εώθεΐαν ΔΕ έπι- 
βάλλοντες είς τό πρόβλημα μίαν τών προηγουμένων 1)» 2) ή 3) 
συνθηκών, όπότε τά πρόβλημα τοΟ Ηιιγ£βπ5 καθίσταται εύκολώ- 
τερον. ΤοΟτο όμως 6έν συμβαίνει καί διά τό έπόμενον πρόβλημα, 
όφε)ιλόμενον είς τόν 1^ίδιπζ? 

16746» Νά διαιρεθή τυχόν τρίγωνον είς τέσσαρα μέρη ισοδύναμα 
διά δύο βύθειών καθέτων έπ' άλλήλας. (Ττεΐΐέ ά© Οέοπιέίη©, των 
ΚοηοΙιό καί ΟοπιδβΓοιιβββ, έβδομη εκδοσις, σ. 416, η° 453). 

Τό πρόβλημα τοΟ Ε©ίδιπζ Ετυχε πολυαρίθμων άλλ* άνεπιτυχών 
προσπαθειών πρός Ανεύρεσιν τής λύσεώς του* έπειδή είναι Αδύ¬ 
νατον νΑ έπιλυθή διΑ τοΟ κανόνος καί τοό διαβήτου. 

Καί πρός τόν σκοπόν δπως τεθή τέρμα είς ΑκΑρπους έρεύνας, 
τό Ιηίβττπ. άε&. ΜαΙΗ. έδημοσίευσε Ενδιαφέροντα αρθρα σχετικΑ 
πρός τό Ανωτέρω πρόβλημα (1894, σ. 30, Ιστορικόν ύπό Ι,βιηοίηβ* 
μαθηματική σπουδή ύπό Ε. άβ }οηςιιΐέΓ©& σ. 55 καί 62* Ερευνα έπί 
τών Εργων τοΟ Ι,βιόηίζ ύπό Οίπο - ΐΛ>ηε), σ. 135. 


ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 


Πολύγωνα 


Πρόβλημα 694 

1676· ΠοΙον τό μεγίστου έκ τών τριγώνων τών έχόντων τήν αυτήν 
βάσιν ΒΓ καί τήν αυτήν άντιχειμένην γωνίαν Α; 

Α 

Τό Εχον κορυφήν τό μέσον τοΟ τόξου (Β, Γ, Α). 


Πρόβλημα 696 


1676· Ποιον τό μέγιστον έκ τών τριγώνων τής αύτής βάσεως χαί 
τής αύτής περιμέτρου; 


"Εστωσαν ΑΒΓ καί ΑΒΔ δύο τών τριγώνων τούτων, έξ ών τό 
δεύτερον Ισοσκελές. ΘΑ Ιχωμεν 



ΑΔ + ΔΒ= ΑΓ + ΓΒ. 

ΔιΑ τών κορυφών Γ, Δ φέρομεν παραλλήλους 
ΓΕ, ΔΖ πρός τήν βΑσιν του τριγώνου καί Εστω* 
σαν Μ, Ν τΑ συμμετρικά τοΟ σημείου Β πρό( 
τάς εύθείας ταότας. Επειδή : 

ΑΓ + ΓΜ = ΑΓ + ΓΒ, 
καί εύθεϊα ΑΔΝ = ΑΔ ΔΒ 
Επεται: ΑΝ = ΑΓ ΓΜ. 


ΘΑ πρέπει λοιπόν ή τεθλασμένη γραμιή 
ΑΓ + ΓΜ = ΑΝ νά άπολήγη είς σημεϊον Μ μεταξύ τών Β καίΝ 
κείμενον* έπειδή Αλλως ΘΑ ήτο προφανώς μεγαλυτέρα τής ΑΝ. 0Α 
εΤναι Επομένως τό μή*ος ΒΝ, δηλ. τό διπλάσιον τοΟ ύψους συ 
ισοσκελούς τριγώνου, μεγαλύτερου τοΟ ΒΜ, τό όποιον είναι 3ι- 
πλάσιον τοΟ υψους τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 
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Είναι όηλ, τό ίσοσχεΧΐζ τρίγωνον τό τής μεγαλύτερος ίπιφανείας. 

Άλλη άπόδειξις. Τό έμβαδόν ένός τριγώνου μέ πλευράς α, β, γ 
δίδεται ύπό τοϋ τύπου 

Ε = ΐίτ (χ — α) (τ — β) (τ — γ) (2χ = α + β + ν). 0) 

Επειδή δύο τών παραγόντων τής ύπορίζου ποσότητος, οΐ τ 
καί τ — α είναι άμετάβλητοι, ένφ τό άθροισμα τών δύο άλλων 
μεταβλητών παραγόντων είναι σταθερόν, τό γινόμενον (1) καθί¬ 
σταται, ώς γνωστόν, μέγιστον όταν οΐ δεύτεροι οδτοι παράγοντες 
άποβοΟν Τσοι 

X - β = τ - V- 

Τό μέγιστον δηλ. τρίγωνον έκ τών θεωρουμένων είναι τό ισο¬ 
σκελές. 

Πρόβλημα 596 

1677 . Έχ των τριγώνων των έχόντων τό ούτό έμβαδόν, ποιον τό 
έλαχίστης περιμέτρου; 

■Έστω Α τυχόν τρίγωνον καί Β, Γ δυο άλλα ισόπλευρα, έκ 
τών όποιων τό πρώτον Ισοπεριμετρικόν πρός τό Α καί τό δεύτε¬ 
ρον Ισοδύναμον πρός αύτό. "Έστω δέ 2τ ή κοινή περίμετρος τών 
Α καί Β καί 2τ' ή περίμετρος τοΟ τριγώνου Γ. 

Έκ τών δύο ίσοπεριμετρικών τριγώνων Α καί Β, τό Ισόπλευ¬ 
ρον Β θά είναι τό μεταλότερον. * Επομένως 

(Γ) = (Α) < (Β) 

καί 2τ'<2τ, 

άφοΟ τά Γ καί Β είναι Ισόπλευρα τρίγωνα. "Εχει κατά άκολου- 
θίαν τό Ισόπλευρον καί Ισοδύναμον πρός τό Α τρίγωνον Γ περί¬ 
μετρον μικροτέραν τής περιμέτρου τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου Β καί 
ΙσοπεριμετρικοΟ πρός τό Α. Δηλαδή: 

Έχ τών τριγώνων τής αυτής έπιφανείας, το ?χον την έλαχίστην περίμε¬ 
τρον εΐναι τό Ισόπλευρον, 


Πρόβλημα 597 

1678 . Έχ τών τριγώνων τών έχόντων την αυτήν περίμετρον, ποίον 
τό μέγιστον; 

1η Άπόδειξις. "Εστωσαν χ, ν, ζ αί μεταβλητοί πλευραί, 2τ ή 
σταθερά περίμετρος καί Ε τό έμβαδόν. Επειδή 

Ε — Υτ (τ — χ) (τ — ν) (τ — ζ) 

καί (τ — χ) + (τ — ν) + (* — 7 ) = τ* μέγιστον τής ποσότητος Ε 
λαμβάνεται διά 

τ — χ =τ — ν = τ — ζ ή διά χ = ν — ζ — 9 

δηλ. διά τό Ισόπλευρον τρίγωνον. 

2α Άπόόειξις. Ύποθέσωμεν πρός στιγμήν τήν πλευράν χ άμε- 
τάβλητον. Τό άθροισμα τών δύο άλλων πλευρών γ-\- ι θά ήτο 
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τότε Αμετάβλητον, άφοΟ θά ήτο Τσον πρός 2τ —χ, καί κατά τήν 
§ 1676 τό μέγιστον έκ τών τριγώνων τούτων θά ήτο Ισοσκελές 

ή ν = ζ. 

'Έάν ΰμως ή πλευρά χ είχεν διάφορον μήκος τής ν, τό τελευ- 
ταϊον τοΟτο τρίγωνον Ε' δέν θά ήτο τό μέγιστον έπειβή τό Ισο¬ 
σκελές τρίγωνον πού θά είχε τήν πλευράν /. Αμετάβλητον καί τάς 


δύο άλλας ΐσας πρός 



θά ήτο μεγαλύτερον του Ε'. 


Επομένως 


X = V “- ζ. 


Πρόβλημα 597—1 

3679, Νά άχθη τέμνουσα ΒΓ των πλευρών γωνίας ΧΟΥ, παράλλη¬ 
λος πρός δοθεϊσαν διεύθυνσιν ΜΝ καί 
τοιαύτη, ώστε τό τρίγωνον ΑΒΓ, όπου 
Α δοθέν σημεϊον, νά εχη τό μέγιστον 
έμβαδόν. 

*Έστω ΑΒΓ τό ζητούμενον τρί¬ 
γωνον καί ΕΑΖ ή διά τής κορυφής 
Α παράλληλος πρός τήν ΒΓ καί τέ¬ 
μνουσα τών πλευρών τής γωνίας. 

Τά τρίγωνα μέ βάσιν ΒΓ καί τάς 
κορυφάς των έπί τής παραλλήλου 
ταυτης είναι πάντα Ισοδύναμα. Άφ* 
έτέρου, τό μέγιστον έγγεγρσμμένον 
παραλληλόγραμμον ΟΒΔΓ είναι τό 
Ιχον κορυφάς Β, Δ, Γ τά μέσα τών πλευρών του τριγώνου ΕΟΖ 
(§ 360)* τό δέ τρίγωνον ΓΒΔ, ή τό Ισοδύναμόν του ΑΒΓ, θά εΤναι 
τό ήμισυ τοϋ παραλληλογράμμου τούτου. 

Είναι έπομένως το μέγιστον τρίγωνον ΑΒΓ τό δχον ώς κορυ¬ 
φάς Β, Γ τά μέσα τών ΟΕ, ΟΖ ( Β!) ). 



Πρόβλημα 597-11 


1680 . Έκ σημείου Ο έπί τής βάσεως ΑΡ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν 
καθέτους ΟΜ, ΟΝ έπί τάς άλλας πλευράς. Διά ποιαν θέσιν του σημείου 
Ο τό τρίγωνον ΟΜΝ αποβαίνει τό μέγιστον; 


ϊημ. μ ε τ. Τήν ανωτέρω άπόδειξιν κρίνομεν ατελή πως. * Απλό υ¬ 
στέρα λύσις. άν καί όλιγώτερον κομψή, θά ήτο ίσως ή επομένη : 

"Εστω υ τό εκ του Ο Οψος τού τριγώνου ΟΕΖ, γ ιό μήκος τής ΒΓ 
καί χ ή άπόστασις τοϋ Α άπ* αυτής. Επειδή 

ν _ υ —χ 

ΕΖ υ 


και Ε = (ΑΒΓ) = = χ . (υ — χ) . 1;, (I; =·:«θίρόν) 

εΐναι φανερόν ότι τό μέγιστον τοϋ έμβαδοΰ Ε λαμβάνεται διά 
υ — χ = χ ή χ = -γ , Είναι δηλ. τά Β καί Γ μέσα τών ΟΕ καί ΟΖ. 
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1) Διά 0=Α ή Γ, τά έμβαδόν τοϋ τριγώνου τούτου μηδενίζε¬ 
ται. θά όπάρχη λοιπόν μία ένδιάμεσος θέσις τοΟ Ο διά 
τήν όποίαν τό έμβαδόν γίνεται μέγι- 

στον (»·). 

2) Ή γωνία ΜΟΝ εΐναι σταθερά, 
ώς παραπληρωματική τής γωνίας Β, 
τά δέ τρίγωνα μέ σταθεράν μίαν τών 
γωνιών των μεταβάλλονται άναλόγως 
του γινομένου τών περιεχουσών τήν 
γωνίαν ταύτην πλευρών αύτών. Αρκεί 
λοιπόν νά σπουδάσωμεν τάς μεταβο- 
λάς τοΟ γινομένου ΟΜ . ΟΝ. 

3) "Ας έκφράσωμεν τά μήκη ΟΜ, 

ΟΝ συναρτήσει γνωστών άλλων μηκών 
καί τών ΟΑ, ΟΓ. Έάν φέρωμεν τά 
Οψη ΓΔ = μ καί ΑΕ — ν τοΰ δοθέντος 
τριγώνου, παρατηροΟμεν δτι θά έχωμεν 
τάς σχέσεις : 

51=*° ΟΜ=-#-.ΑΟ. 

μ β 



β 

51 = 1.0 . ον = Λ 

ν β β 


ΓΟ 


καί ΟΜ.ΟΝ = . ΑΟ . ΓΟ. 

Ρ 

Εΐναι λοιπόν τό γινόμενον ΟΜ.ΟΝ άνάλογον του ΑΟ.ΓΟ. 
καί έπειδή ΑΟ + ΓΟ = β = σταθερόν μήκος, τό μέγιστον τοΟ τε¬ 
λευταίου γινομένου, άρα καί τοΟ ΟΜ . ΟΝ, λαμβάνεται διά θέσιν 
του Ο συμπίπτουσαν πρός τό μέσον τής πλευράς ΑΓ (§ 343). 

Παρατηρήσεις. 1) Τό άνωτέρω πρόβλημα είναι συμπληρωματι¬ 
κόν τοΟ τής § 1625. 

2) Φθάνομεν ταχύτερον είς τό αύτό άποτέλεσμα δι* έφαρμο- 
γής μιάς τών γνωστών άρχών (Μέ&οδοι, § 346, ακματη αρχή). 

Πρόβλημα 597-III 

1681 . Έάν ή σταθερά γωνία ΜΟΝ = 180°— Β στρέφεται περί τυ¬ 
χόν σημεΐον Ο .τής ΑΓ (σχ. 1084), διά ποιαν θέσιν αυτής τό τρίγωνον 
γίνεται έλάχιστον ; 

Διά ΟΜ, ΟΝ καθέτους επί τάς ΒΑ, ΒΓ. Επειδή διά τυχοΟσαν 
άλλην θέσιν ΜΌΝ' τής γωνίας, θά εΐναι 

πλαγία ΟΜ'> καθέτου ΟΜ 
καί ΟΝ'>ΟΝ. 

Πρόβλημα 597—IV 

1682 . Έκ σημείου Ο έπί τής βάσεως τριγώνου τυχόντος, φέρομε ν 
παραλλήλους ΟΜ, ΟΝ, πρός δοθείσας διευθύνσεις και περατουμένας είς 


00. - η μ. μετ. Έκ γεωμετρικής έποπτβίας. Βλ. καί σελ. 188 2ημ. 



τός πλευράς του τριγώνου. Δια ποίαν θέσιν τοΟ Ο τά τρίγωνον ΜΟΝ 
γίνεται μέγιστον ; 

Διά τό μέσον Ο τής βάσεως. 

Πρόβλημα 597— V 

1682 α· Νά άχθή τέμνουοα ΒΓ των πλευρών γωνίας ΧΑΥ βΐς τρό¬ 
πον, ώστε τό τρίγωνον ΑΒΓ να Ιχη δοθέν έμβαδόν 1ε 8 ή δέ εύθεϊα 
ΒΓ νά είναι ή έλαχίστη. 

Τό τρίγωνον ΑΒΓ πρέπει νά εΤναι Ισοσκελές. 

"Εστω, πράγματι, τυχόν άλλο τρίγωνον Μ ΑΝ Εχον τήν αΰτήν 
Επιφάνειαν ]ι* άλλά μέ άνίσους πλευράς ΑΜ, ΑΝ. Θά Εχωμεν 
ΒΓ* = β*+γ· —2βγσυν Α (β = γ) 

ΜΝ* = μ* -(- ν* — 2μν συν Α. (μ = ΑΜ, ν=ΑΝ) 

21ε 8 

Επειδή βν = μ ν = ^ δια Φ°Ρ* ΒΓ 8 —ΜΝ 2 Θά είναι Τση 

πρός τήν διαφοράν τών άθροισμάτων β*-|-γ* καί μ· + ν 2 . Είναι 
δέ τό πρώτον άθροισμα μικρότερον τοΟ δευτέρου, συμψώνως πρός 
τήν Χβτάρτην άρχην τής § 346. Επομένως 

ΒΓ <ΜΝ. 


Πρόβλημα 597—VI 

1682 β. Νά διαιρεθή τρίγωνον ΑΒΓ εΙς δύο μέρη Ισοδύναμα δια 
τής βραχυτέρας ευθείας. 

"Εστω (ΑΒΓ) =2^* καί ΑΜΝ, ΑΔΕ δύο τρίγωνα μέ τό Εμβα¬ 
δόν 1ε* Εκαστον άλλ* έκ τών όποιων 
τό πρώτον είναι Ισοσκελές. Λέγω 
δτι ή βάσις ΜΝ τοΟ πρώτου τριγώ¬ 
νου είναι ή ζητουμένη εύθεϊα. 

"Ας θέσωμεν, πράγματι, ΑΜ = μ, 
ΑΝ = ν=μ, ΑΔ = δ, ΑΕ=ε. θά 
Εχωμεν, ώς καί προηγουμένως : 

ΜΝ* = μ* + ν 2 — 2μν συν Α (1) 
ΔΕ* = δ* + ε* — 2δε συν Α (2) 
δπου καί πάλιν μν = δε. Επειδή δέ 
μ* + ν* <;δ* + ε* (§ 346) 

θά είναι καί ΜΝ < ΔΕ. 

Διά τόν ύπολογισμόν τών πλευρών τοΟ ΙσοσκελοΟς τριγώνου 
ΑΜΝ, παρατηροΟμεν δτι 

μ>= — 

μ ημΑ 
καί 



ΑΜ.ΑΝ.ημ Α_ 

2 ' 


ΜΝ» = 2ΑΜ* — 2ΑΜ» συν Α = 2μ» (1 - συν Α) = 4μ> ημ* ( Α^ 

81 :»η μ ·(Α) 
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1682 γ. Παρατήρησές, Είς έκάστην γωνίαν τοΟ τριγώνου Αντιστοι¬ 
χεί καί μία έλαχίστη, ώς Ανωτέρω, εύθεΐα* ή μικρό τέρα δέ αύτών 
Αντιστοιχεί εις τήν μικροτέραν γωνίαν, ώς προκύπτει Αμέσως έκ 
τής σχέσεως (1). 

1682 δ. ΣημβΙαχης. Τό Ανωτέρω ζήτημα εύρίσκεται είς τόν I 
τόμον τής Άλγέβρας τοΟ Ι^εαΓβηΙ; σ. 181· Αναφέρεται έπίσης καί 
είς ϊηΐ, ά, ΜαΙΗ 1902, σ. 33, η 0 2275 (\ν&Γ£η>-), 

Πρόβλημα 698 

1683· Έκ των ορθογωνίων των έχόντων τήν αυτήν περίμετρον, ποϊον 
τό μεγίστης έπιφανείας ; 

(Μέθοδο,, § 343). 

Πρόβλημα 699 

1684. Έκ των ορθογωνίων των έχόντων τήν αυτήν επιφάνειαν, ποιον 
τό έλαχίστης περιμέτρου; 

(Μέθοδοι, § 344), 

Πρόβλημα 600 

1686. Έκ των όρθογωνίων των όποιων τό άθροισμα των τετραγώ¬ 
νων των διαστάσεων είναι σταθερόν, ποιον τό μεγίστης έπιφανείας ; 

(Μέθοδοι, § 345). 

Πρόβλημα 601 

1686. Έκ των όρθογωνίων τών έχόντων τήν αυτήν έπιφάνειαν, ποϊον 
τό εχον έλάχιστον άθροισμα τετραγώνων τών διαστάσεων αύτοΟ; 

(Μέθοδοι, § 346). 

Πρόβλημα 601—1 

1687. ΕύθεΙα ΑΓ, μήκους α, διαιρείται είς δύο τμήματα καί έπι 
έκαστου αυτών κατασκευάζομεν τετράγωνα. Νά 

σπουδασθοϋν αΐ μεταβολαί τοΰ αθροίσματος ζ* 
τών τετραγώνων τούτων. 

"Εστω ΑΒ = χ, ΒΓ = γ, χ -(- ν = α. 

ΘΑ δχωμεν 

— κ* + 7* + 2χγ, ζ* =τ χ* 4“ 7* = α* — 2χ ν. 

Τό μέγιστον συνεπώς τοΟ Αθροίσματος ζ Β 
Αντιστοιχεί είς τό έλΑχιστον τοΟ γινομένου 
χγ, δηλ. διΑ χ ή ν Ισον πρός τό μηδέν καί 
ΘΑ είναι Ισον πρός α*. Τό έλΑχιστον τοΟ 
ίδιου Αθροίσματος Αντιστοιχεί είς τό μέγι¬ 
στον τοΟ γινομένου χν τοΟτο δέ λαμβΑνε- 
ται οιΑ 




(§ 343) 


"Ωστε πιβχ (χ· + X*) = «* — -γ — ' 

Κατά ταΟτα, όταν τό σημεϊον διαιρέσεως Β εύρίσκεται είς τό 
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μέσον τής εύθείας ΑΓ, τό άθροισμα /} γίνεται έλάχιστον καί Ισον 
α* 

πρός — . Άπό τής θέσεως αυτής καί ύστερον αύζάνει καί διά 

Β = Γ ή Α λαμβάνει τήν μεγίστην αύτοΟ τιμήν α\ 

Παρατηρήσεις. 1) Εις τήν περίπτωσιν καθ* ήν τό σημειον διαι- 
ρέσεως Β εύρίσκεται έκτός τοΟ τμήματος ΑΓ, θά εΤχομεν 

α 2 χ 2 + ν 8 — 2χ ν, 

/ 2,Γ Χ > + ν , = αΗ2χν. 

καί τό άθροισμα /,* θά ηϋξανεν εις άπειρον μετά τών χ και ν- 
2) Φθάνομεν ταχύτερον ε[ς τόν προσδιορισμόν τοΟ ελάχιστου 
τοΟ Αθροίσματος δύο τετραγώνων, στηριζόμενοι έπί τής έπομένης 
γνωστής άρχής : Το έλάχιστον τον αθροίσματος όύο τετραγώνων , των 
(ίτιοίων τό άθροισμα των π/^νρών είναι σταθερόν, λαμβάνεται 0ιά τετρά· 
γωνα ίσα. 

"Εστωσαν, άλλωστε, χ = X - ζ αΐ πλευραί τών 

δυο τετραγώνων* τό άθροισμα τών τετραγώνων των είναι 

*· + 7— 2(τ + ·’)· 

α 

καί τό έλάχιστον αύτοΟ Αντιστοιχεί είς /. -- 0 δηλ. διά χ ~7 - —. 

Πρόβλημα 602 

1688. Ποιον τό μέγιστον Ικ τών εγγεγραμμένων είς δοθέν ορθογώ¬ 
νιον παραλληλογράμμων καί έχόντων 
τάς πλευράς παραλλήλους πρός τάς 
διαγώνιους αύτοΰ ; 

Άρχει νά Θεωρήσωμεν τό τέταρ¬ 
τον ΟΙΛΚ τοΟ τυχόντος έξ αύχών. 
Κατά τάς §§ 349 και 351, τό μέ- 
γιστον τοΟ μερικοΟ τούτου πα¬ 
ραλληλογράμμου λαμβάνεται διά 
ΛΞΖ = μέσον τής πλευράς ΑΒ. 
Είναι λοιπόν τό μέγιστον, ίκ τών 
έγραφομένων παραλληλογράμμων 
ρόμβος ΕΖΘΗ. 

Πρόβλημα 608 

1689 . Νά κατασκευασθΗ τό μέγι¬ 
στον ορθογώνιον έχ τγ5ν έχόντων δεδο- 
μένον άθροισμα τριών πλευρών. 

"Εστω ΑΒΓΔ τό όρθογώνιον 
τοΟτο καί 

ΔΑ + ΑΒ + ΒΓ = ΜΝ = λ. 

Διπλασιάζοντες τό όρθογώνιον κατά τό ΑΒΕΖ, παρατηροϋ- 
μεν άτι 2(ΑΒ + ΒΕ) = 2λ 

ή ΑΒ + ΒΕ = λ. 



είς τό όρθογώνιον ΑΒΓΔ, ό 
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Άγόμεθα οϋτω είς τήν κατασκευήν του μεγίστου όρθογωνίου 
ΑΒΕΖ έκ τών έχόντων Αθροισμα δύο διαδοχικών πλευρών βρισμέ¬ 
νον* γνωρίζομεν δέ άτι τούτο είναι τό τετράγωνον μέ πλευράν 

ΑΒ = ΒΕ = Α. 

Επομένως, τό ζητούμενον όρθογώνιον είναι έκεΐνο δι' δ : 

Α □ λ .ΟΙ- ΑΑ λ 

ΑΒ = — και ΒΓ — ΑΔ = . 

2 2 4 

λ λ λ 2 

*Η έπιφάνειά του είναι ίση πρός « 

Παρατήρησις. 1) Έάν θέσωμεν ΒΓ = χ καί ΑΒ = λ — 2χ, τό έμ- 
βαδόν του όρθογωνίου είναι Ε = χ(λ—2χ) καί τό μέγιστον αύ- 

τοΟ λαμβάνετσι διά χ = . Επομένως 

ρ λ /. λ \ λ’ 
ιηαχ. Ε = 2~/ = "8* " 

2) Έκ τής λύσεως του Ανωτέρω προβλήματος άγόμεθα είς τήν 
λύσιν καί τού έπομένου. 

Πρόβλημα 604 

1690* Έπί τής περιμέτρου δοθέντος όρθογωνίου ΑΒΓΔ και από των 
κορυφών του άρχόμενοι, λαμβάνομεν 
τμήματα ΑΕ = ΒΖ = Γθ = ΔΗ = χ, 
κατά τήν αυτήν φοράν διαγραφής τής 
περιμέτρου. Διά ποιαν τιμήν τοΰ μήκους 
χ τό έγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον 
ΕΗΘΖ γίνεται έλάχιστον; 

Τό έλάχιστον τοϋ έγγεγραμμένου 
παραλληλογράμμου λαμβάνετσι 6- 
ταν τό άθροισμα τών τεσσάρων τρι¬ 
γώνων τοΟ σχήματος είναι μέγιστον. Σχ. ιοββ. 

Τά δύο Τσα τρίγωνα ΕΒΖ, ΘΔΗ 

Εχουν άθροισμα έμβαδών χ (α — χ) τά δέ δύο άλλα χ (β — χ). 
Άγόμεθα Επομένως είς τήν σπουδήν τών μεταβολών τής συναρ- 
τήσεως 

Ύ = ( α + β — 2χ)χ 

ή τής ζ = (α + β-2χ)(2χ). 

Επειδή (α -|- β — 2 χ) + (2 χ) = α + β = σταθερόν μήκος, τό μέ- 
γιστον τής ποσότητος ζ λαμβάνετσι διά α + β — 2χ = 2χ, δηλ. 

διά χ = & , όπότε 

(«+»-*(=ί ι ))( 8 ΐ ί ·)- Λ ΐ 2 · 

και έπομένως 

ηιΐι». (ΕΗΘΖ) = (ΑΒΓΔ)- 7 . = αβ - - ( — + = 4αβ-(α-β)» 

ο ο 



Γεωμετρία 


54 
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1690 α . £(ε()χύνηαις. Υπάρχουν τρεις περιπτώσεις πρός έζέτασιν : 

ΐ) ^±! <β<α . 

ΑΙ τέσσαρες κορυφαΐ του έγγεραμμένου έλαχίστου παραλλη¬ 
λογράμμου εύρίσκονται, άνά μία, μεταξύ διαδοχικών κορυφών 
του όρθογωνίου 

2) ^±^- = β ή 3 β = α. 




Δύο τών κορυφών τοΰ έλαχίστου παραλληλογράμμου συμπί· 
πτουν πρός δύο άπέναντι κορυφάς τοΟ- όρθογωνίου (Σχ. 1089). 


3) 


° + β ^ ο 

— >β· 


Άπό γεωμετρικής άπόψεως, τό έλάχιστον λαμβάνεται πάλιν διά 
χ = ΑΕ = Γθ = β. (Σχ. 1090) 


Πρόβλημα 604—1 


1691. Δίδονται ευθεία ΑΓ, θέσει 



τό έμβαδόν τοΟ τραπεζίου Θά 


καί μεγέθει, ώς και ση|*εΙον Β. 
Έκ τοΰ Β φέρομβν τεμνουσαν 
τυχοΰσαν τής βΰθείας καί έκ 
των Α, Γ τάς καθέτους ΑΔ, 
ΓΕ έπ' αυτήν. 

Ποιον τό μέγιστον έκ των 
ουτω σχηματιζομενων τρα¬ 
πεζίων ; 

"Εστω ΔΕ τυχοΟσα τέ- 
μνουσα καί ΟΗ ή έκ τοΟ 
μέσου Ο τής ΑΓ κάθετος 
έπ* αότήν. Ή εύθεΐα ΟΗ 
θά είναι ή μέση βάσις τοΟ 
τραπεζίου ΓΕΔΑ καί &ν έκ 
τοΟ σημείου Η φέρωμεν τήν 
κάθετον ΗΛ έπί τήν ΑΓ, 
(§ 1566). 


ΟΗ. ΔΕ ΑΓ.ΛΗ, 
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ώς Αμέσως προκύπτει έκ τών όμοιων όρθογωνίων τριγώνων ΟΗΛ, 
ΑΓΡ' καί τής Αναλογίας 

2”- = -*£- ■ έζ ΟΗ . ΔΕ = ΑΓ . ΗΛ. 

Επειδή ή ευθεία ΑΓ είναι σταθερά, αί μεταβολαί τοΟ έμβα- 
δοΟ τοΟ τραπεζίου έζαρτώνται έζ έκείνων τοΟ μήκους ΗΛ. *Αλλά 
τό σημεϊον Η Ανήκει προφανώς εις τήν περιφέρειαν μέ διάμετρον 
ΟΒ* είναι έπομένως ιό μέγιστον τής ΗΛ ΐσον πρός τό μήκος τής 
καθέτου ΜΣΡ, τής διερχομένης διά τοΟ κέντρου Σ τής περιφέ¬ 
ρειας ΟΒ. 

Τό σημεϊον Β είναι ώρισμένον θέσει* άρα είναι ώρισμένη και 
ή άπόστασις ΒΝ=β, ώς καί ή διάμετρος ΟΒ = α* και έπειδή 

ΜΣΡ = ΣΡ + ΣΜ = -§- + -ξ- = 2+2.. 

Επεται δτι τό έμβαδόν τοΟ μεγίστου τραπεζίου ΑΖΘΓ θά είναι 
Τσον πρός 

(α + β) · δ, 

όπου 2 δ τό μήκος τής ευθείας ΑΓ. 

ΙΙαραχήρηοις. Είς τήν κάθετον ΡΜ' Αντιστοιχεί Εν δεύτερον μέ¬ 
γιστον· ή ΒΜ' τέμνει τήν εύθεϊαν ΑΓ μεταξύ Α καί Γ καί τό τρα- 
πέζιον Αντικαθίσταται ύπό τής διαφοράς τών τριγώνων ΑνΖ' καί 
Γνθ\ Ή διαφορά αϋτη είναι Τση πρός 

ΑΓ. ΡΜ' =26 = δ (« - β)· 

Δυνάμεθα νά θέσωμεν καί τό έπόμενον πρόβλημα: 

Διά σημείου Β περιφέρειας δο&είσης φέρομεν τ νχοϋσαν χορδήν, ώς και 
κα&έτσνς ίπ' αυτήν εκ τών άκρων στα&εράς διαμέτρου ΑΓ. Διά ποιαν &έ- 
οιν τής χορδής ή διαφορά τών αχηματιζομένων τριγώνων είναι μεγίστη ; 

Πρόβλημα 605 

1692 . ΕΙς ορθογώνιον ΑΒΓΑ νά περιγραφή τό μέγιστον ορθογώνιον 
χαί νά εύρεθί τό έμβαδόν αυτοί συναρτή¬ 
σει τών πλευρών τοΰ δοθέντος όρθογωνίου. 

Τό πρόβλημα τούτο Ανάγεται είς 
τό προηγούμενου (§ 1691). 

Έπί τής ΟΒ ώς διαμέτρου γράφο- 
μεν περιφέρειαν καί φέρομεν κάθετον 
ΜΛΝ έπί τήν ΑΓ, ώς καί τάς καθέτους 
ΑΕ, ΓΖ έπί τήν εύθεϊαν ΒΝ. Ή εύθεΐα 
ΕΒΝΖ είναι ή μία τών πλευρών τοΟ 
ζητουμένου όρθογωνίου. 

Πράγματι, τό τραπέζιου ΑΕΖΓ είναι 
κατά τά προηγούμενα μέγιστον καί 
μετά τοΟ συμμετρικού αύτοΟ ΑΗΘΓ, 
πρός τό κέντρον Ο τοΟ δοθέντος όρ- 
θογωγίου, συναποτελοΟν Εν όρθογώ- ν*. 100 2 . 

νιον περιγεγραμμένον είς τό ΑΒΓΔ 
καί μεγίστου έμβαδοΟ. 
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Έάν α, β είναι αΐ ττλευραί τοΟ άρχικοΟ όρθογωνίου, θά Ιχωμεν 
ΑΓ ^ V ο» + β> =6, ΒΛ = Α 

καϊ (ΑΒΓΔ) = αβ = ΒΡ.δ, ΒΡ = . 

Ο 

*Αφ’ έτέρου, εΤναι 

ΜΝ = ΜΛ + ΑΝ = + ΛΒ = || + Α . 

Καί έπειδή (ΑΕΖΓ)= ΑΓ.ΜΝ καί (ΕΖΘΗ) = 2 (ΑΕΖΓ), Επεται 
(ΕΖΘΗ) = 2 δ . (“§. + -*-) = ^±Α = Οψ*. . 

'Αντίστρόφως. Μία όρ&η γωνία ΒΑΔ (σχ. 1092) στρέφεται 7ΐερϊ την 
στα&εράν κορυφήν της Α» εοτωσαν 0έ Β, Δ αί τομαι τών πλευρών της και 
όνο στα&ερων παραλλήλων εύ&ειών ΕΖ χαί Ηθ. Δία ποίαν δέοιν τής γω¬ 
νίας τό όρβογώνιον τρίγωνον ΒΑΔ γίνεται έλάχιατον ; 

"Εστω ΑΕΗ ή κάθετος έπί τάς παραλλήλους, θά πρέπει νά 
λάβωμεν ΕΒ = ΕΑ, όπΛτε καί ΗΔ — ΗΑ. 


Σχήματα έγγεγραμμένα ή περιγεγραμμένα είς περιφέρειαν 

Πρόβλημα 606 

1693 . Νά έγγραφή είς κύκλον τό μέγιστον όρδογώνιον. 

1) Ή κατασκευή γίνεται δι* έφαρμογής τής τρίτης άρχής (§ 345). 

2) Διά τής έφαπτομένης (§ 350), άγόμεθα είς πολύ άπλήν κα¬ 
τασκευήν. 

3) Καί ή άπ' εύθείας σπουδή εύκόλως διεξάγεται. 

Πρόβλημα 607 

1694 . ΕΙς χά άκρα Α καί Β διαμέτρου ημιπεριφερείας φέρομεν τάς 
έφαπτομένας αυτής καί θεωρούμεν μίαν μετα¬ 
βλητήν τρίτην έφαπτομένην ΔΓ περατουμένην είς 
τάς δύο πρώτας. 

Ποιον τό έλάχιατον έκ τών περιγεγραμμένων 
είς την ήμιπεριφέρειαν τραπεζίων ΑΒΓΔ; 

*Η άκτίς είς τό σημεϊον έπαφής καί αί εύ- 
θεΐαι ΟΓ, ΟΔ διαιροΟν τό τραπέζιον είς τέσ- 
σαρα τρίγωνα Ισα άνά δύο* είναι άρα τό 
τρίγωνον ΓΟΔ τό ήμισυ τοΟ τραπέζΙου καί 
τό έμβαδόν τοΟ τελευταίου Τσον πρός ρ . ΔΓ. 
Γίνεται, έπομένως, τό τραπέζιον έλάχιατον διά τήν έλαχίστην 
έφαπτομένην ΓΔ, 8ηλ. διά θέσιν αύτής παράλληλον πρός τήν διά¬ 
μετρον ΑΒ, όπότε τό τραπέζιον άποβαίνει τό ήμισυ τοΟ περιγε- 
γραμμένου είς τήν περιφέρειαν τετραγώνου. 

Παρατηρήσεις. 1) Συμφώνως πρός μίαν^γνωστήν Λσκησιν (§ 1566), 
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διά τό έλάχιστον τής έφαπτομένης ΓΔ πρέπει καί άρκεϊ τό μήκος 
Ο Η νά εΤναι έλάχιστον, δηλ. Ισον πρός τήν άκιϊνα. 

2) Έχ τής σπονδής διά τήν έλαχίοτην επιφάνειαν τον 7ΐεριγεγ ραμμένου 
τραπεζίου, έπεται ευκόλως και ή ενρεσις τον ελάχιστης περιμέτρου τον 
Ιδιου οχήματος. 

Πράγματι, 

(ΑΒΓΔ) = -£- (ΑΔ + ΔΓ + ΓΒ), (ΑΖΕΒ) = (ΑΖ 4- ΖΕ 4- ΕΒ). 

Άλλ* είναι, ώς έδείχθη 

(ΑΖΕΒ) < (ΑΒΓΔ)· 

άρα περίμετρος (ΑΖ + ΖΕ + ΕΒ) < περιμέτρου (ΑΔ + ΔΓ + ΓΒ). 

Ανάλογα παρατηροΟμεν καί διά τά ζητήματα τών §§ 1695, 
1699, 1707. 

θεώρημα 607—I 

1606 . Νά σπουδασθοΰν αί μεταβολαί της έπιφανείας ενός Ισοσκε¬ 
λούς τραπεζίου περιγεγραμμένου είς 
δοθεΐσαν περιφέρειαν. 

Και τό ζήτημα τοΟτο είς τό προ- 
ηγούμενον άνάγεται. Δυνάμεθα δέ 
νά έπιληφθώμεν αύτοΟ κατά τόν 
έπόμενον πολύ άπλουν τρόπον : 

Ή διά του κέντρου παράλληλος 
πρός τάς βάσεις ΛΡ είναι ή μέση 
βάσις τοΟ τραπεζίου· έπομένως 

Ε = (ΑΒΓΔ) = ΜΜ . ΛΡ. «**· 

Επειδή ή ΛΡ είναι ή μόνη με¬ 
ταβλητή καί τό μήκος αυτής αύξάνει μετά τής κλίσεως τών μή 
παραλλήλων πλευρών τοΟ τραπεζίου, εΤναι φανερόν ΰτι τό έλάχι- 
στον αύτοΟ λαμβάνεται διά ΛΡ = 2α, δηλ. όταν τό τραπέζιον 
άποβή τετράγωνον, θά είναι τότε: 

ηήη. Ε = 4α% 

Πρόβλημα 607-11 

1696 α . Νά χατασχευασθή περιγράφιμον ισοσκελές τραπέζιον έχ τής 
άχτΐνος τής έγγεγραμμένης περιφερείας χαι τής περιμέτρου αυτού. 

"Έστω 8τ ή περίμετρος, θά Βχωμεν (σχ. 1094); 

ΑΗ = ΑΜ, ΒΗ = ΒΝ 

ΑΜ 4- ΒΝ = ΑΒ = ~ = 2τ. 

Επομένως, Ο Λ == μέση βάσις = τ. 

Αρκεί έπομένως νά ληψθή ή ΟΛ Γση πρός τό όγδοον τής πε¬ 
ριμέτρου καί έκ τοΟ Λ νά* άχθη ή εφαπτομένη έπί τήν περι¬ 
φέρειαν. 
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Πρόβλημα 607—III 

1696 . Έκ σημείου Α Εξωτερικού δοδείσης περιφέρειας (Ο), νά άχθη 
τέμνουσα αυτής ΑΒΓ χοιαύχη, ώσχε χό χρίγωνον ΒΟΓ νά είναι χο 

μέγιστον. 

’Άν ΓΔ τό έπί τήν ΟΒ ϋψος τοΟ 
τριγώνου ΒΟΓ, ιό έμβαδόν αύτοό είναι 

ΟΒ.ΓΔ ΓΔ 

■> Ρ * ο * 



Ε = 


Επειδή ΓΔ<ρ, τό μέγιστον τοΟ Ε 
λαμβάνεται διά γωνίαν ΒΟΓ = 90°. 
Επειδή τότε ΓΔ = ρ. 

"Αν ΕΟΖ είναι τό μέγιστον τούτο τρίγωνον, ή πλευρά ΕΖ 
είναι ή πλευρά τοΟ έγγεγραμμένου είς τήν περιφέρειαν τετραγώ¬ 
νου, ή δέ ζητουμένη τέμνουσα είναι Εφαπτομένη τής περιψερείας 

ρΥ2 

2 


μέ κέντρον Ο καί άκτΐνα 


Πρόβλημα 607—IV 


1697 * Διά σημείου Α, νά άχθή τέμνουσα ΑΒΓ περιφερείας (Ο) 
χοιαύχη, ώσχε, &ν άχθή και ή άκχις ΟΕ κάθετος έπί χήν χέμνουσαν, χο 
τετράπλευρο* ΒΟΓΕ νά είναι χό μέγιστον. 


Επειδή: 


(ΒΟΓΕ) = 


ΟΕ.ΒΓ ρ.ΒΓ 
2 ~ 2 


άρκεΐ ή ΒΓ νά άποβή ή μεγίστη χορδή. Θά πρέπει λοιπόν νά φέ- 
ρωμεν διά τοΟ Α διάμετρον τής περιφερείας, όπότε 

πΐ3.χ. (Β0ΓΕ) = ρ 8 . 

% 

Πρόβλημα 607 - V 


1697 α. Νά σπουδασθουν αί μεχαβολαΐ χής έπιφανείας τετράπλευρου 
όρθοδιαγωνίου, έγγεγραμμένου είς περιφέρειαν (Ο) καί διατηροΰνχος 
σταθερόν καί Εσωτερικόν χής (Ο) χό σημεΐον τομής Κ χών διαγωνίων 
αύτοϋ. 

"Εστωσαν 2 α, 2 β αί διαγώνιοι, δ ή άπόστασις τοΟ κέντρου 
άπό του σημείου Κ καί ρ ή άκτίς τής περιφερείας. 

Τό έμβαδόν τοΟ τετρα^ιλεύρου είναι 2αβ καί, κατά Εν θεώ¬ 
ρημα τοΰ 'Αρχιμήδονς, τό άθροισμα τών τετραγώνων τών διαγώ¬ 
νιων αύτου θά είναι (§ 1325) 

4 α 3 -|-4 β 3 = 8 ρ 2 — 4 δ 3 , 

"Αρα α 9 + “ 2 ρ 8 — δ*. 

καί κατά τήν τρίτην άρχήν (§ 345), τό γινόμενον αβ καθίσταται 
μέγιστον όταν 

α = β 

καί έλάχιστον όταν αί χορδαί αΰται Εχουν διαφοράν άπ* άλλή- 
λων μεγίστην. 

Είς τήν πρώτην περίπτωσιν, αί διαγώνιοι πρέπει νά είναι Γσον 
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κεκλιμέναι πρός τήν διάμετρον ΟΚ, τό ήμιαυ δέ του κοινοΟ των 
μήκους θά είναι 



όπότε πι&χ . έμβαδοΟ = 2 αβ = 2 ρ 9 — 6*. 

Εϊς τήν δευτέραν περίπτωσιν, ή μία τών διαγωνίων θά εΐναι ή 
διάμετρος διά του Κ· τής άλλης τό μήκος θά εΐναι 2β^2]ί ρ 9 —6 9 . 
Επομένως, 

ιπΐη. έμβαδοΟ = 2 αβ = 2 ρ V ρ’ - δ 3 (βλ. § 1700). 

Πρόβλημα 608 

1698, Έπί δύο τμημάτων ΑΒ, ΒΓ διαμέτρου ήμιπεριφερείας ΑΔΓ 
γράφομεν άλλας ΑΕΒ, ΒΖΓ, έσωτερικάς τής 
πρώτης. Ποιον τό μέγιστον τοϋ μεταξύ των 
ήμιπεριψερειων χωρίου ΑΈΒΖΓΔΑ; 

1ος Τρόπος . Επειδή τά έμβαδά τών Ημι¬ 
κυκλίων εΐναι άνάλογα τών τετραγώ¬ 
νων τών άντιστοίχων άκτίνων, άρκεϊ νά 
συγκρίνωμεν τά τετράγωνα χ*, ν 9 , ρ 9 
(Σχ. 1096). 

Τό μέγιστον τής διαφοράς ρ 9 —(χ 9 +7*) 
λαμβάνεται διά τό έλάχιστον του άθροί- 
σματος χ 9 + ν 9 · καί έπειδή χ + \' = ρ, τό 
τελευταίου τοΟτο συμβαίνει διά χ = τ 
(§ 1687). 

θά είναι τότε 



καί έπομένως 

Ρ 3 Ρ 3 

ιπίπι. Ε = ρ 9 -— = —γ · 

Εΐναι δηλ. τό έλάχιστον χωρίον Ε Ισοδύναμον πρός τόάθροι- 
σμα τών δυο ήμικυκλίων μέ διαμέτρους Εκαστον τό ήμισυ τής δια¬ 
μέτρου ΑΓ. 

2ος Τρόπος. Γνωρίζομεν δτι τό θεωρηθέν καμπυλόγραμμου χω¬ 
ρίον, ή αρβηλος τον * Αρχιμήδονς, είναι Ισοδύναμον πρός τήν περιφέ¬ 
ρειαν μέ διάμετρον τήν κάθετον ΒΔ (§ 1579). Γίνεται άρα μέγι¬ 
στον διά ΒΔ = ρ, ή διά Β συμπϊτττον πρός τό κέντρον τής ήμιπε- 
ριφερείας ΑΓ. 

Πρόβλημα 608—1 

1699, Νά περιγραφή βΐς δοθεΐσαν περιφέρειαν ό έλάχιστος ρόμβος. 

1) Άρκεϊ τό τέταρτον ΑΟΓ τοΟ ρόμβου τούτου νά είναι τό 
έλάχιστον καί τοΟτο συμβαίνει δταν ή έφαπτομένη ΑΒΓ διαιρήται 
είς δύο Τσα μέρη ύπό τοΟ σημείου έπαφής Β (§ 367, Μέϋοόοι ). 

Είναι έπομένως ό έλάχιοτος ρόμβος τό περιγεγραμμένον τετράγωνον. 

2) Θά ήδυνάμεθα έπίσης νά παρατηρήσωμεν, δτι τό έμβαδόν 



Σχ. 1090. 
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τοΟ τετάρτου του ρόμβου είναι Τσον πρός ΔΖ . -2- καί γίνεται συνε- 



Σ*. 1037. 


πώς έλάχιστον όταν καί τό ΔΖ γίνη 
έλάχιστον. 

Άλλ' είναι ΔΖ = ΔΕ 4* ΕΖ 
καί ΔΕ . ΕΖ = ρ 8 . 

Τό έλάχιστον κατά συνέπειαν μή¬ 
κος ΔΖ λαμβάνεται διά ΔΕ = ΕΖ. 

Πρόβλημα 608— II 

1699 α. Νά περιγραφή είς δοθεΐσαν 
περιφέρειαν ρόμβος δοθέντος έμβαδοΰ 2 ^ 2 - 


θά δχωμεν ΟΕ . ΔΖ = 1:* καί ΔΖ = . 

ΕΤναι γνωστόν έπομένως τό τελευταϊον τούτο μήκος και τό 
πρόβλημα άνάγεται ε(ς τό έπόμενον: 


Πρόβλημα 608-ΙΙΙ 


1699β. Νά κατασκευασθή ρόμβος έχ τής πλευράς του καί τής ακτί¬ 
νας τής έγγεγραμμένης περιφερείας, ή, νά κατασκευαστή τρίγωνον ορ¬ 
θογώνιον έκ τής ύποτεινούσης καί τοΰ έπ’ αυτήν ύψους. 

1) Διά τήν λύσιν τοΟ άνωτέρω προβλήματος δυνάμεθα νά 
άνατρέξωμεν είς τήν § 214 ή, κατά τήν άλγεβρικήν μέθοδον, νά 
όρίσωμεν τά τμήματα ΔΕ, ΕΖ καί έξ αύτών τά Ο Δ καί ΟΖ. 
Πράγματι 

ΔΕ + ΕΖ = ΔΖ = — 

Ρ 

καί ΔΕ.ΕΖ = ΐ£ 3 . 

2) Ή λύσις τοΟ προβλήματος τον ΟβτΙενί (βλ. έπμ., § 1722), όρί- 
ζει άπ’ εύθείας τά μήκη ΟΔ καί ΟΖ. 


Πρόβλημα 609 


1700, Δίδονται περιφέρεια (Ο) καί σήμεΐον Α. Ζητείται νά άχθοΰν 
διά τοΰ Α δύο εύθεΐαι κάθετοι έπ* άλλήλας είς τρό¬ 
πον, ώστε τό έγγεγραμμένον τετράπλευρον, μέ διάγω* 
νίους τάς έπί των ευθειών τούτων χορδάς τής περι¬ 
φέρειας, νά εχη τό μέγιστον έμβαδόν (βλ. § 1 697 α). 

Έστω λελυμένον τό πρόβλημα καί ΒΔΓΕ τό 
τετράπλευρον. 

Τό έμβαδόν αύτοΟ είναι — ή 2ΒΘ.ΖΕ 

**· 1098. καί μέγιατον τοΟ γινομένου τούτου λαμβά- 

νεται ταυτοχρόνως μετά τοΟ μεγίστου του τε¬ 
τραγώνου τοϋ ΒΘ 8 . ΖΕ* ή του (ρ* — Οθ 8 ) (ρ 8 — ΟΖ*). 
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Επειδή τό άθροισμα τών δύο παραγόντων του τελευταίου τού¬ 
του γινομένου είναι 

2 ρ» — (Οθ 3 + ΟΖ’) = 2 ρ’ — α Β , 

άψοΟ Οθ ί + ΟΖ 5 = α-, τό μέγιστον αύτοΟ λαμβάνεται όταν οΐ 
παράγοντες αυτοί καταστοΟν ίσοι, δηλ. όταν 

ΟΖ·=ΟΘ>= 

θά πρέπει, λοιπόν, αί χορόαι νά είναι ίσον κεκλιμένοι προς την διά¬ 
μετρον ΟΑ. 

θά ίχωμεν τότε 

Βθ» = ΖΕ» = ρ» - -ΞΙ 

καί έπομένως 

(ΒΔΓΕ) = 2 . Βθ . ΖΕ = 2 . Βθ 9 = 2ρ 3 - α». 

Παρατήρηοις. Άνάλογον λύσιν εύρίσκομέν καί εις τήν περίπτω- 
σιν καθ* ήν αί διαγώνιοι τέμνονται ματά τυχουσαν σταθερών 
γωνίαν. 

Πρόβλημα 610 

1701 . Νά έγγραφή βϊς ημικύκλιον τό μέγιστον τετράπλευρου, έκ τών 
έχόντων τήν διάμετρον ώς μίαν πλευράν αυτών. 

Λαμβάνομεν τοΟτο κατά τόν τρόπον, δστις έξετέθη είς τάς Με¬ 
θόδους, § 354, θεωροΟντες κατ’ άρχάς μίαν τών πλευρών τοϋ με¬ 
ταβλητού τετραπλεύρου ώς σταθερών. 

Πρόβλημα 610—I 

1702. Δίδονται ευθεία χν, περιφέρεια (Ο) και σταθερά διάμετρος 
ΑΒ αυτής. Έστω δέ ΓΔ χορδή παράλληλος 
πρός τήν χν, τής οποίας ή καθέτως πρός τήν 
χν προβολή έπΐ τήν διάμετρον είναι ή ΕΖ. 

Ποιον τό μέγιστον έκ τών οΰτω δριζομέ* 
νων τραπεζίων ΕΓΔΖ ; 

1ος Τρόπος. Προεκτείνοντες τάς ΓΕ, ΔΖ, 
λαμβάνομεν τό έγγεγραμμένον όρθογώ- 
νιον ΓΔΔ'Γ', διπλάσιου του τραπεζίου. 

Τό όρθογώνιον τούτο γίνεται μέγιστον 
όταν άποβή τετράγωνον, δηλαδή διά 

0 ν“2" _ Σ*. 1099. 

ΟΘ = £_ΐ_ί- καί ΓΔ = ρ V 2. 

2ρς Τρόπος. Τό έμβαδόν του τραπεζίου ΕΓΔΖ εΤναι Τσον πρός 
2.ΓΘ.ΟΘ. Επειδή δέ Γθ 9 -|- ΘΟ 9 = ρ 3 , τό μέγιστον του γινομέ¬ 
νου τούτου λαμβάνεται διά 

ΟΘ = ΓΘ = ρ ^ 2 ~ · 

Κατασκευή. * Αρκεί νά ληφθή έπί τής καθέτου Ο Η τμήμα 

οθ= Ρ-Ρ-. 
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Πρόβλημα 611 

1703 . Δίδεται ευθεία χν, περιφέρεια (Ο) καί σταθερά διάμετρος 
ΑΒ αυτής. Φέρομεν χορδήν ΓΔ παράλληλον προς την χν καί προβάλ- 

λομεν αυτήν κατά τό τμήμα ΕΖ έπί 
την σταθεράν διάμετρον. 

Ποιον τό μέ γιο τον έκ των τραπε¬ 
ζίων ΕΓΔΖ; 

Έστω λελυμένον τό πρόβλημα 
καί ΓΔ ή χορδή διά τό μέγιστον 
τραπέζιον. Έκ τοϋ κέντρου Ο φέρο¬ 
μεν κάθετον ΟΜ έπί τήν εύθειαν 
χν, διερχομένην φυσικά διά του μέ¬ 
σου θ τής ΓΔ, καθώς καί τήν κά¬ 
θετον ΘΗ έπί τήν διάμετρον ΑΒ. 
θά Εχωμεν : 

θη = ΓΙ_+_^. 

*Η δέ ΘΡ, παράλληλος πρός τήν 
διάμετρον, θά είναι ΐση πρός τήν 




Άφ’ έτέρου, τό ήμισυ τοΟ έμβαδοΟ τοΟ τραπεζίου δίδεται ύπό 
τοϋ γινομένου ΘΡ . ΘΗ. Καί έπειδή έκ τών όμοιων τριγώνων 
ΟΘΗ, ΓΘΡ λαμβάνομεν 


ΘΡ^ _ ΘΗ _ _ΜΝ 
ΘΙ-"ΘΟ* ~ ΜΟ 


= σταθερός λόγος, 


τό γινόμενον ΘΡ. ΘΗ μεταβάλλεται άναλόγως τοϋ γινομένου 
ΘΓ.ΘΟ. 

Άλλ’ είναι 

ΘΟ 3 + ΘΓ 3 = ρ 1 = στ'αθ., 

καί έπομένως τό μέγιστον του γινομένου ΘΓ . ΘΟ Αντιστοιχεί είς 


ΘΓ = ΘΟ = 


Ρ ^ 2 
2 


Ρ 


Αρκεί λοιπόν νά λάβωμεν έπί 

Ί*. , κλπ. 

2 


τής ΟΜ τμήμα Οθ Τσον πρός 


1703α · Παραχηρηαεις. 1) Τό έμβαδόν τοϋ τραπεζίου ΕΖΔΓ εΤναι 
Τσον πρός 2ΡΘ.ΘΗ ή πρός 


2 ΓΘ · 0 Θ ·Η!Γ. = 2 


/ρ Υ2γ ΜΝ·_ , ΜΝ» 

V 2 ) ' ΜΟ?~ ρ ' ΜΟ* 


2) Ό λόγος 


ΜΝ 

ΜΟ 


έξαρτδται έκ τής κλίσεως α τής διευθύνσεως 
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χν πρός τήν διάμετρον ΑΒ καί είναι ΐσος πρός τό συνημίτονον 
τής γωνίας α. 'Ώστε 

(ΕΖΔΓ) = ρ 3 συν 2 α. 

Διά τής χρήσεως τών τριγωνομετρικών τύπων λαμβάνομεν τα- 
χύτερον : 

ΘΗ = Οθ συν α, ΘΡ = Γθσυνα 

καί 

(ΕΖΔΓ) = 2 ΘΗ , ΘΡ = 2 . ^ συν 3 α = ρ 2 συν 2 α. 

3) Διά μίαν ώρισμένην διεύθυνσιν χν, ή χορδή ΓΔ διά τό 
μέγιστον τραπέζιον συναντά τήν διάμετρον ΑΒ είς σημεϊον Λ, 
έξαρτώμενον μόνον έκ τής κλίσεως τής χν. Πράγματι, 

ρνΓ 

ΟΛ _ 1 ΟΛ ^ 2 = ρΥ2 

Οθ ημ α η ημ α 2 ημ α 

Πρόβλημα 611 — 1 

1704 . Δίδονται δύο περιφέρειαι ομόκεντροι καί ζητείται νά έγγραφη 
είς αύτάς όρθογώνιον δοάέντος έμβα- 
δοΰ και του δποίου μία των πλευ¬ 
ρών νά είναι χορδή τής μιας περιφε- 
ρείας και ή άπέναντι αυτής πλευρά 
χορδή τής έτέρας. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυ- 
μένον καί Εστωσαν ρ, σ αΐ άκτϊνες 
τών δύο περιφερειών, θεωρήσωμεν 
τό όρθογώνιον ΑΡΠΒ, ήμισυ τοΟ 
ζητουμένου, ή καί τό ήμισυ του όρ- 
θογωνίου αύτοΟ τρίγωνον ΑΟΒ. 

• θά είναι **· « Μ · 

(ΑΟΒ) = -^ ή ρο=^~. 
δπου υ τό έπί τήν ΟΑ Οψος του τριγώνου· Επομένως 





καί τό τρίγωνον ΑΟΒ είναι κατασκευάσιμον, άφοΟ γνωρίζομεν 
δύο ’πλευράς αύτοΟ καί τό έπί τήν μίαν αύτών ύψος. 

Έκ τής κατασκευής τοΟ τριγώνου τούτου καθίσταται γνωστόν 
τό μήκος ΟΔ κλπ. 

Διερεννησις. ΑΙ μεταβολαί τοΟ έγγεγραμμένου όρθογωνίου έξαρ- 
τώνται έξ Εκείνων τοΟ τριγώνου ΑΟΒ. 

Τό Εμβαδόν αυξάνει μετά τής γωνίας ΑΟΒ = ω καί μέχρι τής 
τιμής ω = 90*, όπότε υ = σ. Άπό τής τιμής αύτής καί ϋστερον τό 
έμβαδόν έλαττοΟται μέχρι μηδενισμοΟ διά ω = 180*. 
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Μέγιστον. Διά υ = σ, αί άκτΐνες ρ καί σ εΤναι κάθετοι έπ* άλ- 
λήλας καί τό Οψος υ λαμβάνει τήν μεγίστην αύτου τιμήν. Επο¬ 
μένως 

1 I *. 2 

πιβχ. (ΑΟΒ) = — ρ. σ = · 


θά είναι τότε 

ΑΒ=ν^+^; 


ΟΔ = 


2V ρ»+ο ,_ ’ 


Πρόβλημα Θ12 


1705· Νά έγγραφή είς περιφέρειαν χό μέγιστον τρίγωνον. 


1ος Τρόπος. Τό τρίγωνον 



Ισόπλευρον. 


τοϋτο θά πρέπει νά είναι τό Ισόπλευ¬ 
ρον. "Εστω πράγματι ΑΒΓ τυχόν 
τρίγωνον έγγεγραμμένον είς τήν πε¬ 
ριφέρειαν καί ΑΔ ή έκ τοΟ Α πα¬ 
ράλληλος πρός τήν βάσιν ΒΓ. Έάν 
τό τρίγωνον δέν εΤναι ισοσκελές, ή 
ευθεία ΑΔ θά είναι χορδή καί όχι 
έφαπτομένη τής περιφερείας ή, μέ 
άλλους λόγους, τό τρίγωνον ΟΒΓ 
θά εΤνσι μεγαλύτερον του ΑΒΓ. 

θά πρέπει λοιπόν διά τό μέ¬ 
γιστον τρίγωνον ΑΒΓ νά είναι 
ΑΒ = ΑΓ. Καί έπειδή όμοιοι συλ¬ 
λογισμοί μάς πείθουν ότι θά πρέ¬ 
πει νά είναι καί ΓΒ = ΓΑ, συμπε- 
ραίνομεν ότι τό μέγιστον έγγεγραμ¬ 
μένον τρίγωνον πρέπει νά εΐναι τό 


2ος Τρόπος. "Εστω ΜΟΝ τό μέγιστον τρίγωνον καί Ισοδύναμον 
πρός τό άρθογώνιον ΟΡΜΛ. Επειδή τό μέγιστον έκ τών όρθογω- 
νίων ΟΡΜΛ, τών έχόντων αίαν τών κορυφήν έπί του τόξου ΟΔΜΓ 
καί δύο πλευράς έπί τών ΟΧ καί ΟΥ, είναι έκεινο διά τό όποιον 
ή κορυφή Μ εΤναι τό σημεΐον έπαφής μιας έφαπτομένηζ ΕΜΖ 
διαιρούμενης είς δύο ίσα τμήματα ύπό του σημείου αύτοΟ (Μέ&ο- 
6οι , § 360), συμπεραίνομεν δτι θά εΤναι ΕΜ = ΟΕ καί δτι έπομέ- 
νως τό τρίγωνον ΕΖΘ θά είναι ισόπλευρον. "Αρα καί τό τρίγω¬ 
νον ΟΜΝ τών μέσων τών π>ευρών τοΟ ΕΖΘ θά εΤναι έπίσης 

Πρόβλημα 612—1 

1706. Δίδονται δύο σημεία Α καί Ο καί ζη¬ 
τείται νά γραφή περιφέρεια με χέντρον Ο 
χοιαύχη, ώστε αί έκ τοΰ Α έφαπτόμεναι πρός 
αυτήν, ΑΒ, ΑΓ, νά ορίζουν τό μέγιστον τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ. 

Ποιον τό μέγιστον έκ των τετράπλευρων 
ΑΒΟΓ ; 

1) Τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ θά εΤναι 
έγγεγραμμένον είς τήν σταθερόν περιφέρειαν μέ διάμετρον ΟΑ 


Ισόπλευρον. 
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καί γίνεται κατά τά προηγούμενα (§ 1705) μέγιστον ΰταν άποβή 
Ισόπλευρον, θά εΤναι οέ τότε 



2) Τό τετράπλευρον ΑΒΟΓ εΤναι διπλάσιον τοϋ όρθογωνίου 
τριγώνου ΑΒΟ. Καί έπειδή ή ύποτείνουσα τούτου ΟΑ εΤναι στα¬ 
θερά, τό έμβαδόν του γίνεται μέγιστον διά τό μέγιστον έπί τήν 
ΟΑ ύψος ΒΗ. 

θά πρέπει έπομένως διά τό μέγιστον τών τριγώνων ΟΑΒ νά 
εΤναι ΒΗ = α ή ΟΔ = ΑΔ. Συνεπώς, τό μέγιστον τών τετράπλευ¬ 
ρων ΟΒΑΓ εΤναι τό έγγεγραμμένον είς τήν περιφέρειαν (ΑΟ) 
τετράγωνον. 

Πρόβλημα 613 

1707 . Νά περιγραφή είς περιφέρειαν τό έλάχιστον τρίγωνον. 

Τούτο εΤναι τό Ισόπλευρον τρίγωνον. 

1ος Τρότιος άποδείξεως. Επειδή τό έμβαδόν ένός περινεγραμμέ- 
νου είς περιφέρειαν πο¬ 
λυγώνου εΤναι γινόμε¬ 
νον τοΟ ήμίσεος τής πε¬ 
ριμέτρου του έπί τήν 
άκτϊνα, αΐ μεταβολαί 
αύτοΟ θά έξαρτώνται έξ 
έκείνων μόνον τής περι¬ 
μέτρου. Καί έπειδή, ά- 
κόμη, άπεδείξαμεν ΰτι, 
έκ τών περιγεγραμμένων 
είς δοθεΐσαν περιφέρειαν 
τριγώνων μέ σιαθεράν 
μίαν πλευράν, τό έλάχι¬ 
στον εΤναι τό Ισοσκελές 

1080), συμπεραίνομεν 
αμέσως δτι τό έλάχιστον τών περιγεγραμμένων τριγώνων εΤναι 
τό 6χον τάς πλευράς του άνά δύο Τσας. Δηλαδή τό Ισόπλευρον 
τρίγωνον. 

2ος Τρόπος άποδείξεως. "Εστω ΒΑΓ τό έλάχιστον τρίγωνον καί 
ΒΘΑ τό ήμισυ αύτου. θά δείζωμεν δτι τό σημεΐον έπαφής Δ τής 
πλευράς ΑΒ μετά τής περιφερείας εΤναι τό μέσον τής πλευράς 
ταύτης. 

"Εστω πράγματι ΛΔΜ τυχοΟσα τέμνουσα άγομένη διά τοΟ μέ¬ 
σου Δ τής ΑΒ. θά Ιχωμεν (§ 367) 

(ΘΜΛ)>(ΘΑΒ) καί (ΘΙΚ)> (ΘΜΛ), 
δποό ΙΚ έφαπτομένη παράλληλος τής Μ Λ. Κατά μείζονα έπομέ¬ 
νως λόγον 

(ΘΙΚ)>(ΘΑΒ). 

καί ή έφαπτομένη ΙΚ — δι’ ήν τό ·σημεΐον έπαφής δέν διχοτομεί 
αύτήν — δέν δύναται νά εΤναι πλευρά τοΟ έλαχίστου τριγώνου. 

Θά πρέπει λοιπόν διά τό έλάχιστον τρίγωνον ΑΒΓ νά εΤναι 
ΔΑ = ΔΒ = ΘΑ 

καί τούτο έπομένως Ισόπλευρον. 
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Παρατήρησις . Είς τό μέγιστον έγγεγραμμένον τρίγωνον ΔΖΘ 
άνχιστοιχεϊ τό έλάχιστον περιγεγραμμένον ΑΒΓ (§ 1705). 

Άναλόγους Ιδιότητας άνευρίσκομεν καί διά πολλά άλλα, προ¬ 
ηγουμένως έξετασθέντα, προβλήματα. 

Πρόβλημα 614 

1708. ΕΙς ημικύκλιον ΑΒΓ νά έγγραφή τό μέγιστον τραπέζιον. 

"Αν καί ή γενική λύσις έδόθη είς τάς Μεθόδους (§ 365), κρίνο- 
ιιεν χρήσιμον νά έφαρμόσωμεν άπ’ ευθείας την μέθοδον ταύτην 
επί τοΟ προκειμένου προβλήματος. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον, ΑΒΔΓ τό ζητούμενον 
τραπέζιον καί θ ή τομή τής ΔΒ μετά τής έφαπτομένης είς Α. 
Επειδή τά τρίγωνα ΔΓΖ, ΑΒΘ είναι ΐσα, τό τραπέζιον είναι 

Ισοδύναμον πρός τό όρθογώνιον 
ΑΖΔΘ. ΤοΟτο δέ γίνεται, ώς γνω¬ 
στόν, μέγιστον έάν ή έφαπτομένη 
ΗΔΑ διχοτομήται ύπό τοΟ σημείου 
έπαφής Δ. 

*Αφ* έτέρου, τό όρθογώνιον ΑΖΔΘ 
εΤναι Ισοδύναμον πρός τό τρίγωνον 
ΑΔΚ* έπειδή δέ τό μέγιστον τρίγω¬ 
νον ΑΔΚ είναι τό Ισόπλευρον, δι' δ 
ΔΓ = ΑΒ =- ρ, συμπεραίνομεν άμέ- 
σως ότι τό ζητούμενον μέγιστον τρα¬ 
πέζιον εΤναι τό ήμισυ ΑΒΔΓ ένός 
κανονικού καί έγγεγραμμένου είς 
τήν περιφέρειαν έξαγώνου. 

Πρόβλημα 614—1 

1709. Δίδονται δύο σημεία Α και Γ επί διαμέτρου ημιπεριφερείας 

καί είς ϊσας αποστάσεις από τοΰ κέν¬ 
τρου Ο. Ζητείται νά άχθ^ χορδή 
ΒΔ παράλληλος πρός τήν διάμετρον 
καί τοιαύτη, ώστε τό τραπέζιον 
ΑΒΔΓ νά είναι τό μέγιστον. 

Έργαζόμεθα ώς καί προηγου¬ 
μένως* ή έφαπτομένη ΗΔΑ θά 
πρέπει νά διχοτομήται εις τό ση- 
μεΐον έπαφής Δ. (Βλ. § 1712 β). 

Πρόβλημα 614—11 

1710 . Έστω ημιπεριφέρεια ΑΒΓ 
καί χορδή ΔΕ παράλληλος πρός 
τήν διάμετρον ΑΓ. Έκ των Δ καί 
Ε φέρομεν καθέτους ΔΘ, ΕΖ έπί τήν διάμετρον καί σχηματίζομεν τό 
πεντάγωνον ΘΔΒΕΖ, τοΰ οποίου ή κορυφή Β είναι τό μέσον τοΰ 
τόξου ΔΕ. 

Διά ποίαν θέσιν τής χορδής ΔΕ τό πεντάγωνον τοΰτο γίνεται μέγιστον; 

"Οταν ΒΔ = ΒΕ = ρ. Επειδή θά είναι τότε τό πεντάγωνον τό 
ήμισυ τοΟ έγγεγραμμένου κανονικού έξαγώνου. 
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Παραιήρησίς. ^Ομοίως συλλογιζόμενοι εύρίσκομεν καί τό μέγι- 
στον έγγεγραμμένον τραπέζιον είς ήμιπερι- 
φέρειαν—ύπό τήν προϋπόθεσιν 6τι γνωρίζο- 
μεν 8τι τό μέγιστον έγγεγραμμένον έξάγωνον 
εΤναι τό κανονικόν. 

Άντιστρόφως, έκ τοΟ μεγίστου έγγεγραμ- 
μένου τραπεζίου (§ 1708) δυνάμεθα νά συ- 
ναγάγωμεν 6τι τό μέγιστον έγγεγραμμένον 
έξάγωνον είναι τό κανονικόν. 

Πρόβλημα 614-ΙΙΙ 

1711 . Έσχωσαν ΒΔ = ΒΕ = ρ δύο χορδαί ή- 
μιπερίφερείας άκχΐνος ρ, Δθ, ΕΖ αΐ κάθετοι έπι 
σταθεράν διάμετρον ΑΓ (Σχ. 1107). Διά ποιαν θέσιν τού σημείου Β τό 
πεντάγωνον ΘΔΒΕΖ είναι τό μέγιστον ; 

Τό ζητούμενον μέγιστον λαμβάνετσι διά Β συμπιπτον πρός τό 
μέσον τής ήμιπεριφερείας· έπειδή εΐναι τότε τό πεντάγωνον 
ΘΔΒΕΖ (σχ.1107) τό ήμισυ του κανονικοΟ έγγεγραμμένου έξαγώνου. 

Τό έλάχιστον δίδεται ύπό του πενταγώνου ΘΔΒ (Ε = Γ) Γ 
τοΟ σχήματος 1108. θά είναι τότε τό πεντάγωνον τούτο τό ήμισυ 
του κανονικού έξαγώνου μεΐον τό τρίγωνον ΘΑΔ. 




Σι.ιη» 



Διά πάσαν άλλην ένδιάμεσον θέσιν τής κορυφής Β (Σχ. 1109), 
ή τιμή τοΟ έμβαδού τοΟ πενταγώνου περιλαμβάνεται μεταξύ τών 
δύο προηγουμένων άκρων τιμών. Επειδή θά εΐναι 

(ΔΒΑΓΕ) = καν. ήμιεζάγωνον (ΖΒΑΓ) - (ΗΖΛ) + (ΒΔΛ). 

Πρόβλημα 615 

1712, Ποιον τό μέγιστον έκ τών Ισοσκελών τραπεζίων, ιών έχόντων 
μίαν τών βάσεων και χάς ΐσας πλευράς δοθένχων μηκών α και β άντι- 
στοιχως; 

■Έστω λελυμένον τό πρόβλημα καί ΓΡΟΔ τό μέγιστον τών 
τραπεζίων τούτων. 

Τό τραπέζιον είναι Ισοδύναμον πρός τό όρθογώνιον ΙΔΗΡ καί 
τού όποίου ή κορυφή Δ εύρίσκεται έπί τής περιφερείας μέ κέν¬ 
τρου Ο καί άκτΐνα β. θά εΐναι έπομένως ή έφαπτομένη ΖΔΕ τοΟ 
σ χήμ ατ °ζ τοιαύτη, ώστε τό σημεΐον Δ νά εΐναι τό μέσον τοΟ τμή¬ 
ματος ΕΖ. 
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Άνατρέχοντες είς τήν έξίσωσιν της § 311, γνωρίζομεν ότι, όταν 
α > ρ = β, τό μήκος ΟΕ παρέχεται Οπό τής έξισώσεως 




1712 α* Εμβαδόν. Πρός υπολογισμόν τού έμβαδοΟ τοΟ μεγίστου 
τραπεζίου, θά πρέπει νά ύπολογίσωμεν τά μήκη ΡΗ καί ΔΗ. θά 
Εχωμεν 

3α + να» + 8β » 

4 


(§ 312. τύπος 3). 

ΔΗ— -^-+.»ε_+ί^+ΙΕ ,8 312 , 4). 

Επομένως 


(ΓΡΟΔ) = (ΙΡΗΔ) = ΡΗ . ΔΗ = 


3α + Υα*-(- 8 ”ρ*' ^-2α’ + Ββ' + 2α Τ/α’ + Ββ* 

4 4 

/Ιαρατήρηοις. Διά α = β, λαμβάνομεν τό κανονικόν ήμιεξάγωνον : 


Λ _ α . 1 / α® . 8α* α 3α _ 

οε =*=- 2 - + ν^Γ+—= Ύ + Ύ =2*· 

θά είναι δέ τότε τό τρίγωνον ΡΕΖ τό ήμισυ τοΟ περιγεγραμ- 
μένου είς τήν περιφέρειαν Ισοπλεύρου τριγώνου, άφοϋ 

ΟΕ = 2 . ΟΡ = 2 α. 

"Ωστε _ _ 

(ΓΡΟΔ) = ΡΗ . ΔΗ = 5Ξ - = Ι^ΙΣ. 


1712β. Σημείαχχις» 1) Τό άνωτέρω ζήτημα προετάθη τό 1856 ε(ς 
τάς εισαγωγικός Εξετάσεις τής ΕοοΙε ΝαυαΙβ * ό ΟέΓοηο είς τά Ν.Α., 
1857, σ. 5 δίδει άλγεβρικήν αότοΟ λύσιν χρησιμοποιών τήν μέθο¬ 
δον τών άπροσδιορίστων συντελεστών. (Βλ. Εχενεχοβ8 ά*ΑΙ$έ\>τβ Οπό 
Ρ.Ο.-Μ., η° 975 καί ΒαΓεί* Τναχίέ ά*ΑΙ$έ}>τε ΕϊέτηεηΙαχτε , η° 338, 
σ. 512). 
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Ανάλογα θά εΤχομεν νά παρατηρήσωμεν διά τό πρόβλημα 
τής § 1709, ώς καί διά μερικά άλλα. Τό πρόβλημα της § 1713 
άπαιτεϊ τήν χρησιμοποίησιν της Τριγωνομετρίας. 

"Οπως ήδη έτονίσαμεν (§336), ή γενιχωτέρα χαΐ μάλλον γόνιμος μέ¬ 
θοδος διά τον προσδιορισμόν τον μεγίοτον ή έλαχίοτον μι&ς ποσόιητος οννί· 
σταται είς επεξεργασίαν και διερεννηοιν τον δέματος διά τής ΆΧγέβρας. 

θά πρέπει δμως νά όμολογηθή δτι, είς πλείστας περιπτώσεις, ή 
γεωμετρική μέθοδος παρουσιάζει μεγάλα πλεονεκτήματα—και μά¬ 
λιστα όσον άφορά τήν θαυμαστήν άπλότητα καί κομψότητα, αϊ« 
τινες χαρακτηρίζουν πολλάς τών γεωμετρικών λύσεων, άς ήδη 
έδώσαμεν είς προηγούμενα προβλήματα του εΤδους αύτοΟ. 

*Η μέθοδος τής άπαλοιψής, ή γνωστή ΰπό τό ΰνομα μέθοδος τών 
απροσδιορίστων συντελεστών, όφείλεταί είς τόν Βεζουί. 

2) Διά τό μέγιστον τετράπλευρον ΑΒΓΔ (σχ. 1110 α), δταν αΐ 
πλευραί ΑΒ, ΓΔ εΤναι άνισοι. βλ. Α. ά. Οετο*, 
τόμ. XXI, 1830 - 31, σ. 86.— Πράγματι, τό «- 
τράπλευρον τοντο θά πρέπει νά είναι έγγράψιμον είς 
ημικύκλιον καί ή άγνωστος πλευρά τον, ΑΔ θά είναι 
ή διάμετρος, έπαδή τό μέγιστον τής έπιψανείας 
ΑΒΓΔ λαμβάνεται ταυτοχρόνως μετά τοΟ 
μεγίστου τοΟ διπλασίου της ή του έξαγώνου 
ΑΒΓΔΒΤ', 6που Β' καί Γ' τά συμμετρικά τών 
Β, Γ πρός τό κέντρον Ο. ΕΤναι δέ μέγιστον 
έκεϊνο έκ τών έξαγώνων, τών έχόντων στα¬ 
θερόν περίμετρον, τό όποιον εΤναι έγγράψι¬ 
μον είς περιφέρειαν. 

Ό προσδιορισμός ουτω του μεγίστου τετραπλεύρου άνάγεται είς 
τήν λύσιν τοΟ προβλήματος τον Νεντωνος: Δοθέντων τριών τμημάτων ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΔ, νά χατασχεναοθή ή περιφέρεια , ή ϊχονοα τά τμήματα ταντα ώς 
διαδοχικάς χορδάς και διάμετρον τήν χορδήν ΑΔ (Λ. ά. (ϊ., τομ, XXI, σ. 98). 

Προβάλλοντες έπί τής ΒΓ τό κέντρον τής περιφέρειας καί τά 
άκρα τής διαμέτρου, εύκόλως 
άναγνωρίζομεν δτι αί προβο- 
λαί τών άκρων χορδών έπί τής 
μεσαίας είναι τμήματα ΐσα 
καί άντιθέτων φορών. 

Πρόβλημα Θ16 

1713» Δίδονται περιφέρεια, 
σημεΐον Α καί ευθεία ΧΥ. Ζη¬ 
τείται νά άχθη χορδή ΒΓ πα¬ 
ράλληλος τής ΧΥ καί τοιαυτη, 
ώστε τό έμβαδόν του τριγώνου 
ΑΒΓ νά γίνη μέγιστον. 

Νά διερευνηθή τό πρόβλημα 
κατα τάς διαφόρους θέσεις τοΰ 
σημείου Α. 

Διά του σημείου Α φέρομεν ϊϊ ιιιι 

παράλληλον ΧΎ' πρός τήν 

εύθεϊαν ΧΥ. Επειδή τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ήμισυ τοΟ όρθο- 
γωνίσυ ΒΓΔΕ, τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν ευρεσιν τοΟ μεγί¬ 
στου όρθογωνίου τοΟ όποίου δύο κορυφαί εύρίσκονται έπί δοθέν- 
τος τόξου καί ή βάσις του έπ’ ευθείας ΧΎ'. 

Γεωμετρία 55 
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Γνωρίζομεν (§ 360), δτι τοΰτο όρίζεται ΰπό του σημείου Επα¬ 
φής Β Εφαπτομένης ΘΒΗ, διαιρουμένης είς τό σημεΐον Β είς 86ο 
ΐσα μέρη. 

Λιερεννηαις. α) Έάν ή ΧΎ' διέρχεται διά του κέντρου, είς έκά- 
στην τών δύο ήμιπεριφερειών Αντιστοιχεί καί Εν μέγιστόν—ΐσον 
πρός τό ήμισυ τοϋ Εγγεγραμμένου είς τήν περιφέρειαν τε¬ 
τραγώνου. 

β) Έάν ή ΧΎ' τέμνη τήν άκτΐνα ΟΖ\ είς Εκαστον τών όριζο- 
μένων δύο κ. τμημάτων* άντιστοιχεΐ καί Εν μέγιστον. Άναφέρομεν 
τάς μεταβολάς τοΟ έμβαδοΟ (ΑΒΓ), άναλόγως τής Οέσεως τής 
χορδής ΒΓ : 

1) .Είς τό σημεΐον Ζ είναι ΒΓ = 0 καί (ΑΒΓ) έπίσης μηδέν. 

2) Άπό τής θέσεως αύτής μέχρι τής ΒΓ, τό έμβαδόν (ΑΒΓ) 
αύξάνει καί μέχρι τοΟ μεγίστου του. 

3) Άπό τής θέσεως ΒΓ μέχρι τής έπί τής ΧΎ' χορδής τής πε¬ 
ριφέρειας, τό έμβαδόν (ΑΒΓ) έλαττοΟται μέχρι τής Ελάχιστης αύ- 
τοΟ τιμής = 0. 

4) Άπό τής τελευταίας ταύτης θέσεως, τό έμβαδόν αύξάνει 
μέχρι τοΟ δευτέρου μεγίστου του είς τήν θέσιν ΒΤ*. 

5) Άπό τής θέσεως Β'Γ' έλαττοΟται μέχρι μηδενισμού διά 

β = γξζ'. 

γ) Έάν ή ΧΎ' έφάπτεται τής περιφερείας είς τό Ζ' λ. χ„ ύπάρ- 
χει Εν μόνον μέγιστον. Τό Αντίστοιχον τρίγωνον ΑΒΓ είναι Ισοδύ¬ 
ναμον πρός τό Εγγεγραμμένον ισόπλευρον τρίγωνον Ζ'ΒΓ(§ 1705). 

δ) Έάν ή ΧΎ' είναι Εξωτερική τής περιφερείας — είς τήν θέ¬ 
σιν ΧΥ λ. χ. — ύπάρχει μία μόνον λύσις. 

Πρόβλημα Θ17 

1714 . Νά εύρεσή χό μεγαλύτερο» έκ τών Εγγεγραμμένων είς δσθβΐ- 

σαν περιφέρειαν τριγώνων καί έχόν* 
των διαφοράν δύο γωνιών δεδομέ- 
νην γωνίαν φ. 

(/. ά. Μ. έΐέτη. βΐ 8ρ., τόμ. 
IV, σ. 70). 

"Εστω ΑΒΓ τό ζητούμενον 
τρίγωνον καί Α — Γ = φ. 

Γνωρίζομεν δτι ή διχοτόμος 
ΒΕ σχηματίζει μετά τής βά- 
σεως γωνίας έχούσας διαφοράν 
Α — Γ = φ (§ 465). Έάν λοιπόν 
νΤ είναι Εφαπτομένη τυχοΟσα 
καί ΔΒ χορδή σχηματίζουσα μετά 
τής Εφαπτομένης ταύτης γωνίας 

ΒΔΥ - ΒΔΤ = φ, 

ή βάσις ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ 
θά πρέπει νά είναι παράλληλος 
πρός τήν ΔΤ καί ή κορυφή του τό σημεΐον Β. 

Τό πρόβλημα Ανάγεται οΟτω είς τό προηγούμενον τής § 1713. 
Φέρομεν τήν ΒΡ κάθετον έπί τήν διάμετρον ΔΟΔ' καί κατασκευά- 
ζομεν έφαπτομένην ΖΑΘ διχοτομουμένην είς τό σημεΐον έπαφής 
της Α. 
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Διερβν^οίς. Αϋτη είναι άνάλογος τής προηγουμένης (§ 1713)· 
άλλ* Επειδή τό σημεΐον Β θά άνήκη πάντοτε εις τήν περιφέρειαν, 
ή παράλληλος ΒΡ πρός τήν Εφσπτομένην ΥΤ θά τέμνη πάντοτε 
τήν περιφέρειαν καί θά ύπάρχουν έπομένως δύο πάντοτε λύσεις 
(ή δύο σχετικά μέγιστα). 

ΟΟτω, διά βάαην έγγύτατα τοΟ σημείου Δ τό έμβαδόν (ΑΒΓ) 
είναι έλάχιστον. Άπομακρυνομένης τής βάσεως άπό τοΟ σημείου 
τούτου, τό έμβαδόν αύξάνει, γίνεται μέγιστον (σχετικόν) είς τήν θέ- 
σιν ΑΓ καί άπό τής θέσεως ταύτης έλαττοΰται πάλιν μέχρι μηδε¬ 
νισμού, δταν ή ΑΓ λάβη θέσιν έπί τής ΒΡ. Αύξάνει άκολούθως 
μέχρι τοΟ δευτέρου του (σχετικοί)) μεγίστου είς τήν θέσιν ΑΤ' 
τής ΑΓ, έλαττοΟται κατόπιν καί μηδενίζεται διά Α = Γ = Δ'. 

Πρόβλημα 618 

1716 . Είς δοθέντα κυκλικόν τομέα να έγγραφή τό μέγιστον ορθο¬ 
γώνιον. 

(Βλ. Μέ&οδοι, § 364). 


Πρόβλημα 618—I 

1716 . Νά σπουδασθοΰν αΐ μεταβολαί του μεγίστου ορθογωνίου τοΟ 
Εγγεγραμμένου είς τομέα δοθέν- 
τος κύκλου, όταν ή έπίχεντρος 
γωνία μεταβάλλεται. 

ΕΙς δοθέντα κυκλικόν τομέα 
ΑΟΒ αντιστοιχεί 6 κατά κορυ¬ 
φήν αύτοϋ ΑΟΒΔ και συμπλή¬ 
ρων μετά τοΰ πρώτου τόν δλον 
χόχλον. 

Ποία ή σχέσις μεταξύ των 
μεγίστων ορθογωνίων των έγγρα~ 
φομένων είς έκαστον των τομέων 
τούτων; 

1) ’Αρκεΐ νά Θεωρήσωμεν 
τά ήμίση τών τομέων και τά 
ήμίση τών μεγίστων όρθο- 
γωνίων. 

Διά τήν γωνίαν ΗΟΥ, τό 
σημεΐον Τ (δηλ. ή μία κορυφή 
τοΟ μεγίστου Εγγεγραμμένου όρθογωνίου είς τόν κυκλ. τομέα δι- 
πλασίας Επικέντρου γωνίας) είναι μέσον τοΟ τόξου καί τής Εφα¬ 
πτομένης νΤΣ. Διά τόξον ΑΕ μεγαλύτερον αύτοΟ, τό σημεΐον ϋ, 
μέσον τοΟ τόξου ΑΕ, δίδει τήν Εφαπτομένην υΗ. 

Έπέιδή δέ τό όρθογώνιον ΜϋΧΥ είναι τό ήμισυ τοΟ τριγώνου 
ΗΟΖ^(§ 352), δηλ. Ισοδύναμον πρός τό τρίγωνον ΠΟΗ καί προφανώς 

> υοΗ > τος, 

Επεται δτι τό μέγιστον όρθογώνιον αύξάνει μετά τής Επικέντρου 
γωνίας τοΟ κυκλ. τομέως είς δν εΤναι Εγγεγραμμένον. Συνήθως δέν 
θεωροΟμεν κυκλ. τομείς άνοίγματος μεγαλυτέρου τών 180° — είς δ 
καί άντιστοιχεΐ τό μεγαλύτερον Εκ τών μεγίστων όρθογωνίων* Εάν 
δμως θεωρήσωμεν τομείς μεγαλυτέρου άνοίγματος; ώς τόν ΑΟΔΒ, 



καί είς αυτόν πάλιν έγγράφετσι μέ τόν Τδιον τρόπον Βν μέγιστον 
Ορθογώνιον. 

/\ 

Διά ΑΟΒ = 360° ( τοΟ τετραπλεύρου ΟΖΉΖ ή κορυφή Η Βχει 
Απομακρυνθεί είς άπειρον καί τό Αντίστοιχον μέγιστον όρθογώ- 
νιον Βχει έμβαδόν έπίσης άπείρως μεγάλης τιμής. 

2) Τό Ορθογώνιον ΝθυΧ είναι Ισοδύναμον πρός τό τρίγωνον 
ΖΌΗ, τό 66 Ορθογώνιον του όποίου μία κορυφή είναι τό I, Ισοδύ¬ 
ναμον πρός τό τρίγωνον ΟΛΚ. Άρκεΐ λοιπόν νά μελετηθή ή αχέ- 
αις τών δύο αύτών τριγώνων. 

Επειδή τά τρίγωνα ΟΘΖ # καί ΟΙΛ είναι όμοια, θά Βχωμεν 

Τ7Γ = -ϋΓ Ί (>Λ) (ΘΖ') = κ» 

καί έπομένως 

(ΖΌΗ). (ΟΛΚ) = (Οθ . ΘΖ') (ΟΙ. ΙΛ) = (Οθ . ΟΙ) (ΘΖ'. ΙΑ) 
ή (ΖΌΗ) (ΟΛΚ) = Κ·. Κ* = Κ*. 

Δηλαδή : Τό γινόμενον τών Ιμβαδών τών μεγίοτων όρ&ογωνίων, τών £γ· 
γραφόμενων »1ς όνο συμπληρονντας περιφέρειαν χυχλ. τομείς, είναι οτα&ερόν 
καί ίσον προς την τετάρχην δύναμιν τής άχτϊνος τής τιεριφερείας. 

Πρόβλημα 619 

1717 · ΕΙς δοόέν κυκλικόν τμήμα νά έγγραφή τό μέγιστον όρθογώνιον. 

(Βλ. Μέ&οδοι, § 364, 2)). 

Πρόβλημα 620 

1718 » Δοάείσης ήμιπεριφερείας, νά άχθή χορδή αυτής* παράλληλος 
πρός δοθεΐσαν διεύθυνσιν και τοιαύτη, ώστε τό τετράπλευρου μέ απέ¬ 
ναντι πλευράς τήν χορδήν ταύτην καί τήν διάμετρον τής ήμιπεριφερείας 
νά είναι τό μέγιστον. 

(Βλ. Μεΰοόοι, § 366). 


Πρόβλημα 620—1 

1718 α, Έκ τών τόξων τοΰ αύτοΰ μήκους καί άνηκόντων είς διαφό¬ 
ρους περίφερε (ας, ποιον έκεΐνο διά τό όποΐον τά άντίστοιχον κυκλικόν 
τμήμα Βχει τήν μεγίστην έπιφάνειαν; 

ΕΤναι ήμιπεριψέρεια. Επειδή τό μέγιστον τής έν λόγω έπιφα- 
νείας λαμβάνεται ταύτοχρόνως μετά τοΟ μεγίστου τής έπιφανείας, 
ήν Θά Βδιδε τόξον διπλάσιου τοΟ Θεωρουμένου. Τό τελευταΐον δέ. 
τοΟτο Θά ήτο όλόκληρος περιφέρεια καί έπιφάνεια αύτής ή μεγί¬ 
στη έκ τών περικλειομένων ύπό γραμμής σταθερός περιμέτρου. 

Πρόβλημα 621 

1719, Μέ κέντρον τό σημεΐον έπαφής Δ μιας έ(ραπτόμενης δοθείσης 
περιφέρειας (Κ) γράφομεν ήμιπεριφέρειαν ΕΑΖ τέμνουσαν τήν (Κ). Συν- 
δέομεν άκολούθως εν τών σημείων τομής Α μετά τών άκρων Ε, Ζ τής 
διαμέτρου τής γραφείσης ήμιπεριφερείας διά τών χορδών ΑΕ, ΑΖ αύτής. 
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Ζητείται δπως είς έκαστον των κυκλικών τμημάτων, των δριζομένων 
υπό των βυθβιών ΑΕ, ΑΖ, τής περίφβρβίας (Κ) έγγραφη τδ μέγιστον 
τραπέζιον. 

ΤΑ τμήματα ΕΔ, ΔΖ τής έφαπτομένης είς τό Δ είναι ίσα, Εκα- 
στον δέ τών ζητουμένων σημείων Β, Γ είναι ή κορυφή τοΟ μεγί¬ 
στου όρθογωνίου, τοΟ έγγραψομένου είς τό Αντίστοιχον κυκλικόν 
τμήμα. Κατά τό όβώρημα χον ΡοΙΙοοΗ (§ 668) Επομένως, τά τρία 
σημεία Β, Γ, Δ είναι κορυψαί Ισοπλεύρου τριγώνου Εγγεγραμμέ¬ 



νου είς τήν περιφέρειαν (Κ), "Ορίζονται κατά συνέπειαν Αμέσως 
τΑ σημεία Β καί Γ. 

ΚατΑ τΑς §§ 365 καί 1708, τό τραπέζιον ΑΘΒΗ είναι Ισοδύ¬ 
ναμον πρός τό μέγιστον όρβογώνιον ΒΡΑΛ. 

ΠαραχηρΆοβις. 1) Οίαδήποτε καί Αν είναι ή θέσις τοΟ σημείου 
Α έπΐ τής δοθείσης περιφερείας, ή ήμιπεριφέρεια μέ Ακτίνα ΑΔ 
όρίζει κυκλ. τμήμα ΑΒΗ τοιοΟτον, ώστε ή κορυφή Β νΑ εΤναι 
κοινή τών μεγίστων τραπεζίων τών έγγραφομένων είς τΑ διάφορα 
κυκλικά τμήματα ΑΒΗ (όταν δηλ. τό Α μεταβάλλεται). Τό αυτό 
δέ συμβαίνει καί διά τό σημείον Γ. Πράγματι, τά σημεία ταΟτα 
Β καί Γ είναι σταθερά τής περίφερείας (Κ), ώς κορυφαί Ισοπλεύ¬ 
ρου τριγώνου ΒΓΔ μέ σταθερόν τήν κορυφήν Δ. 

2) Τό όρθογώνιον ΔΙΑΚ είναι μέγιστον, ώς και τό Ισοδύνα¬ 
μον πρός αύτό τραπέζιον ΑΗΔΓ. 

3) Τό γενικόν πρόβλημα: νΑ έγγραφή τό μέγιστον τραπέζιον 
είς Ε,ν τυχόν κυκλ. τμήμα ΑΒΗ, δέν δύναται νΑ λυθή διά τής χρή- 
σεως τοΟ κανόνος καί τοΟ διαβήτου μόνον. 

Επειδή ύπΑρχουν τρία κυκλ. τμήματα και Επομένως τρεις 
Απαντήσεις, όριζόμεναι οιά τών σημείων Β, Γ καί Δ. Ό δέ καθο¬ 
ρισμός τής έφαπτομένης όδηγεΐ είς έξίσωσιν τρίτου βαθμοΟ. 


870 


Άριφμητικαί σχέσεις 


Πρόβλημα 622 

1720 . Νά όρισθοΰν ή πλευρά α καί ή επιφάνεια Ισοπλεύρου τριγώ¬ 
νου συναρτήσει τοΰ ύψους υ. — Νά έκφρασθή ή επιφάνεια τοΰ κανονι¬ 
κού έξαγώνου συναρτήσει τοΰ αποστήματος υ αύτοΰ. 


1) ΑΒ*- ΒΔ* = υ 5 (σχ. 1115). 



3) Εμβαδόν καν. έξαγώνου= -2υ® 1 3 . 


Πρόβλημα 622—1 


1721 . 1) Το έμβαδον Ισοπλεύρου τριγώνου συναρτήσει τοΰ αθροί¬ 
σματος λ τής πλευράς και τοΰ ύψους αύτοΰ είναι 

Ρ __ λ»ίΤ 

7 + 4 V 3 

2) Τό εμβαδόν Ισοπλεύρου τριγώνου συναρτήσει τής διαφοράς δ τοΰ 
ύψους άπύ τής πλευράς αύτοΰ είναι 




δ» 13 


7-4 1/Ύ 

3) Τό έμβαδον Ισοπλεύρου τριγώνου συναρτήσει τοΰ αθροίσματος λ' 
ή τής διαφοράς δ' τοΰ αποστήματος άπό τής πλευράς αύτοΰ είναι άντι- 
σ τοίχος 

__9*ιΤτ Κα1 Ε= Η-ντ,, 

13-|-4 7 3 13 — 4 Υ3 


Ε = 


Πρόβλημα τον 623 

1722 . Νά έκφρασθοΰν τά μήκη των καθέτων πλευρών ορθογωνίου 
τριγώνου συναρτήσει τής ύποτεινούσης και του έμβαδοΰ τοΰ τριγώνου. 

"Αν α είναι ή ύποτείνουσα καί σ* τό έμβαδόν, τό γινόμενον βγ 
είναι τό διπλάσιον τοΟ έμβαδοΟ. θά 6χωμεν έπομένως τάς σχέσεις 

β’ + γ’ = α* (1) 

καί βγ = 2σ* ή 2βγ = 4σ·. (2) 

ΠροσΘέτοντες καί άψαιροΟντες αύτάς, Χαμβάνομεν 
(β + γ)’ = α’ + 4σ’, 

(β “ Υ)* — α* — 4 σ 8 . 
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Επομένως 

ρ = -1 (7α> + 4σ’ -I- ΐα’ 4 σ’). 

V = (|α’ -|- 4 σ’ — γα> — 4 σ’) . 

1722 α. Σημείωσές* Ή άνωτέρω λύσις έδόθη ύπό του ΟετδβΓί 
καί θεωρείται ύπό του Οιαείβε (Αρενς ι* /ιϊίίοιη^ί^ 2α έκδ., σ. 505) 
<5«ζ τήν εποχήν εκείνην (περί τό 1000), έπειδή έξαρτάται έκ 
τής Χύσεως έξισώσεως β' βαθμοΟ. 

Διά τάς έργασίας του Οει-δετΐ, βλέπε Ηί$Ιοχνε άεβ ΜαΙΗέπια- 
(ίηηεε του Ιεοςιιβκ Βονετ, σ. 78. 

Πρόβλημα 623—1 

1723 . Νά έκφρασθή τό έμβαδόν τοΰ έγγεγραμμένου είς Ισόπλευρον 
τρίγωνον τετραγώνου συναρτήσει τής πλευράς του τριγώνου. 

Είς προηγούμενον ζήτημα (§ 1490), ύπεδείχθη ό τρόπος έγγρα¬ 
φης του τετραγώνου τούτου καί εϋρομεν ότι τό ήμισυ τής πλευ¬ 
ράς χ του τετραγώνου είναι γινόμενον του ήμίσεος τής πλευράς 
α του τριγώνου έπί τόν άριθμόν 2 ΧΤ— 3. Επομένως 

Ε = χ» = α>(21 - 12 ΫΤ). 


Πρόβλημα 624 


1724· Νά εύρεθή τό εμβαδόν τριγώνου συναρτήσει των τριών υφών 
αντοΰ. 


"Ας είναι α, β, γ αΐ πλευραι τοΰ τριγώνου, υ α , υρ , υ Υ , τά 
Οψη αύτοΟ, Ε τό έμβαδόν του καί Ε' τό έμβαδόν του τριγώνου 
μέ πλευράς 

1 1 ,1 

α —-, β'=-, γ =- 

υ α υρ υ γ 

Θά Εχωμεν: 


_Ε_ 

Ε' 



= — = α’ υ„ * =5 4 Ε». 


4 Ε ' 4 Υ τ' (τ' — «Ο (τ' - β’) (τ' —ν’) ’ 


6που έτέθη : 2 τ' = α' β' -{- γ'. 

1724 α. Σημείωσές. 1) Μία άλλη άπόδειξις υπάρχει είς τήν 2αν 
καί 3ηνι Εκδ. τών Εχετοίοε* άε ΟέοτηέΙνχε. Βλ. έπίσης : Ν. Α., 1843, 
σ. 546, η® 33, Τετςυβια καί 1846, σ. 225, Ηηεί. 

2) Ή Εκψρασις τοΰ έμβαδοΰ τοΟ τριγώνου συναρτήσει τών 
τριών πλευρών αύτου δίδεται, άνεσ άποδείζεως, ύπό του Ήρωνος 
τον νεωχέρον καί κατά τόν ΜεχίπιΐΗεπ Μ&Γΐθ ( ΗχΒίοχνε άε 3 8είεη- 
«ε ΜαίΗέηχαΙχηηεε εΐ ΡΗ^Ϊηηεε, τόμ. I, σ. 177) θά πρέπει νά άνήκη 
είς αυτόν, άντιθέτως πρός τήν άποψιν, καθ* ήν ή πατρότης της 
προτάσεως αύτής άποδίδεται είς τόν Ήρωνα ιόν πρεοβνχερον ή *Αλε· 
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ξαψόρ**ο¥ (Αρετςιι Ηχ$Ιοτ\αηβ σ. 544.— Ν. Α., 1861, σ. 432, σημ. τοΟ 
νΐηοβηί. — ΗΐβΙοινβ άβ ΜαΐΗέιηαΙίηιιζΒ, ύπό Ρ. ΗδίίβΓ, σ. 241). 

Ή γεωμετρική άπόδειξις (Ο., π° 352) όφείλεται είς τόν Λβονάρ- 
δοψ τής ΠΙζης (§ 1604). 

Πρόβλημα 624-1 

1724βφ Νά εύρεσή τό έμβαδόν τριγώνου συναρτήσει τών διάμεσων 
αύτο» μ» , μρ , μγ · 

Ποοεκτείνοντες τήν διάμεσον ΓΘΔ (θ τό κ. βάρους) κατά μή¬ 
κος ΔΗ = ΘΔ, λαμβάνομεν τρίγωνον ΒΘΗ, τοΟ όποίου τό έμβα- 
δόν είναι τό τρίτον έκείνου τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. Έττειδή αί πλευ¬ 
ρά! τοΟ τριγώνου αύτοΟ είναι 


Βθ = Ύ μρ , 
ή έπιφάνειά του είναι 


ΘΗ = 


μν 


ΗΒ = μ„ . 


,__|/^ μ α +μρ +μν ^ μρ +μτ —μ° +μ« -μρ ^ μ« +μ^ρ - μ ν ^ 


Επομένως: 

Ε = (ΑΒΓ) = 3 . Ε'= 3 - 1 Μ (Μ - μ„ ) (Μ - μρ ) (Μ - μ Υ ). 
όπου έτέθη: 


Μ _ μ« +μρ +μτ 
2 


Πρόβλημα 625 

1725> Συναρτήσει τών πλευρών δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, νά έχςρρα· 
σθϋ 6 λόγος τοΰ έμβαδοΰ του πρός *τό έμβαδόν 
τοΰ τριγώνου μέ χορυφάς τούς πόδας τών εσωτε¬ 
ρικών διχοτόμων τοδ ΑΒΓ. 

"Εστω ΑΒΓ τό δοθέν τρίγωνον καί ΔΕΖ 
τό τών ποδών τών έσωτερικών διχοτόμων. 
Επειδή τά τρίγωνα ΗΓΔ καί ΑΒΓ έχουν 
μίαν γωνίαν κοινήν, θά έχωμεν: 



(ΗΓΔ) 
(ΑΓΒ) 
*Αλλ’ είναι 


_ΗΓ. ΓΔ 
αβ " 


( 1 ) 


ΗΑ β 
Υ α + Υ 


ΗΓγ- 


°β 

α + γ 


καί άναλόγως 
Επομένως : 


ΓΔ 


αβ 


Υ + β 

αβ 


(ΗΓΔ) _ 

(ΑΓΒ) (α + Υ) (β + Υ) 


( 2 ) 
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(ΕΒΔ) _ «Υ «ν 

(ΑΒΓ)-(α + β) (β + γ)’ 

(ΗΑΕ) _ ____βγ_ (Λ) 

(ΒΑΓ)-(α + β) (α + γ) 11 

Διά προσθέσεως κατά μέλη τΟν σχέσεων (2), (3) καί (4), λαμ- 
βάνομεν 

(ΑΒΓ)-(ΗΕΔ) . αβ(α + β) + βγ(β + γ) + γα(γ + α) 

(ΑΒΓ) ~ (α + β) (β + Υ) (Υ + α) 

ή καί 

(ΗΕΔ ) (α+β) (Ρ+Υ) (Υ+ α )-αβ(α-|-β)—βν(β+γ)-γ« (γ+σ) 
(ΑΒΓ) (α + β) (β+γ) (γ + α) 

ΆπλοποιοΟντες καί άντιστρέφοντες τούς Ορους, ευρίσκομεν 
τελικώς: 

( ΑΒΓ) _ (α + β) (β + γ) (ν + α) 

(ΗΕΔ) Ζ αβγ 


1726 α. Σημείωσις. 1) Βλέπε : Ηβνιιβ άε ΙΈηβείβηβτηεηί ββεοηάαΐνβ 
ζρέεχαΐ, 1879, σ. 123 και Εχ . ά'Αί,ρέότε Οπό Ρ. Ο. - Μ., η° 1261. 

2) Έάν 8 , Ρ, 0, είναι άντιστοίχως τά έμβαδά τοΟ δοθέντος 
τριγώνου, τοΟ ποδικού τών έσωτερικών διχοτόμων καί του ποδι¬ 
κού τής έσωτερικής διχοτόμου τής γωνίας Α καί τών έξωτερικών 
διχοτόμων τών γωνιών Β καί Γ, θά Ιχωμεν τάς σχέσεις : 

Ρ __ 2 αβγ 5 _ _2_αβ_γ_5_ 

~ (α + β) (β + γ) (γ + α) ' ““ (α-β) (α - γ) (β + γ) ' 

(Ν. Α., 1879, σ. 528, Όοβίοτ καί 1880, σ. 473, άπόδειξις ύπό 
ΡαιΐΓέ, κλπ.). 

1726β. Προβλήματα· Νά εύρεθουν τά έμβαδά τών τριγώνων 
μέ κορυφάς. 

1 ) Τά μέσα τών υψών τριγώνου. 

2) Τά μέσα τών διχοτόμων αυτού. 

3) Τά μέσα τών Αποστάσεων τού όρθοκέντρου άπό τών πλευρών. 

4) Τά μέσα τών Αποστάσεων τού όρθοκέντρου άπό τών κορυφών. 
Βλέπε : I, ά. Μ 1906, σ. 174 καί 1911, σ. 79, Απαντήσεις τών Βγο- 

ο&τά, ΗβηάΙέ, Οβηίγ, ΌβΙβΒανε» Μ&ίΐιΐβιι, ΒαΓδατΐη, λνβίβςΐι κλπ. 


Πρόβλημα 626 

1726· Νά υπολογισθ^ ιό εμ¬ 
βαδόν τραπεζίου συναρτήσει τών 
τεσσάρων πλευρών του. 

Τό τραπέζιου ΑΒΓΔ (σχ. Β 
1117) άποτελεΐται έκ τού πα¬ 
ραλληλογράμμου. Ρ μέ βάσιν ϊχ. ιιπ. 

ο καί ύψος υ, καί έκ τού τρι¬ 
γώνου Τ, μέ πλευράς α, γ καί ΔΕ = β — δ. "Εστω Ε ή έπιφάνεια 
τοΟ τραπεζίου* θά Βχωμεν: 



β + δ 


υ. 


_ β-δ 
Τ = - . υ, 


2 
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β+6 
β-6 · 


Ε-Τ β + 6 
Ε_ Τ . ρ __ δ . 


Ε ^Τ(ϊ- β) (τ- 6) (τ — 6 — α) (χ-δ-γ). 

δπου έτέθη 2τ = α-)-β + Υ + δ. 

1726 α. Παρηιηρήαεις. 1) Τό έμβαδόν ένδς έγγραψίμου χεχρα- 

πλεύρου δίδεται ίιπό χοΟ τύπου τοΟ 
^ ΒΓείηια - Ουρία : 

*\\ Ε =1 (ί-α) - [τ^β) (τ—Ϋ)Ί(τ-δ) . 

\ 2) Τό έμβαδόν τοΟ τριγώνου ΛΜΝ 

(σχ. 1118), μέ κορυφάς τά τρία δια- 
,'ϊϊ' γώνια σημεία ένός έγγραψίμου τε- 

/ α/ τραπλεύρου είναι 

Βγ— --ί_^±, 2 (ΛΜΝ)=. 4 ί (τ -α ) (τ-_β )( τ-γ, ( τ-δ) 

V " /Γ ζ ν ; /αδ βγ\ /αβ γδ\ 


/αδ _ βγ\ /αβ_ γδ\ 
\βγ αδ/ \γδ αβ/ 


\βγ αδ/ \γδ αβ/ 

Σχ. ί»Η. (/. Λ/1903, σ. 160, η® 2112, 

Μ&ΐΐιίετι). 

Πρόβλημα 027 

1727 . ΑΙ παράλληλοι πλευράί ενός εγγεγραμμένου είς περιφέρειαν 

τραπεζίου χείνται πρός τό αύτό μέ- 
Γ ρος ώς πρός τό χέντρον χαί Εσοΰνται 

—[2“”/^ πρός αχτίνα τής περίφερε ίας χαί 

^ \ / Νν τήν πλευράν του Εγγεγραμμένου είς 

Ατγ-— ·—Γ/ -“Α Δ αυτήν Ισοπλεύρου τριγώνου. Νά ΰπο- 

/\ * \ V λογιστή τό έμβαδόν τοΰ τραπεζίου 

^ * \_ ' τούτου συναρτήσει τής άχτΐνος τής 

Γ’ν * Τ Τ Ί ««ριφερβίας. 

γ\\ ,..·■·*' 7 // *Έστω ΑΔ - ρ|7 καί ΒΓ ρ. 

\\\ > 1// Επειδή, ώς γνωστόν 

ο νΤ 


2 *. 1111 ). 


ΟΕ ΟΖ 


τό Οψος τοΟ τραπεζίου θά είναι 


ΕΖ = -ξ- (Υ3" — 1) 

καί τό ήμιάθροισμα τών βάσεών του 


Επομένως: 


ΑΕ + ΒΖ-£-(73-1-1). 


(ΑΒΓΔ) (ΕΖ) . (ΑΕ + ΒΖ) - -ζ- (3 - 1) -ξ- . 
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ΕΓναι δηλ. τό έν λόγω τραπέζιον Τσον πρός τό ήμισυ του τε¬ 
τραγώνου μέ πλευράν τήν άκτΐνα ρ. 

Πρόβλημα 627—1 

1728 . Νά ύπολογισθβ τό έμβαδόν τοΰ τραπεζίου ΑΔΗΘ τοΰ προη¬ 
γουμένου σχήματος, διά τό όποιον αΐ πλευραι ΑΔ — ρ ^3 καί ΘΗ = ρ 
χείνται ίχατέρωϋεν του κέντρου Ο. 

θάβχωμεν ΕΙ .=τ -2- (0 +1) (3) 

καί (ΑΔΗΘ)--=■£-(2 +Υ3). 

Πρόβλημα Θ27—ΙΙ 

172θ» Νά υπολογιστή τό έμβαδόν τοΰ τραπεζίου ΜΝΗΘ, διά τό 
όποιον αΐ διαγώνιοι ΘΝ, Η Μ είναι ίσαι πρός ΑΔ = ρ 1^3. 

ΕΓναι τό ήμισυ τοΟ έμβαδοΟ τοΟ κανονικού έξαγώνου: 

ΜΟ + ΘΙ=-1ρ, 0, = 4· 4ρα 

(ΜΝΗΘ) = ΐΤ. 

Πρόβλημα 628 

1730, Δύο περίφέρειαι μέ άχτΐνας ΑΓ “ α χαί ΒΔ = β έφάπτονται 
έξωτεριχώς. Ζητείται νά ύπολο- 
γΐσθή συναρτήσει των άχτίνων 
τών περιφερειών τό έμβαδόν τοΰ 
τετράπλευρου ΕΔΓΖ, μέ χορυφάς 
τά σημεία έπαφής τών έξωτεριχών 
έφαπτομένων τών περιφερειών. 

*Ας είναι ΘΛ ή έσωτερική 
κοινή Εφαπτομένη καί ΘΗ κά¬ 
θετος έπί τήν ΓΔ : 

ΘΖ = ΘΟ = ΘΕ, 

καί τό θ είναι τό μέσον τής 
ΕΖ. Επειδή τό έμβαδόν τοΟ 
τραπεζίου λαμβάνεται διά τοΟ 
γινομένου ΓΔ . ΘΗ, άρκεΐ νά ύπολογίσωμεν τά μήκη ταΟτα συναρ¬ 
τήσει τών άκτίνων α καί β. 

ΓΊαρατηροΟμεν πρός τοϋτο, ότι ή Εξωτερική έφαπτομένη ΓΔ 
είναι Ιση καί παράλληλος πρός τήν κάθετον ΒΜ έπί τήν ΑΓ. αί 
δέ ίτλευραί ΑΒ καί ΑΜ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΑΜΒ Εχουν 
ώς μήκη άντιστοίχως: 

ΑΒ = α + β, ΑΜ = α-β. 

Επομένως: 

ΓΔ* = (α-(-β)* — (α — β)·, ΓΔ = 2^ίβ. 
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Τών όρθογωνίων τριγώνων ΑΜΒ, ΘΗΛ αΐ πλευραί είναι κάθε¬ 
τοι έπ’ άλλήλας* είναι έπομένως ταΟτα όμοια καί πρός τούτοις 
ΘΛ = ΓΔ = ΒΜ. 

Άρα : 

ΘΗ» ΜΒ 2 „ ΘΗ* 4 αβ , Λι _ 4αβ 

ΘΛ’“ ΑΒ* ^ 4αβ~(α+β)· κα ΘΗ — α + β' 

Επομένως 

(ΓΔΕΖ) = (ΓΔ). (ΘΗ) = · 

α + Ρ 

Πρόβλημα 628—1 

1731 . Τοΰ προηγουμένου τραπεζίου ($ 1730), νά ύπολογισθοΰν αΐ 
βάσεις καί τό ύψος. 


Τά τρίγωνα ΑΡΓ, ΑΜΒ είναι όμοια· έπομένως 



ΓΡ ΒΜ α.ΒΜ 2α ^αβ 

α ΑΒ ’ ΑΒ α + Ρ 

0 ) 

καί όμοίως 

ΔΠ:, . 

α + β 

(2) 

Επίσης : 


ΑΡ 

α 

Α Μ ΑΡ _ α —β __α (α — β) 

ΑΒ α α -|-β * α+β 

(3) 

καί 

ΒΠ=ί 

α+β 

(4) 

■Άρα 

ΡΠ = ΑΒ ΑΡ + ΒΠ— 4 ® Ρ · 
α-(-ρ 

(5) 

Τό ήμιάθροισμα τών βάσεων ΓΡ+ΔΠ εΤναι Τσον πρός 



2α/5β + 2β|αβ _ 2 ^ 

α + β 

(6) 


καί τό έμβαδόν τοΟ τραπεζίου έπομένως: _. 

(ΓΡ + ΔΠ,.(ΡΠ)=2ν5β.^=®?;Ρ + ν “ Ρ . 

Πρόβλημα 628—II 

1732 . ΕΙς τό Ιδιον σχήμα (1120), νά ύπολογισθοΰν τά έμβαδά τών 
τραπεζίων ΓΛΘ3 καί ΛΔΕΘ. 

Εύρίσκομεν: _ 

Τρα,ίί.., ΓΛΘΖ = ^2*^ + *126. 

Τρ—ϊ— ΛΔΕΘ = 

'£*Λΐήίκ·οιί. (ΓΛΘΖ) + (ΛΔΕΘ) = = (ΓΔΕΖ). 
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Πρόβλημα 628-111 

1733* Δύο περΐφ>έρειαι τέμνονται όρθογωνίως. Νά ύπολογισθή τό 
έμβαδόν τού τραπεζίου, του σχηματιζομένου υπό των εξωτερικών κοι¬ 
νών έφαπτομένων καί τών χορδών έπαφής, συναρτήσει των άκτίνων των 
δύο περιφερειών. 

Ή γωνία ΑΝΒ είναι όρθή καί ή άπόστασις ΑΒ Τση πρός 
6 = γα· -{- β 9 . 



Έφαρμόζοντες χήν μέθοδον, τήν χρησιμοποιηθεΐσαν είς τό τέ¬ 
λος τής § 1731, ύπολογίζομεν τά μήκη ΓΡ, ΔΠ, ΡΠ. Εύρίσκομεν: 

(ΕΖΓΛ,.Ι !ίΜί£±1. 

Πρόβλημα 629 

1734 . Νά ύπολογισθή τό έμβαδόν τού Ιδίου τραπεζίου, συναρτήσει 
τών άκτίνων α, β καί τής διαχέντρου δ δύο έξωτερικώς άλλήλων κει¬ 
μένων περιφερειών. 



Φέρομεν τήν ΒΜ παράλληλον τής ΓΔ· εύρίσκομεν 
ΒΜ 1 = δ* — (α — β)· = λ 9 , 

καί αΐ πλευραί τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΜ είναι γνωσταί. 
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Επίσης 

ΓΡ λ αλ βλ <Γ _ 

— = —. ΓΡ =ες , ΔΠ = ^-. Επομένως: 

(ΕΖΓΔ) = ^±- Ρ - (ίδ.-ίσ- ρ·,·)». 

Παρατηρήσεις. 1) Τά προηγούμενα προβλήματα (§ 628, I, II, III), 
είναι είδικαί περιπτώσεις τοΟ άνωτέρω. 

Διά τό τής § 1730 λ. χ., άρκεΐ νά θέσωμεν δ = α + β καί νά 
έκτελέσωμεν μερικάς άπλοποιήσεις. 

2) Διά τάς λεπτομερείας τών ύπολογισμών είς τάς §§ 1732, 
1733, 1734 καί 1736, βλ. 2αν καί 3ην Εκδοσιν του παρόντος Εργου. 


Πρόβλημα 630 

1736 . Νά υπολογιστούν αΐ διαγώνιοι έγγραψίμου τετράπλευρου 
συναρτήσει των τεσσάρων αυτού πλευρών. 

Τά θεωρήματα τον Πτολεμαίον (§ 1209 καί 1211) δίδουν 

μν = αγ + βδ (1) 


Γ 



Σ*. 1123. 


_μ_ _ αβ + Υδ (21 

ν αδ + βγ ' 

Διά πολ)σμο0 τών (1) καί (2) λαμβάνομεν: 
υ9 _ (σγ + β8) (αβ + Υδ) 
μ ~ αδ + βΥ 
καί διά διαιρέσεως αύτών 

ν3 _ (αγ + βδ) (αδ + βγ ) 
αβ + γδ “ ’ 


Πρόβλημα 630—1 

1736 · Δίδεται τετράγωνον πλευράς α. Ποιον μέρος τού τετραγώνου 
τούτου πρέπει νά άφαιρέσωμεν έξ έκάστης 
γωνίας, ώστε τό ύπολειπάμενον σχήμα νά 
είναι κανονικόν όκτάγωνον; 

Φέρομεν τάς διαγώνιους ΑΓ, ΒΔ, 
τάς εύθείας ΕΖ, Ηθ (διχοτόμους τών 
γωνιών τών διαγώνιων), καθώς καί τάς 
διχοτόμους ΙΓ, ΚΛ, ΜΝ καί ΡΣ τών 
γωνιών τών τεσσάρων πρώτων ευ¬ 
θειών. 

Τά όπό τών εύθειών τούτων όριζό- 
μενα σημεία έπί τής περιμέτρου τοΟ 
τετραγώνου εΤναι αΐ κορυφαί τοΟ ζη- 
Σ*. ιΐ 2 ν τουμένου όκταγώνου. 

Εύρίσκομεν: 




1 

_α, 3,41421... 


α. (0,292893...). 
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Πρόβλημα 631 

1737 . Νά εκφραστούν το έμβαδά των κανονικών πολυγώνων μέ Γ», 
12, 8, 10,5 καί 15 πλευράς συναρτήσει τής πλευράς έκαστου. 

Περιοριζόμεθα νά έκθέσωμεν τά Αποτελέσματα μόνον. ΑΙ λύ¬ 
σεις τών προβλημάτων αύτών εύρίσκονται είς τάς δύο πρώτας 
έκδόσεις του παρόντος έργου. 

Κ ατονικόν έξ άγων ον — — — — α 2 (2,59807...). 

1736 . Κανονικόν δωδεχαγώνον = 3 α* (2 4~ V 3 ). 

1739 . Κανονικού όκταγώνον ~α* (2+ 2 V 2 ) = α 1 (4,8284...). 

1740· Κανονικού δεκαγώνον ~ α 2 (^5 + 2 ΫΊΤ) — α 2 (7,6942...). 

1741. ϋΓατοκίχοΰ ««νταγώκον = α 2 (1,7205...). 

1742. ΙΓακστίχοΰ 6τκαπιντ αγώνο ν = α* (17,643...). 

1743. Σχόλιον. Ό έπόμενος τύπος έκφράζει τό έμβαδόν τού 
τυχόντος κανονικοΟ πολυγώνου συναρτήσει τής πλευράς αύτου : 

Εν = 1 να» σφ (^-) · 

Δηλαδή : Τό εμβαδόν, κανονικού πολύγωνον είναι τό τέταρτον τον γινο- 
μενού τον τετραγώνου τής πλευράς αυτόν, τον πλή&ονς των πλευρών και 
τής ουνεφουττομενης τον ήμίσεος τής γωνίας είς τό κεντρον αυτού . (£οηι- 
ρΐβτηβηίβ άε ΤτίροηοΎπέΙνίε, η° 348). 

θά έφαρμόσωμεν τόν τύπον αύτόν διά τά έμβαδά μερικών κα¬ 
νονικών πολυγώνων, διά τά όποια ή Γεωμετρία Βέν παρέχει άμε¬ 
σον τρόπον ύπολογισμοΟ αυτών. 

Κανονικόν έπτάγωνον . , . Ε, = ~ α 8 σφ = α 2 (3,6340.·.). 

9 π 

Κανονικόν έννεάγωνον . . . Ε 9 = — α 2 σφ — = α* (6,1817...). 

Κανονικόν ένδεκάγωνον . . , Ε η = ^ α* σφ = α* (9,3670...). 
κ. ο. κ. 

Ό άκόλουθος πίναξ παρέχει τά έμβαδά τών κανονικών πολυ¬ 
γώνων μέχρι τοΟ είκοσαγώνου συναρτήσει τής πλευράς α έκάστου. 


Πλήθος πλβυρών Έμβαύόν | 

| Πλήθος κλβυρών Έμβα6ό* 

3 

= (0,4330...)α 1 

12 

= (11,196... )α* 

4 

(1,0000...)α· 

13 

(13,1ββ...)α· 

5 

(1,7205...)α* 

14 

(15.335..0α' 

6 

(2.5981...)α* 

15 

(17,643...)α> 

7 

(3,6340...)α* 

16 

(20,140...)α· 

8 

(4,8284...)α* 

17 

(23,1β ...)α» 

9 

(6,1817...)α' 

18 

(25,53 ...)α* 

10 

(7,6942...)α» 

19 

(28,54 ...)ό· 

11 

(9,3670..,)α* 

20 

(31,57 ...)α· 



880 


Πρόβλημα 6·~>2 


1744* Νά υπολογιστούν τά Ιμβαδά των κανονικών πολυγώνων μέ 



Σ ϊ· 1125. 


6, 12, 8, 10, 6 καί 15 πλευράς, συναρτήσει, 
τής άκτΐνος Κ. τής περιγεγραμμένης είς 
έκαστον περίφερε ίας. 

Βλέπε τάς δύο πρώτας έκδόσεις τοΟ 
παρόντος έργου. Διά τό Βωδεκάγωνον 
λ. χ. Εχομεν 

Ε 1>= =6(ΑΒΓΟ)=6. 


1744 α* Παρατήρησις. Ό έπόμενος τύπος έφαρμόζεται είς πδν 
κανονικόν πολύγωνον καί παρέχει τήν έπιφάνειαν αύτοΟ συναρ¬ 
τήσει τής άκτΐνος Κ. : 



Δηλαδή : Τό Ιμβαδόν ένός κανονικού πολυγώνου είναι τό ή μιαν του 
γινομένου τον πλήύονς τών πλευρών αντοϋ, τοϋ τετραγώνου τής άκτΐνος και 
τον ημιτόνου τής γωνίας είς τό κέντρον αυτόν . 

Ό Ακόλουθος πίναζ σχηματίζεται δι' έφαρμογής τοΟ Ανω¬ 
τέρω τύπου. 


Πλήθος πλευρών Εμβαδόν 

3 (1,29904..,)Κ· 

4 (2,0000 ...)Κ 3 

5 (2,3776 ...)Κ 3 

6 (2,5981 ...)Κ’ 

7 (2,7364 ...)Κ» 

8 (2,8284 ...)Κ 3 

9 (2,8925 ...)Κ 3 

10 (2,9349 ...)Κ» 

Π (2,9735 ...)Κ> 


Πλήθος πλευρών Εμβαδόν 

12 (3,0000...)Κ· 

13 (3,0206...)Η 3 

14 (3,0372...)Η. 3 

15 (3,0504...)Κ* 

16 (3,0$15...)Κ 3 

17 (3,0706,..)Κ· 

18 (3,0781 ...)Κ· 

19 (3,0846... )Κ. 3 

20 (3,0901 ...)Κ 3 


Πρόβλημα 632-1 

174&. Νά ύπολογισθ^ ή έπιφάνεια τοϋ αστεροειδούς όκταγώνου. - 



*Έστω Κ ή Ακτίς τής περιγεγραμ- 
μένης περίφερείας* ή πλευρά τοΟ 
ΑστεροειδοΟς όκταγώνου δίδεται 6π6 
του τύπου 

ΑΒ = Κ. Ϋ 2 + ΥΤ (ο., Π « 733). 

Φέροντες τάς Ακτίνας είς τάς 
κορυφάς τοΟ όκταγώνου, παρατη- 
ρουμεν ότι σχηματίζονται όκτώ τρί¬ 
γωνα, ώς τό ΑΟΒ, Τσα πρός Αλληλα 
καί άλληλοτεμνόμενα. Γίνεται δέ 
φανερόν έκ τής έποπτείας τοΟ σχή¬ 
ματος, ότι τό όγδοον ΜΟΝ του έσω- 
τερικοΟ όκταγώνου μέ πλευράν ΜΝ 
κατά τήν ΑρίΘμησιν τών τριγώνων τού- 




881 


των έπειδή περιέχεται καί εις τά τρία τρίγωνα ΔΟΕ, ΑΟΒ 
καί ΖΟΘ. 

Τά δέ τρίγωνα, ώς τό ΜΡΝ, όκτώ τόν άριθμόν, λαμβάνονται 
80ο φοράς Εκαστον κατά τήν Ιδίαν άρίθμησιν. Επομένως: 

Εύρίσκομεν τό έμβαδόν του Αστεροειδούς όκταγώνου ΑΒ... 
πολλαπλασιάζοντες τήν ήμιπερίμετρον αύτοΟ 4. ΑΒ έπί τό άπό- 
στημα ΟΙ καί άφαιροΟντες έκ του γινομένου τούτου τά δύο ϊσα 
τετράγωνα μέ μίαν κορυφήν τό σημεΐον Ρ ή Π. "Η: 

Ε', = 2Κ’ νΤ-2Κ»(2- ΫΤ) = 4 Κ*(ΫΤ- 1). 

Σημβίωσις. Τά Αστεροειδή πολύγωνα έμελετήθησάν κατά πρώ- 
τον ύπό τοΟ ΚβρΙβΓ, τό 1619. Βλέπε εις τά Επόμενα (§ 1901, η) 
τήν γενικήν σπουδήν τών έμβαδών γών Αστεροειδών πολυγώνων. 


Πρόβλημα 632-11 


1746 . Δίδεται ή άχτίς ΟΑ — Κ καί ή πλευρά ΑΓ = ο ενός κανονι¬ 
κού πολυγώνου μέ ν πλευράς. Συναρτήσει των 
μηκών αΰτών, να υπολογισθΏ τό έμβαδόν του 
πολυγώνου, ώς καί τό τοΟ εις τόν αίτιόν κύ¬ 
κλον εγγεγραμμένου καί διπλάσιου πλήθους 
πλευρών. 

1) Ύπολογίζομεν τό άπόστημα ΟΙ=σ 
διά του όρΘογωνίου τριγώνου ΟΑΙ: 



Σχ. 1127. 




Τό έμβαδόν του 
γώνου Επομένως 


τριγώνου ΑΟΓ 


εΤναι —ασ καί τό του πολυ- 


£ ν = υ να 


2) Διά τόν ύπολογισμόν τής πλευράς α' τοΟ καν. πολυγώνου 
μέ 2ν πλευράς, θά χρησιμοποιήσωμεν τόν γνωστόν τύπον 

α' = V 2 Κ* - Κ Υ4 Κ» - α* (Ο.. π· 2Θ6) 

Τό άπόστημα αύτοΟ εύρίσκεται έκ τής σχέσεως: 



ή 



Επομένως: 

Ε 3 ν — -^-2να']/κ* — ^ =να' ]/ Κ β 


α** 

4 # 


Πρόβλημα 632-ΙΙΙ 

1747 . Νά ύπολογισθουν ή πλευρά, ή περίμετρος καί ή έπιφάνεια 
κανονικού έξαγώνου συναρτήσει τής άκτΐνος Κ τής περιγεγραμμένης πε· 

Γίωμ* τρία 56 
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ρΐφβρείας χαί ακολούθως τά Ιδια στοιχεία διά το είς την αυτήν περι¬ 
φέρειαν περιγεγραμμένον κανονικόν έξάγωνον. 

Το ίγγβγραμμίψον χαψοηχόψ ίξάγωνοψ Εχει πλευράν Κ, περίμετρον 
6Κ. καί άπόστημα]/κ* — ^ =?-^-Η. |3 =Κ (0,86602...). 

Τό έμβαδόν του είναι 3 Η.. -1- ΚΫ3 = Κ*νΓ= κ» (2,69800...). 

Τό περιγεγραμμένον κανονικόν Ιξάγωνον Εχει άπόατημα Τσον πρός' 
τήν άκτΐνα Κ· έπειδή Βέ τά δύο πολύγωνα είναι όμοια, ό λόγος 
τών έμβαδών των είναι Τσος πρός τόν λόγον τών τετραγώνων τών 
άποστημάτων των. Εύρίσκομεν 

ό 2 

Λόγος άποστημάτων... = . 

ν,κί3 Ϋ3 

2 2 Κ. 

Πλευρά περ/νου έζαγώνου . . . . Κ.. -τ-= = · 


Περίμετρος περ/νου έζαγώνου . . 


Κ. 2 12 Κ 

Ϋ3 ~ ντ 


Εμβαδόν περ/νου έζαγώνου 


3Β.»Ϋ3 




Π ορατή ρη ας. Τό περιγεγραμμένον κανονικόν έζάγωνον εΐναι τά 
4 

τοΟ Εγγεγραμμένου κανονικοΟ έζαγώνου. 

Πρόβλημα τον Θ33 


1748 . Δίδονται τά έμβαδά α χαί Α δυο όμοιων κανονικών πολυγώ¬ 
νων πλήθους ν πλευρών καί έκ των όποίων τό εν είναι Εγγεγραμμένου 
καί τό άλλο περιγεγραμμένον είς τήν αύτήν περιφέρειαν. Εΰρετε, συ¬ 
ναρτήσει των έμβαδών τούτων, τά έμβαδά α', Α', τοΰ εγγεγραμμένου 
καί τοΰ περιγεγραμμένον είς τήν Ιδίαν περιφέρειαν πολυγώνου χαί τά 
όποια έχουν διπλάσιου πλήθος πλευρών. 


Εήρίσκομεν : α' = V α Α . Α' = —~—,. 

α α 

Παρατηρήσεις. 1) Διά τήν άριθμητικήν Εφαρμογήν τών τύπων αύ- 
τών βλέπε § 1773 γ. 

2) ΟΙ τύποι οδτοι χρησιμεύουν διά τόν κατά προσέγγισιν ύπο- 
λογισμόν τοΟ άριθμοΟ π· 

1749* Σημιίωσις* ΑΙ στοιχειώδεις μέθο&οι πρός ύπολογισμόν 
τοΟ άριθμοΟ π είναι τέσσαρες. Δύο τούτων βασίζονται έπί τοΟ 
τύπου Γ = 2 πρ, τοΟ παρέχοντος τό μήκος περιψερείας, και οΐ 
άλλοι δύο έπί του τύπου Ε=πρ*, διά τό έμβαδόν τοΟ κύκλου. 

*Η πρώτη μέθοδος, όφειλομένη είς τόν "Αρχιμήδη, συνίσταται 
είς τόν ύπολογισμόν τοΟ μήκους τής περιψερείας κύκλου διαμέ¬ 
τρου 1, θεωρουμένου αύτοΟ ώς κοινοΟ όρίου τών περιμέτρων κα¬ 
νονικών πολυγώνων Π ν , Π% Εγγεγραμμένων καί περιγεγραμμέ- 
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νων είς τόν κύκλον τούτον καί τών όποίων τό πλήθος ν τών πλευ¬ 
ράν διπλασιάζεται έπ* άπειρον. 

Ή δευτέρα μέθοδος, είσαχθεΐσα ύπό τού Οτεζοτν, συ- 

νίσταται είς τόν υπολογισμόν τής έπιψανείας τού 16(ου κύκλου, 
θεωρουμένής καί ταύτης ώς κοινού όρίου τών έμβαδών τών ιδίων 
ώς καί προηγουμένως πολυγώνων καί όμοίως μεταβαλλομένων. 

Ή τρίτη μέθοδος, καλουμένη ή τών Ιοοπβριμηρικών πολυγώνων, 
καί άποδιδομένη είς τόν δοΗντεδ άλλά πράγματι όφειλομένη είς 
τόν Όβεοβτίββ, ζητεί τήν εύρεσιν τής άκτϊνος περιφερείας δοθέν- 
τος μήκους, θεωρουμένής τής άκτϊνος ταύτης ώς κοινού όρίου 
τών άκτίνων καί άποστημάτων μιδς άκολουθίας κανονικών πολυ¬ 
γώνων, ώρισμένης περιμέτρου καί τών όποίων τό πλήθος τών 
πλευρών συνεχώς διπλασιάζεται. 

Κατά τήν μέθοδον ταύτην, δύναντσι νά χρησιμοποιηθούν δύο 
Ιδιότητες, διατυπωθεΐσαι ύπό τού Όέ&νέ Αηάνέ καί τών όποίων 
τήν άζίαν Ιδιαιτέρως έτόνισεν ό Εηρέηβ ΒοηοΗέ (Ν, Α., 1882, σ.325)\ 

Ή τετάρτη μέθοδος, τού Ιβρβηάτβ, (IV Βιβλίον, XVI πρότασις) 
αυνίσταται είς τήν άνεύρεσιν τής άκτϊνος κύκλου δοθέντος έμβα- 
δοθ, θεωρουμένής πάλιν τής άκτϊνος ταύτης ώς κοινού όρίου 
τών άκτίνων καί άποστημάτων μι&ς άκολουθίας κανονικών πολυ¬ 
γώνων, ώρισμένου έμβαδού καί τών όποίων τό πλήθος τών πλευ¬ 
ρών συνεχώς διπλασιάζεται (Ν. Α., 1844, σ. 582* σημείωσις τού 
Αντηαηά Γανσρ). 

Πρόβλημα 634 

1760* Δίδονται τό άπόστημα ρ και ή άκτις Κ ενός κανονικού πο¬ 
λυγώνου και ζητούνται τό απόστημα ρ' καϊ η άκτίς Κ' ιού Ισοδυνάμου 
*ρός τό πρώτον κανονικού πολυγώνου καί διπλάσιο ν πλήθος πλευρών 
Ιχοντος. 

Είναι αύτά: 

κ'= Υρκ, ρ'= ■ 

Παρατηρήσεις, 1) Διά τήν άριθμητικήν έφαρμογήν τών τύπων 
αύτών, βλέπε § 1773 6. 

2) Διά τάς λεπτομερείας τών ύπολογισμών, βλέπε 2αν καί 3ην 
βκδοσιν τού παρόντος δργου. 


Πρόβλημα 634—1 


1761 . *Έατω Α ό πόλος άντιστροφής καί ή δύναμις αυτής. Έάν 
περιφερείας (Β, β) τό κέντρον Β άπέχη τού πόλου Α άπόστασιν α, νά 
ύπολογισθούν ή άκτίς β' τής άντιστρόφου τής (Β) περιφερείας, ώς και 
ή άπόστασις α' τού κέντρου αύτής Β' άπό τού πόλου. 

Τά σημεία Γ, Γ', Δ, Δ' καί Τ, Τ' είναι, σημεία άντίστροψα 
άλλήλων, ένώ τό κέντρον Β' δέν είναι τό άντίστροψον τού σημείου 
Β. Πρός ύπολογισμόν τών α' καί β', δυνάμεθα νά εύρωμεν κατά 
πρώτον τά μήκη ΑΓ' καί ΑΔ\ 



α- β' 



1τ* 

α + β* 
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Παραχήρηοίς . θά ήδυνάμεθα νά έχρησιμοποιοΟμεν έπίσης τά 
μήκη ΑΤ, ΑΤ', τουλάχιστον διά τήν έπαλήθευσιν τών προηγουμέ¬ 
νως εύρεθέντων τύπων. Οϋτω: 


ΑΤ' 


1ι β 


1ί 3 


άλλ* είναι 


α' 3 - β' 3 = 


ΑΤ γ α ι _ ρι 
α*!^ 4 —Ρ *^ 4 


= , ΑΤ' 3 = 


α 3 - ρ 3 


1ι 4 

(α* — Ρ ®) 2 ” α· — β 1 


= ΑΤ' 3 . 


Πρόβλημα 634-11 

1751 α. Έστω ΗΚΛΝ τετράπλευρον έγγεγραμμένον είς την περιφέ¬ 
ρειαν (Ο, Κ.) και περιγεγραμμένον ε(ς τήν (I, ρ). Ευρετβ τήν οχέσιν τήν 
συνδέουσαν τάς ακτίνας Κ καί ρ μετά τής διακέντρου 8 = ΟΙ των δύο 
περιφερειών. 

ΧρησιμοποιοΟντες τάς προτάσεις τών §§ 749 καί 1384 — 1392, 
έγγράφομεν είς τήν περιφέρειαν Π) τετράπλευρον ΒΓΔΕ μέ δια¬ 
γώνιους ΒΑΔ, ΓΑΕ καθέτους έπ 1 άλλήλας. "Εστω γ ή άπόστα- 
σις Α4. 

Έάν είς τάς κορυφάς Α, Β, Γ, Δ φέρωμεν τάς έφαπχομένας 
τής περιφερείας (I). γνωρίζομεν 6τι τό υπό τών εύθειών τούτων 
σχηματιζόμενον τετράπλευρον ΗΚΛΝ είναι έγγράψιμον είς περι¬ 
φέρειαν, τής όποίας έστω Ο τό κέντρον καί Κ ή άκτίς. 

Ό τόπος τοΟ σημείου Μ, μέσου τής ύποτεινούσης ΒΓ, είναι 
περιφέρεια, βχουσα κέντρον τό μέσον Ζ τής εύθείας ΑΙ καί διερχο- 
μένη διά τοΟ Ρ, προρολής τοΟ Α έπΐ τήν ΒΓ (§§ 749 καί 1386). Η 
ΑΜ είναι διάμεσος του όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ καί Τση έπομέ- 
νως πρός τήν ΜΓ, ή δέ ΙΜΝ κάθετος είς τό μέσον τής ΒΓ. "Αρα 

1Μ 3 + ΜΓ 3 = 2 ΙΜ 3 = 1Γ* = ρ». 




Επίσης 


μ* = ΖΜ 3 = ΙΜ* - ΙΖ* = 


£1 

2 




Άφ* έτέρου, έκ τοϋ όρθογωνίου τριγώνου ΙΓΝ είναι ΙΝ = 


_Ρΐ - 
ΙΜ 


κατά συνέπειαν τό σημεϊον Ν δύναται νά θεωρηθή Αντίστροφοί 



Σχ. 11ΪΛ 

τοΟ Μ έν τη Αντιστροφή (I, ρ·) καί γρΑφον τήν Αντίστροφον πε¬ 
ριφέρειαν τής γραφομένης ύπό τοϋ σηαείου Μ. 

Έάν ήδη εις τούς τύπους (1) καί (2) τής § 1751 Αντικαταστή- 

σωμεν τΑ α', α, β' καί β διά τών δ, , Κ καί μ Ανχιστοίχως καί 

τήν δόναμιν Αντιστροφής 1^* διά τοΟ ρ\ εύρίσκομεν δύο σχέσεις 
μεταξύ τών δ, ρ, Κ καί γ, δι' Απαλοιφής έκ τών όποιων τοΟ γ 
λαμβάνομεν τήν ζητουμένην σχέσιν μεταξύ τών μηκών Κ. ρ καί δ. 
ΑΙ πράξεις δίδουν 
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Διά διαιρέσεως κατά μέλη τΩν (3) καί (4), λαμβάνομεν 


κ ρ* Υ2 ρ» — ν* 


ύψρΟντες εις τό τετράγωνον καί τακτοποιοΟντες 
2ρ»δ» = γ»(Κ» + δ·), 


ή 


ν* 


2 ρ»δ* 

Κ» + Β» ' 


( 5 ) 


Μεταφέροντες τέλος τήν τιμήν ταότην τοΟ γ» εις τήν σχέσιν (3)* 
ύψωθεϊσαν προηγουμένως είς τό τετράγωνον, όδηγοόμεθα τελικΩς 
είς τήν σχέσιν 

(6· - Λ»)» - 2 ρ· (Κ· + δ») = 0, (6) 

ήτις είναι ή ζητουμένη. 

1751 β. Σημείωοις. 1) Τά προηγούμενα ζητήματα (§§ 1751 καί 
1751 α) είναι περίληψις μιάς ένδιαφερούσης Νοίβ άβ ΟέοτπέίΗε τοΟ 
Κ. ΜαΗοίζεΙ, καθηγητοΟ τότε είς δαΐηί - ΒατΙκ. (Λ Μ. Ε., τΩν 
ΒοηΓ^βί καί ΚηεΗΙβΓ, 1879, σ. 365). Προηγουμένως όμως ό ]. - Β. 
Πυιταηάε είς τά Α. ά. Ο., τόμ. XV (1824 - 1825), σ. 133—145) είχε, 
σπουδάσει τό έγγράψιμον καί περιγράψιμον ταυτοχρόνως τετρά- 
πλευρον καί είχεν άνεύρει πολλά ένδιαφέροντα θεωρήματα, κα¬ 
θώς καί τόν θεμελιώδη τύπον 

δ» = ΙΙ»+ρ» — ρ γ4Κ·+ρ». 
λαμβανόμενον έκ τοΟ 

δ 4 - 2(Κ»+Ρ ι )δ» + Κ»(Κ» —2ρ») = 0. 

Ό τελευταίος τύπος, γραφόμενος καί είς τήν μορφήν 

(6»-Κ»)» = 2ρ» δ» + 2ρ»Κ», 
έδόθη όπό τοΟ Μαΐΐοΐζεΐ. 

2) Είς τό Ιηί. ά. ΜαΟ ι. (1906, σ. 146) έτέθη τό έπόμενον πρό¬ 
βλημα: 

Έκ τΩν τετραπλεόρων τΩν έγγεγραμμένων καί περιγεγραμμέ- 
νων εις δύο περιφερείας (Ο), (1) καί τΩν όποιων τά στοιχεία Κ, ρ 
καί δ πληροΟν τήν σχέσιν (6), ποια τά μεγίστης περίμετρον ή μεγίστης 
ίπιφανείας ; (Ε. - Ν; ΒαΓίείβη, Η. * Β. ΜαΗηευ). 

Τό τετράπλευρον μεγίστης έπιφανείας καί έπομένως μεγίστης 

περιμέτρου ΙάφοΟ (ΗΝΛΚ) =-—- - -—-. ρ , είναι 

τό 6χον άξονα συμμετρίας τήν διαγώνιον ήτις διέρχεται διά τΩν 
κέντρων I καί Ο. 

Τό τετράπλευρον ίΐαχίστης επιφάνειας εΤναι ισοσκελές τραπέζιον, 
μέ βάσεις καθέτους έπί τήν διάκεντρον ΙΟ. 

Πράγματι, τό γινόμενον χών όιαγωνίων εΤναι σταθερόν (ΣβΗάετΒ- 
άονί, Ν. Α., 1879, σ. 479 καί 1880, σ. 470). 

^Αν μ, ν καί ω εΐναι αί διαγώνιοι καί ή γωνία αύτών, είναι 


μν = 


8Κ»ρ» 
Κ>—δ» * 
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Επειδή τό έμβαδόν τοΟ τετραπλεύρου δίδεται ύπό τοΟ τύπου 
Ε = -I- μν ημ ω = σταθ. X ημ ω. 

τό μέγιστον τοΟ έμβαδοΟ του λαμβάνεται διά ω = 90®. *Από τής 
θέσεως τούτης τών διαγώνιων ή γωνία αύτών έλαττοΟται, Εως 
δτου τό τετράπλευρον άποβή τραπέζιον μέ βάσεις καθέτους έπί 
τήν διάκεντρον ΟΙ. 

3) Τό Α&ροιομα τών άποσχάοΜΰ ν τ αν χάντραν Ο άηο τών τβσοάρων 
χΐβνρών είναι Τσον πρός 

= Ρ + V +4Κ·. ϋ. ϋβρΓβζ) 

(ΜαΙΗβώ, τόμ. VIII, 1888, σ. 237, ζτμ. 608). 

4) Βλέπε έπίσης είς Ν. Α. τοΟ Ετους 1882, ο, 330 τήν σημείω- 
σιν τοΟ Ρ. * V. δίδεετνβη καί μάλιστα είς /. ά- Μ. ΈΙ . τ οϋ £οη$- 
€Ηατηρ 9 , τόμ. XXI, 1897, σ. 9 και 174, μίαν σειράν άρθρων έπί: 
ΠβΙαΗοη» τηέίνΐηηββ βί ίΗ^οηοτηέίΐΊ,ηιιεβ βηΐνε ΕΙέτηβηίβ ΙίηέαίνβΒ 
ίΐ αηρηΙαίΓβ» άη αηαάτίΙαΙέΓΒ ΐηβ«·ίΙ οοτηρίβΐ, ύπό Γ,βοος. Ε(ς τήν 
σπουδήν ταύτην εκτίθεται ό ύπολογισμός τών πλευρών τοΟ έγ- 
γρσψίμου - περιγραψίμου τετραπλεύρου, ό τύπος τοΟ Ώηνταηάβ, 
έκεΐνος τοΟ Ι^βιιάβΓβάοΓί κλπ. (σ. 152, 154). 

5) Είς τό I. ά . Μα,ΙΗ . εύρίσκονται διάφορα άρθρα έπί τοΟ άνω- 
τέρω θεωρήματος καί έπί τών έργασθέντων έπ* αύτοΟ: 1907, σ. 
20, πολύ ώραία μελέτη ύπό Βοαίΐη — σ. 92, σημείωσις τής Συντά¬ 
ξεως έπί τοΟ (δίου θέματος —σ. 214, βιβλιογραφία έπί τοΟ τβχρα - 
χλκνρου τον ΡοηοβΙβΙ ύπό ΒΓοε&Γά. — 1908, σ. 233, σημείωσις ύπό 
Ρ. Ο. -Μ. καί τέλος 1909, σ. 36, Εν ώραΐον άρθρον ύπό ^ Τ ε1βο1ι. 

6) 4 0 Νίοοί&ε Ρη5β, τό 1792, έμελέτησε τά έγγράψιμα - περι- 
γράψιμα τετράπλευρα καί έδωσε τήν άναλυτικήν σχέσιν τήν συν- 
δέουσαν τά μήκη Η., ρ καί δ. 

* Αργότερου (1827), ό δίοΐαετ Εφθασε είς τα Ιδια άποτελέσματα 
ώς καί ό Ριιββ. 

Έάν θέσωμεν: Κ. + & = Ρ· Κ. — δ = η, ή σχέσις (6) γράφεται 

(ρ* — ρ*) (ς’ — ρ β ) = ρ 4 · 

ΙοντηαΙ άβ ΟτβΙΙβ , (18281 άρθρον τοΟ Ιβοοδί, καθηγητοΟ τότε 
είς ΚδηίΕβόίϊΓΕ (κατά τά Η. Α., 1845, σ. 378, ΙΙΐ-ν). 

Έπιφάνειαι μέ μιχχόγραμμον περίμετρον 

Πρόβλημα 635 

1762 . Νά ύπολογισθοϋν συναρτήσει 
τής άχτίνος τό έμβαδόν του κυκλικού 
τμήματος μέ χορδήν Ισην πρός την 
πλευράν τοΟ εγγεγραμμένου είς την 
περιφέρειαν κανονικού έξαγώνου, ή 
τριγώνου ή δωδεχαγώνου. 

•Εστω ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ 
καί ΓΕ = ΕΔ. 

ΑΒ είναι ή πλευρά του έξαγώνου, ΑΓ ή τοΟ τριγώνου καί ΔΓ 
ή τοΟ δωδεκαγώνου. 




1) 


κ. τομεός ΑΟΒ = . 

ρ· ντ 

τρίγωνον ΑΟΒ =-^— - 

*Οοη: 

κ. τμήμα ΑΘΒ = ^Ι-= !(2II-3ΤΤΤ). 

2) κ. τομεός ΑΟΓΒ = 2 κ. τομ. ΑΟΒΘ = 

Κ»ΥΤ 

καί τρ. (ΑΟΓ) = τρ. (ΑΟΒ)= —^— · 

•Ωστε : 

Λ λ . ΒΓ πκ 1 Κ*ΫΤ Κ*- ν-5" χ 
κ. τμήμα ΑΒΓ = — 3 - - — = (4 π — 3 V 3 ). 

3) κ. χομεύς ΟΔΖΕ=-^ 

καί τρ»γ. (ΔΟΕ) = -1-ΟΕ.ΔΗ = ~ 

«ρι 3 η* η 1 

"Ωστε : κ. τμήμα ΔΖΕ = -^ ^ (* — 3 >· 


<«> 


(Ρ) 


(Υ) 


Πρόβλημα 636-1 


1753 . Νά ύπολογισθοϋν συναρτήσει τής «Ικτίνος Κ τα έμβαδά των 
κ. τμημάτων μέ χορδάς ίσος ορός τήν πλευ¬ 
ράν τοΟ έγγε γραμμένου είς τήν περιφέρειαν 
τετραγώνου ή κανονικού οκταγώνου. 



1) κ. τομεός ΑΟΒΔ = 


πΚ 1 


τριγ. (ΑΟΒ)=-^-· 

άρα 

κ. τμήμα ΛΔΒ = 




2) Έστω ΑΔ = ΔΒ. Χωρίς νά άνατρέξωμεν είς τόν γενικόν 
τόπον, τόν παρέχοντα τήν πλευράν ΒΔ τοΟ έγγβγραμμένου κανον. 
πολυγώνου Π,* συναρτήσει τής πλευράς ΑΒ τοΟ Π, καί τής άκτϊ- 
νος Κ, δυνάιιεθα νά όπολογίσωμεν αότήν τή βοηθείφ τοΟ όρθο- 
γωνίου τριγώνου ΔΒΘ. ΕύρΙσκομεν: 

ΟΗ = —-, έαομίνως ΔΗ = Κ - ΥΣ = (2 - Υ2 ). 

ΒΔ» = ΔΗ . Δθ = 2Κ .(2 — Ϋ2"). 
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ή ΒΔ = Η |2 — Ϋ2. 

θά ήδυνάμεθα νά ύπολογίσωμεν άκολούθως τό άπόστημα ΟΖ* 
άπλοΰστερον όμως είναι νά θεωρήσωμεν τό Αμβαδόν τοΟ τριγώ¬ 
νου ΑΟΔ: 

(ΑΟΔ) =-1-ΔΟ . ΑΗ = ΑΑ ΥΓ= . 

Καί Απειθή 

ιτΏ I 

κ. τομεύς ΑΟΔΕ = —— · 
ο 

Απεται: 

κ. τμήμα ΑΕΔ = -Υ2~= (π — 2 Ϋ2). (ε) 


Πρόβλημα 636-11 


1764» Νά νπολογισάοΟν όμοίως χά έμ* 
βαδά των κυχλχχών τμημάτων μέ χορδήν* 
Ιοην πρδς τήν πλευράν τοΟ χανονιχοΟ δε- 
χαγώνου ή του πενταγώνου. 

1 ) Δ·*άγωψοτ. 

κ. τομεύς ΑΒΓΟ= · 

Τό τρίγωνον ΑΟΓ £χει ώς βάσιν 
τήν άκτίνα Κ καί ϋψος ΑΗ τό ήμισυ τής 

πλευράς τοΟ πενταγώνου=— ^ ίο—2Υ5Τ 



Επομένως: 

τριγ. (ΑΟΓ) = Γ ° 2 ΑΗ =: Τ' 'Τ' ΥΐΟ — 2Υ5^ 

καί 


πΡ* Ρ* ,- 

κ. τμήμα ΑΒΓ = —^-1^10 - 2Ϋ5 = 

= (4π - 5 νίο^ΠΪΫ^. 

2) Πβντάγωνον. 

κ. τομεύς ΑΟΔΓ = , 

τριγ. (ΑΟΔ) = ΑΗ.ΗΟ, 


(ζ) 


(άπόστημα) 1 = ΗΟ 1 = Ρ · 


ΑΔ 1 

4 


= Κ’--ί^-(10-2Ϋ5)= 


Κ* 

16 


(6 + 2Υ5) 


ΗΟ = ^-ν6+2Υΐ; 
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Άρα 

τριγ. (ΑΟΔ) = ΑΗ . ΗΟ = “* ΥΪθ — 2Υ5 · V β+ΊΥ^ = 
Κ* 




καί 


κ. τμήμα ΑΓΔ = 
Κ» 


πΚ· 


-|- , νιο+2ντ = 


= 4 δ -(βπ-5ΐΠ0+2ΥΤ). 
Πρόβλημα 636- III 


(η) 


1766 . Εμβαδόν κυκλ. τμήματος μέ δύο βάσεις Τσας πρός τας πλευ¬ 
ράς τού κανονικού έξαγώνου και Ισοπλεύρου τριγώ¬ 
νου, των έγγεγραμμένων είς την περιφέρειαν. 

Τό κυκλικόν τμήμα μέ δύο βάσεις ΑΒΔΕ 
εΐναι ή διαφορά τ&ν κ. τμημάτων ΑΒΓΕ καί 
ΒΓΔ : 



"Αρα 


κ. τμήμα ΑΒΓΕ = Κ·. 
κ. τμήμα ΒΓΔ = Κ?. 
κ. τμήμα ΑΒΔΕ = ■ 


4π — 3 νΤ 
12 

2 π - 3 νΤ 


12 


(§ 1752, β) 
(§ 1752, α) 


π Κ> 


Έάν αΐ βάσεις του κυκλ. τμήματος κεΐνται έκατέρωθεν τοΟ κέν¬ 
τρου Ο, θά πρέπε; άπό όλοκλήρου τής περκρερείας νά άφαιρεθουν 
τά κ. τμήματα ΑΒΓΔΕ και ΒΓΔ : 


κ. τμήμα ΑΖΗΕ = πΚ* — Κ* ( 


4 π — 3 V 3 
12 


)-*·( 


2π — 3 V 3 
12 


)= 


_ κ , Ξ±Π, 

- Κ 2 

2ημ*ίωσις. Βλέπε καί τό ένδιαφέρον 
ζήτημα τής § 1718 α, περί τής μεγίστης 
έπιφανείας ένός κ. τμήματος μέ μίαν βά- 
σιν καί τόζον ώρισμένου μήκους. 

Πρόβλημα 636 

1756· Ποία ή έπΐφάνεια τού έγγεγραμμέ· 
νου κύκλου είς κυκλικόν τομέα άνο(γματος 60; 

Διά τήν έγν ραφήν είς κ. τομέα περιφε- 
ρείας, φέρομεν τήν έφαπτομένην ΔΒΕ είς 
τό μέσον Β τοΟ τόξου ΑΓΒ καί όρίζομεν 
αύτήν ώς τήν έγγεΥραμμένην περιφέρειαν είς τό τρίγωνον ΔΟΕ. 



£ζ% 1134. 
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Επειδή σΐ διχοτόμοι ΟΜ, ΔΜ, ΕΜ εΤνσι 5ψη καί διάμεσοι 
λπίσης τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου ΔΟΕ, εύρίσκομεν 

βμ = -1βο =-|-· 

π κ.* 

Λρα έμβαδόν κύκλου Μ = —=—. 


Πρόβλημα 636—1 

1767 . Ποία ή έπιφάνεια τοΟ έγγε γραμμένου κύκλου είς κυκλ. τομέα 
ανοίγματος 90°; 

ΔΕ = 2.0Β = 2Κ, ΟΔ = ΟΕ = κΥΤ. 

Είναι φανερόν έκ τοΟ σχήματος, ότι 
ή διάμετρος τής περιφερείας (Μ) είναι 
Τοη πρός τήν ύπεροχήν τοΟ άθροΐσμα- 
τος τών καθέτων πλευρών τοΟ τριγώ¬ 
νου ΕΟΔ άπό τής ύποτεινοόσης αύ- 
τοΟ, ή 

2 ΜΒ = 2 Κ ΥΤ— 2 Κ, 

ΜΒ = κ(ΥΤ-ΐ). 

Επομένως: 

έγγεγραμμένος κύκλος = π Κ 1 (V 2 — ΐ)* = πΚ , (3-2 ΥΤ). 
Πρόβλημα 636-11 



1766* *Ανάλογον πρόβλημα διά χυχλ. τομέα ανοίγματος 120°. 

Επειδή ή γωνία ΛΜΝ τών 
άκτίνων είς τά σημεία έπαφής 
είναι 60<», ή ΜΟ δύναται νά 
θεωρηθη ώς ή πλευρά Ισο¬ 
πλεύρου τριγώνου τοΟ όποιου 
ή ΜΝ είναι τό ύψος. 

'Ωσχε: 

ΜΟ : 2 · ΜΝ 


Υ3 ' 

Άλλ’ είναι 

ΟΒ = Κ = ΜΝ + 



2.ΜΝ 


καί 


ΜΝ = 


ΥΤ 

Κ Υ3~ 


ΜΝ 


2 + Υ3 
Υ3 


Κατά συνέπειαν : 
κύκλος (Μ) =πΚ* 


2+Υ3 


-?= = τιΚ ■ 


3 (7 — 4 ΥΤ) 


7 -(-4 Υ3 (7+4Υ3) (7 - 4Υ3)' 

κύκλος (Μ) = 3 πκ* (7 — 4 ΥΤ). 
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Πρόβλημα 637 

1769* Δια την κατασκευήν τής ωοειδούς τού οχ. 1187 Διαιροϋμεν εύ· 
ΑεΙαν ΑΑ’ είς τρία Ισα μέρη ΑΓ, ΓΓ', 
Γ'Α' καί γράφομεν μέ κέντρα Γ, Δ', Γ' 
καί Δ χά κυκλικά καί έφαπτόμενα διαδο* 

Ϊ ικώς τόξα ΖΑΕ* ΕΕ', Ε'Α'Ζ' καί Ζ'Ζ. 
ΙοΙον τό έμβαδόν τής υπό τής κλειστής 
τ αυτής γραμμής περικλειομένης έπιφα* 
νείας; 



Ή δλη έπιψΑνεια Αποτνλεΐται έκ 
του Αθροίσματος τών Δύο Τσων κυκλι¬ 
κών τομέων ΕΔΈ', ΖΔΖ' Ανοίγματος 
60° έκάστου, τών δύο, έπίσης Τσων, 
κυκλ. τομέων ΖΓΕ, Ε'Γ'Ζ' Ανοίγματος, 
120· έκΑστου, ήλατιωμένον κατΔ τόν 
ρόμβον ΓΔΓ'Δ', δηλ. κατΑ τό διπλΑσιον τοΟ Ισοπλεύρου τριγώ¬ 
νου ΓΔΓ' μέ πλευράν Τσην πρός ΓΕ = ΓΑ = Επομένως 


Ε = -1-πΔΖ» + 4 πΓΖ ’- 2 -Γ Ί ' Τ ( β = ^τ)' 

ε=».( 2 ._^) = 4«·(2.--ψ·)· 

Παρατήρηοις . Ή περίμετρος τής γραμμής είναι: 

1 Α-7 . 2 τ-*7 16 πα 

Ύπ . ΔΖ + —π. ΓΖ == —^- 

Πρόβλημα 637-1 

1760* Άνάλσγον ζήτημα* ΓΑ = Γ'Α' = δ, ΓΓ' = 2 γ. 


0 ) 


( 2 ) 



Ό τύπος (1) έξακολουθεΐ Ισχύων: 

Ε = -1π(2γ + 8)* 4--|-ιιβ , -2ν·νΤ. 
άφοΟ ΔΖ = 2γ + 6. 
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Πρόβλημα 638 

1761 . Ποια ή έπιφάνεια τής ωοειδούς τής λαμβανομένης δια διαι- 
ρέσεως τής ΑΑ' είς τέσσαρα Ισα μέρη και 
χαθ' δμοιον τρόπον πρός τάς προηγουμένας 
κατασχευαζομένης; 

Ή έπΐφάνειά της άποτελεΐται έκ δυο 
Ισων τεταρτοκυκλίων μέ άκτίνα 

ΓΑ = ΓΟ = 6 = -ί-, 

έκ δύο άλλων, έπίσης Τσων, μέ άκτΐνα 
ΔΖ = ΔΓ + ΓΖ = γ ΥΤ+ 6 = ~(ΥΤ+1), 
μείον τό τετράγωνον ΓΔΓ'Δ'. "Ωστε 

Ε = -^|π(2+ ίΤ) — 2]. 

Παρατήρηοις. Ή περίμετρος τής γραμμής είναι: 

πΔΖ + πΓΖ = πδ (ΐ + ΥΤ) + πδ = ^ (2 + ΐ* ) · 

Πρόβλημα 638—I 

1762 ♦ Άνάλογον ζήτημα* τό σχήμα ΓΔΓ'Δ' είναι τετράγωνον πά¬ 
λιν άλλα γ =£ δ. 



ΕύρΙσκομεν Ε = π (γ 1~2 -{- δ)· + -^- πδ* — 2γ*. 


Πρόβλημα 638—11 

1763 . Ποια ή έπιφάνεια τής λαβής κανίστρου ( 91 ), τής άποτελουμε- 
νης έχ τριών τόξων 60° καί έχόντων κέντρα τά σημεία Γ, Ε και Γ' 
κατά τό σχήμα 1141; 


01. Σ η μ. μ ε τ. Αηεβ άο ραπιστ, εκ του λατινικού λώβα = λαβή, 
ώτίον δοχείου κλπ. 
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“Εστω ΑΑ'= 2 σ καί βέλος ΟΒ = β < α. 

Ύπενθυμίζομεν τήν κατασκευήν τής καμπύλης. 

Γράφομεν ήμιπεριφέρειαν ΑΔΑ', έγγράφοαεν εις αύτήν κανο¬ 
νικόν ήμιεξάγωνον ΑΝΝΆ' καί φέρομεν τάς 
εύθείας ΔΝ, ΔΝ'. Διά τοΟ σημείου Β φέρο¬ 
μεν παράλληλον ΒΜ πρός τήν ΔΝ, ΜΓΕ 
παράλληλον πρός τήν ΝΟ κλπ. 

Τά τρίγωνα ΑΜΓ. ΜΕΜ', Α'ΜΤ' είναι 
Ισόπλευρα, τά δέ σημεία Γ, Ε, Γ' είναι κέν¬ 
τρα τών τόξων ΑΜ, ΒΜ' καί Μ'Α' άντιστοίχως. 

Ή έπιφάνεια άποτελεϊται έκ τριών κ. το¬ 
μέων Ανοίγματος 60° έκάστου, μ$ϊον τό Ισό¬ 
πλευρον τρίγωνον ΓΕΓ\ Καί ή εϋρεσις του 
μέτρου της άνάγεται είς τόν υπολογισμόν τών 
ΑΓ καί ΕΜ συναρτήσει τών α καί β (* 3 ). 
Βλέπε 2αν καί 3ην βκδοσιν τοΟ παρόντος έργου. 

Πρόβλημα 639 

1764 . Δίδονται τρεις ίσοι κύκλοι έφαπτόμενοι όλλήλων καί ζητεί¬ 
ται νά υπολογιστή τό έμβαδόν τής μεταξύ 
αύτών περιεχομένης έπιφανείας. 

Ή έπιφάνεια αΟτη άποτελεϊται έκ 
τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ μεϊον 
τό άθροισμα τριών κυκλ. τομέων, Τσων 

έκάστου πρός τό — τοΟ ένός τών ϊσων 

κύκλων. 

Τό Ισόπλευρον τρίγωνον έχει έμ¬ 
βαδόν 

-1-ΑΒ»νΤ=ρ· ντ 



92. 2 η μ. μ · τ. Υποδεικνύομε* ένα τρόπον υπολογισμού τών μηκών 
τούτων. 

Έστω Η ή τομή τών ΒΜ καί ΟΝ» Σ ή τομή τής έκ του Ο παραλλή¬ 
λου τής ΑΝ μετά τής ΕΜ. θά έχωμεν : 

0Β = 6 = 0Η. 

"Αν τε&ή ΝΜ = χ, τό παραλληλόγραμμον 0ΝΜ2 δίδει ΜΣ = Κ, έκ 
δέ τού Ισοσκελούς τριγώνου ΟΣΕ, μέ πλευράς ΟΣ = ΣΕ = χ καί γωνίας 
εις τά Ο καί Ε ϊσας πρός 8ό°, λαμβάνομεν άμέσως: 

0Ε = χ ΥΤ. 

Επομένως : 

χ ΥΤ+β = 0Β = 0Μ = χ4-Κ. *■ Κ “ 6 


καί 


ΕΜ = Κ + χ = —-, 

Τ V 3 — 1 


ίΤ-ι 


ΑΓ = ΑΜ = ΜΓ = Κ - χ = 6 ~ . 

ΥΤ-1 
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καί οΐ τρεις τομείς Εχουν Αθροισμα 3 . —· "Ωστε : 

(ΔΕΖ)=ρ·(τΤ3 -^-)· 

Πρόβλημα 639—1 

1766» Δίδονται τέσσαρες ϊσαι, έφαπτόμενάι άνά τρεις, περιφέρβιαι 
χαί των όποίων τά κέντρα είναι χορυφαί τετραγώνου. Να ύπολογισθή τό 
έμβαδόν της μεταξύ των περιφερειών τούτων περιεχομενης έπιφανείας. 

Έστω ρ ή άκτίς τών περιφερειών. Άπό τοΟ τετραγώνου τών 
κέντρων θά πρέπει νά ΑφαιρεθοΟν τέσσαρες κ. τομείς Ανοίγμα¬ 
τος 90®. "Ωστε 

Ε =·4 ρ’ — 4 . —= ρ’ (4 — ή). 

Πρόβλημα 639-11 

1766 · Τά χέντρα τεσσάρων Ισων χύχλων, έφαπτομενων άνά δύο, 
είναι χορυφαί ρόμβου, μέ πλευράν Ισην πρός μίαν των διαγώνιων. Νά 
ύπολογισθή τό εμβαδόν τής μεταξύ αυτών περιεχομένης έπιφανείας 
συναρτήσει τής άχτίνος ρ των χύχλων. 

1) 'Ο ρόμβος άποτελεϊται έκ δύο Ισοπλεύρων τριγώνων πλευ¬ 
ράς 2 ρ. 

Επομένως: 

Ρόμβος = 2 . Ο&ΣίΣ. =2ρ*1Τ. 

2) Άπό του ρόμβου Θά πρέπει νά άφαιρεθοΟν δύο κυκλικοί 
τομείς Ανοίγματος 60° καί δύο άλλοι Ανοίγματος 120®, ήτοι; έν 
άλω, εΓς όλόκληρος έκ τών θεωρουμένων κύκλων. 

"Ωστε 

Ε = 2ρ»νΤ- ττρ* = ρ’ (2 νΤ— π). 


Πρόβλημα 640 

1767» Μέ κέντρα τά μέσα των πλευρών τετραγώνου χαΐ Αχτίνα τό 
ημισυ τής πλευράς αυτού γράφομεν ήμιπεριφερείας. 

Νά υπολογιστή τό έμβαδόν των τεσσάρων ουτω 
σχηματιζομένων φύλλων. 

"Εστω 2 ρ ή πλευρά του τετραγώνου. 1 

Τό άθροισμα τών τεσσάρων ήμικυκλίων είναι 
ίσον πρός τό τετράγωνον; πλέον τά τέσσαρα 
ιαΟτα φύλλα* ή 



Ε = 2 πρ 3 — 4 ρ* = 2 ρ» (π — 2). 


ς*. ιι*3. 


Παρατήρησή. Τό έμβαδόν τής λευκής έπιφανείας του σχήματος 
1143 — Στανροΰ τής Μάλτας — είναι 


Ε' = τετράγωνον — Ε = 2 ρ 1 (4 — π). 


Πρόβλημα 640—I 


17Θ8 . Το Ισόπλευρον 



τρίγωνον ΜΒΚ καί το Ισοσκελές ορθογώνιον 
Μ ΑΝ έχουν κοινήν βάσιν ΜΝ και τάς κορυ* 
φας Β, Α πρός τό αυτό μέρος της ΜΝ. Μέ 
κέντρα τάς κορνφάς Β, Α καί ακτίνας ΒΝ 
καί ΑΝ άντιστοίχως γράφομεν περιφέρειας. 
Να ύπολογισθοϋν τά έμβαδά των σχηματιζο- 
μενών τριών καμπυλόγραμμων χωρίων. 

Θά πρέπει νά ΰπολογίσωμεν κατά πρώ¬ 
τον τά έμβαδά τών κυκλικών τμημάτων 
ΜΓΝ καί ΜΔΝ. 

Επειδή τά πρώτον τμήμα Αντιστοιχεί 
εις τόξον 60°, τά έμβαδόν του είναι 

^(2^-30), (§ 1732 α) (1) 


του δέ δευτέρου, άντιστσιχοΟντος είς τόξον 90°, τά 

α 3 β* 

— (π-2)=-|-(π-2). 


( 2 ) 



Επομένως: 

μηνίσκος ΜΓΝΔ = (2) -(1) = |- π + 6(- I + ΪΤ )1 = 

= -^-|-π + 6 (- 1 + 1 Γ 3)]. (3) 

2) Τό κοινόν μέρος ΜΓΝΖ τών δύο περιφερειών Εχει έμβαδόν 

πα* — (3). 

3) Ό μηνίσκος, τέλος, ΜΕΝΖ Εχει έμβαδόν Τσον πρός τήν δια¬ 
φοράν τών δύο κύκλων πλέον τό έμβαδόν τοΟ μηνίρκου ΜΓΝΔ. 

Θεώρημα 640—11 

1768 α· Συμπληρωματικόν του Θεωρήματος (§ 1577) έπΐ τών 
μηνίσκων τοΟ Ίπποχράτους. 

1) Ό είς έκαστον τών μηνίσκων (σχ. 1144 α) έγγραφόμενος μέγιστος 
κύκλος έχει διάμετρον τήν άκτΐνα του εγγεγραμμένου κύκλου είς τό τρί¬ 
γωνον ΑΒΓ. 

5) Τό αυτό συμβαίνει καί διά τον μέγιστον κύκλον, τόν έγγεγραμ- 
μένον είς τό κοινόν μέρος τών περιφερειών μέ διαμέτρους τάς ΑΒ 
καί ΑΓ. 

3) Τό άθροισμα τών έμβαδών τών μηνίσκων είναι ίσον πρός τό τε¬ 
τράγωνον τής κοινής έφαπτομένης ΗΚ τών δύο μηνίσκων. 

Ή άκτίς του Εγγεγραμμένου κύκλου είς τό όρθογώνιον τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ είναι τό ήμισυ τής διαφοράς (β + γ) — α (§ 741). "Ωστε : 

διάμετρος κύκλου Μ = - β + Υ^α , 


διάμετρος κύκλου Ν — 


β α-γ β+γ-α 


διάμετρος κύκλου Α = 


2 2 

β +V - σ 


2 

- έπίσης. 

Είναι δηλ. τό τετράγωνον τής κοινής έφαπτομένης τ ίσον πρός 



Σζ· 114* α 


τό έμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, Τσον δηλαδή πρός τό άθροισμα 
τών έμβαδών τών δύο μηνίσκων. 

Σημείωσις. Τά θεωρήματα 1 καί 3 είναι τού Ο. ΕβτηβίΓβ' τό 
δεύτερον άνήκει είς τόν Η. ΒγοοβγΟ. (Ι.ά.ΜαΙί ι., 1909. σ. 195, ζήτ. 
3006- 1910, σ. 252* 1911, σ. 9 καί 10). 

Είς τό αύτό περιοδικόν (1906), παρέχονται διάφοροι βιβλιο¬ 
γραφικοί ύποδείζεις, ώς άπάντησις είς τό ζήτημα 3009 τοΰ 
\νίε1είίη€Γ. Βλέπε κυρίως τό άρθρον τού Βγοο&γιΙ καί τάς σημειώ¬ 
σεις τών ΒΓαιά καί ΡΙα^Ηονο. (I. ά. ΜαΙΗ.ρ 1906, σ. 33, ζήτ. 3009* 
σ. 133 καί 223, άπαντήσεις). 

Είς τήν Οέοιηέίνχβ του Ραυΐ Τ&ηηετν- άναφέρονται οί 

Μηνίσκοι (σ. 118, η° 18). 

Ή άνωτέρω Σημείωσις συμπληρώνει έκεί- 
νην τής § 1577 α. 

Πρόβλημα 641 

1769» Μέ κέντρα τάς κορυφσς τριγώνου ισο¬ 
πλεύρου καί ακτίνας τάς πλευράς αύτοΰ γράφο- 
μεν περιφέρειας» Νά υπολογιστή τό εμβαδόν τοΰ 
Ισοπλεύρου καμπυλογράμμου τριγώνου, τοΰ δρι- 
ζομένου υπό των περιφερειών αυτών, συναρτήσει 
τής πλευράς τοΰ τριγώνου. 

1) Τό χωρίον τοΟτο άποτελεΐται έκ του 
Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ, ηύζημένου κατά τρία Τσα κ. τμήματα 
Ανοίγματος 60° έκάστου (§ 1752). 

Γβω μέτρια 
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Επομένως : 

χωρ. ΑΒΓ = Τ' Τ+ α» . ( 2 -~ - ' 3 -) = -γ - V Τ) . 

2) Επίσης, τό χωρίον αύτό δύναται νά θεωρηθή ώς άποτελού- 
μενον έκ τριών Τσων κυκλ. τομέων Ανοίγματος &0 0 , μεΐον τό διπλά- 
σιον του Ισοπλεύρου τριγώνου — ή, δπερ τό αυτό, έξ ένός ήμικυ- 
κλίου μεΐον τό διπλάσιον τοΟ τριγώνου. Εύρίσκομεν καί πάλιν 

χωρ. (ΑΒΓ) = - “- - ·£ ΥΤ= (π - ΥΤ). (1) 


1769 α· Σημ*Ιαχής· Δυνάμεθα νά συμπληρώσωμεν τό άνώτέρω 
πρόβλημα. 

Πτριγράφονχβς περιφέρειαν (Κ, Κ) βΐς τάς τρβϊς ταριφερβίας (Α) ( (Β)^ 
(Γ), ινρίσχομβν τρεις τριάδας καμπυλόγραμμων τριγώνων, ώς τό ΒΑΤ η 
τδ ΑΈΓ' η τδ Β'ΆΤ", δηου Β", Γ # * τά οημβΐα ίπαφής τής ταριφβρείας 
(Κ) με&* εκάστης χών περιφερειών (Β) και (Γ). 

Νά νπολογιο&οϋν τά δμβαδα των χωρίων τούτων. 


Β = α ( ,+ τ?)' 


(Η. ΒγΟΟΛΠΙ). 


ΐ) 

2 ) 

3 ) 


ΤΓΤ 
3 τΐ' 


χωρ. (ΒΑΤ) = ^(^- Π) 

χωρ. (ΑΒΓ') = -|(^- + 1(Τ). 

α* / 4π π 2 \ 

χωρ. (Β'Ά Γ —τ § ΧΤ' 


(ΜαΙΗβήβ, 1899, σ. 100, ζήτ. 1176). 


Πρόβλημα 641—1 

1770 . Νά ύπολογισΦΒ τό έμβαδον τοΟ χωρίου ΑΤΒΑΤΒΆ 
(οχ. 1146). 

ΤοΟτο είναι τό τριπλάσιον τοΟ κοινοΟ μέρους ΑΒΑΤ τών πε¬ 
ριφερειών (Β) καί (Γ), ήλαττωμένον κατά τό διπλάσιον τοΟ καμπυ- 
λογράμμου τριγώνου ΑΒΓ. ’Επειδή δέ τό χωρίον ΑΒΑΤ είναι 
διπλάσιον του (μικροτέρου) κ. τμήματος του έχοντος χορδήν Τσην 
πρός τήν πλευράν τοΟ έγγεγραμμένου Ισοπλεύρου τριγώνου είς 
τήν περιφέρειαν (Β) ή (Γ), συμπεραίνομεν δτι (§ 1752 β): 

χωρίον (ΑΓ'ΒΑΤΒΆ) = έζαπλάσιον κ. τμήματος 120® — δι¬ 
πλάσιου καμπυλογράμμου τριγώνου, ή 

(ΑΓΒΑΤΒΆ)=^(4 π - 3|Τ) - 1|ί-(π - ίΤ)= -£(2 π -ΐΓΤ). (2) 

ΕΤναι δηλ. τό έν λόγφ χωρίον Ισοδύναμον πρός τό καμπυλό¬ 
γραμμου τρίγωνον ΑΒΓ, ηόξημένον κατά ένα ήμικύκλιον άκτΐ- 
νος α. 
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Πρόβλημα 642 

1771 . Μέ κέντρα τάς κορυφάς τετραγώνου καί ακτίνα ϊσην πρός την 
πλευράν αύτοΰ γράφομεν περιφερείας, τεμνομένας 
άνά δύο κατά τά, έσωτερικώς τοϋ τετραγώνου κεί¬ 
μενα, σημεία Ε, Ζ, θ, Η. Νά υπολογιστή τό έμβα- . 

δον τοΰ καμπυλόγραμμου τετράπλευρου ΕΖΘΗ. ^ 

Γνωρίζομεν δτι, κατά τήν άνωτέρω κατα- 
σκευήν, τό τόζον ΔΘΖΒ διαιρείται είς τρία Τσα 
μέρη (§ 910), //τΗτ \ 

Άποτελεΐται έπομένως τό έν λόγω χωρίον 
έκ τοΟ τετραγώνου μέ πλευράν Ζθ, ΐσην πρός α * 

τήν πλευράν τοΟ καν. δωδεκαγώνου, του έγγρα- Σζ ιι*6· 

φομένου είς μίαν τών γραφεισών περιφερειών; 
καί Ακ τεσσάρων Τσων κυκλ. τμημάτων, ώς τό ΖΟΘ, έχάντων ώς 
χορδήν τήν πλευράν ταύτην. _ 

Επειδή ή πλευρά τοΟ δωδεκαγώνου είναι ίση πρός αΥ2— 
τό τετράγωνον £χει Αμβαδόν α* (2 — ΧΤ) καί τό κυκλ. τμήμα 


ΖΟΘ=α» 


Επομένως 


χωρ. (ΕΖΘΗ) = σ·(2 - ΪΤ) +4 . ^-(π - 3) = «»( ?ϋ^-^ ).·(ΐ) 

ΓΙαρατήρηαις Πρός ύπολογισμόν τοΟ καμπυλογράμμου τρίπλευ¬ 
ρου ΓΘΟΖ, παρατηροΟμεν δτι 

χωρ. (ΓΘΟΖ) = Χ ωρ- (ΑΡΖΓΘΗ Α ) - χ ωρ. (ΕΖΘΗ) = 




» + 3(ΐ - ίΤ)\ 


Πρόβλημα 642-I 

1772* Μέ κέντρα τάς κορυφάς Ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς 2 μ. 
καί άκτϊνα 1 μ. γράφομεν περιφερείας έφαπτομένας άνά δύο. Ζητείται: 
1) Νά καταπκβύασθοΰν α( δύο περιφέρεια*, αΐτινες έ(ράπτονται αυτών 
Ιξωτβρικώς καί έσωτερικώς, 2) νά υπολογιστούν αΐ ακτίνες των τελευ¬ 
ταίων τούτων περιφερειών καί Β) νά συγκριδή 6 γεωμετρικός μέσος 
των μηκών των δύο άκτίνων πρός τό μήκος τής άκτΐνος τής έγγεγραα- 
μένης περιφερείας β(ς τό άρχικόν τρίγωνον. (ΒαεεαΙααΓέίΗ:, 1867). 

Διά τήν γενικήν λόσιν, καλέσωμεν α τήν πλευράν τοΟ Ισοπλεύ¬ 
ρου τριγώνου. 

1) "Εστω Ο τό κέντρον τοΟ τριγώνου. ΑΙ ΟΔ καί ΟΙ είναι 
α! δύο ζητούμεναι άκτινες καί Ο Μ ή άκτίς τοΟ Αγγε γραμμένου 
κύκλου. 

2) Γνωρίζομεν ότι : 

ΑΜ = ^-νΤ, ΑΟ=-|-ΑΜ. ΑΟ=-^-/Τ. 
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ΟΔ--ΤΑΟ+-5- --|^3 + ^- = ^-( 2 νΤ+3). (1) 

ΟΙ = ΑΟ — γ = (2 ΥΤ— 3). (2) 

Γεωμ. μέσος τΟν άκτίνων = ^-|-(2 Τ/Ύ+3). (2 ]Τ- 3) = . 



1χ. 1147. 


3) ΟΙΛ— ~ Υ3 . 

"Ωστε : 

ΟΜ = V ΟΔ.ΟΙ . 

Παρατήρηοις, Διά α = 2μ.ι βχομεν: 

ΟΔ =-^-(2νΤ+3)μ., 01= -±-(2 ΥΤ-3) μ. 

1772 α . Σημβίωσις* Διά τρεις περίφερείας μέ κέντρα Α, Β, Γ 
Ακτίνας α, β, γ καί έφαπτομένας άλλήλων άνά δύο, ή άκτίς ρ,,της 
διά τών τριών οημείων έπαφής περιφερείας καί ή άκτίς ρ 3 της πε¬ 
ριφέρειας διά τών τριών κέντρων είναι άντιστοίχως: 


>. = /; 


σβ ν 


α + β + Υ 


(α + β) (β + Υ) (Υ + «) 
’ 4ναβγ(α + β+Υ) 


(Αη. ά. Οβτ<?., τόμ. V (1814-15), σ. 32, λύσις ύπό ]. - Β. Όιιγ- 
ταπιΐβ, σ. 301* Λ 7 . Αη., 1876, σ. 318, Αηδετε* ΜαΐΚβήβ, 1896, σ. 33 
καί 60, ώραία μελέτη ύπό Ε. · Ν. Βαήεΐεη). 

Θεώρημα Θ42^ΙΙ 


1772 β* Έστωσαν τρεις περιφέρεται έφαπτόμεναι άλλήλων έξωτερι- 
κώς. "Αν ρ,, ρ 3 είναι αΐ ακτίνες των περιφερειών, αΐτινες εφάπτονται. 
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«ύτών καί ρ ή άκτίς τής εγγεγραμμένης περιφερείας εΐ; το τρίγωνον 
των κέντρων τών τριών πρώτων περιφερειών, συμβαίνει 

— + — = — (Ε. - Ν. Βαηκΐεπ). 

Ρι ρ 3 ρ 

(3/«Μβθΐδ, 1905, σ. 136, ζήτ. 1501, σχ. σημείωσις κατά τόν 
ΡΙαΙιΙιοΛνο. Επίσης /. Μ. 1890, ο. 265, Ε&ιινεΓΠΛν). 

Τόπος 642-III 

1773 . Είς τά δύο άκρα ευθείας ΑΒ νψοΰμεν καθέτους επ' αυτήν 
καί λαμβάνομβν έπ’ αύτών μήκη ΑΓ, ΒΔ με¬ 
ταβλητά μέν άλλα τοιαΰτα, ώστε τό τραπέ- τ, 
ζιον ΑΒΓΔ νά εχη οιρισμένον εμβαδόν 1^ 9 . 

Ευρετε τόν τόπον του ποδός Μ τής έπί τήν 
εύθεΐαν ΓΔ καθέτου ΕΜ έκ τοΰ μέσου Ε 
τής ΑΒ. 

Το αυτό πρόβλημα διά ΑΓ, ΒΔ παραλλή¬ 
λους προς δοθ«Γσαν διεν&ννοιν. (ΟοηοοΗΓΒ $έ· 
ηέταΧ τοΟ 1ΘΘΟ). 

1) Έστω ΟΕ ή μέση βάσις τοΟ τραπε¬ 
ζίου ΑΒΓΔ, κάθετος έπί τήν ΑΒ. Τό Εμ¬ 
βαδόν του τραπεζίου εΐναι 

^2 = ΑΒ . ΟΕ· 

1ί 9 

άρα: ΟΕ =-^-= σταθ., ΐχ. 114Β. 

καί διέρχεται έπομένως ή εύθεΐα ΓΔ διά 
τοΟ σταθεροΟ σημείου Ο. 

Κατά συνέπειαν, ό τόπος του σημείου Μ είναι ή περιφέρεια 
μέ διάμετρον ΟΕ. 

Παρατήρησις. 1) Τό τρίγωνον ΑΒΖ είναι ή όριακή μορφή τοΟ 
τραπεζίου ΑΒΓΔ. Κατά τήν έκφώνησιν έπομένως, ό τόπος άποτε- 
λεϊται έκ τών δύο συμμετρικών τόξων Οθ, ΟΗ τής περιφερείας 
μέ διάμετρον ΟΕ. 

2) Έστω Α'Β' ή δοθεϊσα σταθερά πλευρά, ΑΤ, Β'Δ αΐ πα¬ 
ραλλήλους πρός δοθεϊσαν διεύθυνσιν πλευραί του τραπεζίου. Έάν 
φέρωμεν τήν κάθετον ΑΕΒ έπί τάς βάσεις, θά Εχωμεν όμοίως : 

ΑΒ . ΟΕ = 1**, ΟΕ=-^1- = σταθ.. 
καί ό τόπος θά εΤναι πάλιν τόξα τής περιφερείας μέ διάμετρον ΟΕ. 


Διάφοοα ζητήματα 
Πρόβλημα 642—IV 

1773 α . Λαμβάνοντες ώς ακτίνα τήν μονάδα τοΰ μήκους, υπολογίσατε 
τό απόστημα τοΰ κανονικοΰ έγγεγραμμένου έξαγώνου, κατόπιν τήν ακτίνα 
καί τό άπόστημα τών κανονικών πολυγώνων, τών Ισοπεριμετρικών πρός 
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αυτό καί έχόντων 12, 24, 48, 96... πλευράς καί συναγάγβτε έχ τ&ν 
αποτελεσμάτων μίαν προσεγγίζουσαν τιμήν του π. 

"Εστωσαν ρ καί Κ τό άπόστημα καί ή άκτίς του έξαγώνου, 
ρ\ Κ' τό άπόστημα καί ή άκτίς τοΟ δωδεκαγώνου, ρ", Κ/' τά ϊδια 
μήκη διά τό είκοσιτετράγωνον κ.ο.κ. ΟΙ τύποι τοΟ 8ο1ιν?εΙ> (Ο., η* 
289), θά χρησιμεύσουν ώς βάσις τών υπολογισμών: 

ρ -}- Η. γ—ΓΤ— 

Ρ = — 2 — * Κ = V ρ Κ · 

Ό έπόμενος πίναξ παρέχει τά έν λόγω μήκη μέχρι τοΟ καν- 
πολυγώνου μέ 768 πλευράς κάί τή βοηθείςε πενταψηψίων λογα¬ 
ριθμικών πινάκων. 


Πλευ^αΙ 

Αποστήματα 

ΆκτΙνβς 

6 

0,866025... 

1,000000 

12 

0,933012... 

0,965930... 

24 

0,949471... 

0,957660... 

48 

0,953565... 

0,955600... 

96 

0,954582... 

0.955090... 

192 

0,954836... 

0,954962... 

384 

0,954899... 

0,954925... 

768 

0,954912... 

0,954925... 


Ή άκτίς τής περιψερείας τής αύτής περιμέτρου δύναται νά 
θεωρηθή περιλαμβανομένη μεταξύ τής άκτινος καί τοΟ άποστή- 
ματος τοΟ τελευταίου πολυγώνου. "Αν ώς τιμήν αύτής λάβωμεν 
τόν μέσον άριθμητικόν τών δύο τούτων μηκών, βυνάμεθα νά εϊ- 
πωμεν ότι περιψερείας μήκους 6 μ. ή άκτίς της είναι 0,954918... μ. 

Τό μήκος τής όλης περιψερείας είναι 2πρ καί τής ήμιπεριψε- 
ρείας πρ. Επομένως 

π. (0,954918...) = 3. 6θεν π = = ' 3 ' 14157 - 

ή π =3,1416... 

έάν περιορισθώμεν είς τέσσαρα μόνον δεκαδικά ψηψία. 


Πρόβλημα 642 — Κ 


1773β. Εφαρμόσατε διά τόν υπολογισμόν' του π τούς τύπους τον 
δεητίη ($ 1458) 


Γ = 


_2τΤ 

τ + Τ ’ 


*'= ί ϊΤ' , 


άναχωροΰντες £χ του Εγγεγραμμένου καί τοΰ πε ριγέ γραμμένου τετραγώ¬ 
νου είς περιφέρειαν άχτΐνος 1 μέτρου. 

*Η μέθοδος τών περιμέτρων, όψείλομένη είς τόν Αρχιμήδη, ήγαγεν 
τόν δβ,υηη είς τούς άνωτέρω τύπους. 

Επειδή ή άκτίς είναι 1, ή πλευρά τοΟ Εγγεγραμμένου τετρα¬ 
γώνου εΤνσι κσ1 ή περίμετρός του 4 1Ύ, Ή πλευρά τοΟ περι- 
γεγραμμένου τετραγώνου είναι 2 καί ή περίμετρός του 8. θά Εχω- 
μεν λοιπόν κατά πρώτον: 

τ = 4 1Τ. καί Τ =8. 
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ΈκτελοΟντες τούς υπολογισμούς τη βοηθείςτ λογαρίθμων μέ 
πέντε δεκαδικά ψηφία, άγόμεθα εις τόν πίνακα: 


ΠλκυφαΙ 

Τ 

X 

4 

8,000000 

4ΪΤ 

8 

6,62742 .. 

6,12300... 

16 

6,36514... 

6,24286... 

32 

6,30336... 

6,27300 

64 

6,28857... 

6,28079... 

128 

6,28454... 

6,28257... 

256 

6,28343... 

6,28300 

6,28314... 

512 

6,28329... 

1024 

6,28321... 

6,28314... 


Έάν θεωρήσωμεν τήν περιφέρειαν περιλαμβανομένην μεταξύ 
τών δύο τελευταίων περιμέτρων, δυνάμεθα νά θέσωμεν: 

Μήκος περιφερείας άκτΐνος 1 μ. 6,28318... μ. 


ΔιαιροΟντες διά τής διαμέτρου. 2,00000 μ. 

Ευρίσκομεν διά τιμήν τοΟ π =.3,14159... μ. 


Πρόβλημα 642- VI 


1773 γ» Εφαρμόσατε διά τόν υπολογισμόν του αριθμού π τούς τύ¬ 
πους τοΰ ΟΓΟβΟΓν (§ 1748) 


α' = ΫαΑ , 


Α' — 


2 αΑ 
α + α' 


άναχωροΰντες έχ τού Εγγεγραμμένου και τοΰ περιγεγραμμένου τετραγώ¬ 
νου είς περιφέρειαν άκτΐνος 1 μέτρου. 

ΟΙ Ανωτέρω τύποι έπιτρέπουν τόν διαδοχικόν ύπολογισμόν τών 
Εμβαδών τών κανονικών έγγεγραμμένων καί περιγεγραμμένων πο¬ 
λυγώνων μέ 8, 16, 32... πλευράς. 

Επειδή, δταν τό πλήθος τών πλευρών τών πολυγώνων τούτων 
αύζάνη συνεχώς, ταϋτα τείνουν πρός τήν περιφέρειαν, τά έμβαδά 
των θά Εχουν δριον τήν τιμήν πρ 1 ή, διά ρ=1, τόν άριθμόν π. 

Οϋτω, ύπολογίζοντες τά έμβαδά τών διαδοχικών πολυγώνων, 
δυνάμεθα νά ίσχυρισθώμεν δτι ό άριθμός π είναι Ενας Ενδιάμεσος 
άριθμός μεταξύ Εκείνων οΐτινες έκψράζουν τά έμβαδά ένός Εγγε¬ 
γραμμένου καί ένός περιγεγραμμένου πολυγώνου του αύτοϋ πλή¬ 
θους πλευρών. Έάν λοιπόν οΐ δύο οδτοι άριθμοί Εχουν κοινά, 
πρός τ' άριστερά, δεκαδικά ψηφία, τά ψηφία ταΟτα θά άνήκουν 
κατ' άνάγκήν είς τόν άριθμόν π. 

ΟΙ άνωτέρω τύποι είναι άνάλογοι Εκείνων τοΟ δαιΐΓΐη καί άνα- 
λόγως Επίσης γίνεται καί ό λογαριθμικός λογισμός. Καί είς τάς 
δύο δμως περιπτώσεις Εμφανίζεται ή λογιστική δυσκολία τών πο¬ 
λυαρίθμων μεταβάσεων άπό τών άριθμών είς τούς λογαρίθμους 
καί τάνάπαλιν. 

Τής δυσκολίας τούτης άπαλλασσόυεθα, θεωροΟντες όχι τάς πο¬ 
σότητας ταύτας καί 1 έαυϊάς άλλά τα άντίστροφά των. 

'Ως γνωστόν τό γινόμενον δύο άντιστρόφων άριθμών είναι 1 
καί 6 γεωμετρικός των μέσος πάλιν 1. 
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"Εστωσαν Α. Β, Γ, Δ τέσσαρες Αριθμοί τοιοΟχοι, ώστε: 

Γ=ΥλΗΓ. Δ=-^=. (1) 

καί α, β, ν* δ οΐ Αντίστροφοι τών Α, Β, Γ, Δ. θά έχωμεν: 


Α = 


α 




Δ = 


6 


καί ή πρώτη τών σχέσεων (1) γρΑφεται 


1 = ν 1 1 1 

ν ' σ β 'αβ ]/ α ρ 

Επομένως, Υ= Ϋαβ ή : * Εάν έχ τριών άρι&μών 6 εϊς είναι ο γεω¬ 
μετρικός ράοος ιών άλλων όνο, ή αυτή σχέσις νφίσταται και μεταξύ τών 
αντιστρόφων το>ν. 

Ή δευτέρα τών σχέσεων (1) γρΑφεται έπίσης: 


2. — . — 
1 α β 



ή δ = 


^Γ + Τ 


«1 καί δ = τ(Ρ+τ)* 


Άλλ’ εϋρομεν δτι γ* = αβ* Αρα : 

δ = 4- (Ρ + Υ) · 


είναι 9ηλ. ό δ ό Αριθμητικός μέσος τών β καί γ. 

Επειδή αΐ σχέσεις τΑς δποίας ύπεθέσαμεν συνδεούσας τους 
τέσσαρας Αριθμούς Α, Β, Γ, Δ είναι έκεΐναι Ακριβώς, αϊτινες συν¬ 
δέουν τΑς τέσσαρας ποσότητας α, Α, α', Α': 


α'— ΥαΑ , Α' 


2 1 αΑ 
ά + α' ' 


"Επεταί ότι έάν σνμφωνησωμβν νά χαριστώ μεν διά τών Ιδίων οσ-, 
οάρχον γραμμάτων τά Αντίστροφα, τών αρχικών άρι&μών, δυνΑμεθα νΑ 
θέσωμεν 

α'=|5Α καί Α'=Α±^1. 


Ό Απολογισμός ούτω Ανάγεται εις τήν εΟρεσιν Αριθμητικών 
καί γεωμετρικών, ένναλάζ, μέσων. 

Είναι φανερόν, δτι αί τιμαί τΑς όποιας ΘΑ εΟρωμεν διά τΑ τ' 
αί Τ' ΘΑ τείνουν πρός τό Αντίστροφον τοΟ ΑριθμοΟ π. 



ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Οί άηίσχροφοι άρι&μοι των εμβαδώτ τών πολυγώνων 


ΠλΓίφαΙ 

α 

Α 

4 

0,500000 

0,025000 

θ 

0,353550... 

0,031775. 

16 

0,326638... 

0,314206. 

32 

0,320365... 

0,317285. 

64 

0,318823... 

0,318054. 

128 

0,318439... 

0,318246. 

256 

0,318342... 

0,318294. 

512 

0,318315... 

0,318304. 

1024 

0,318308... 

0,318306. 


ΟΙ υπολογισμοί μας θά πρέπει νά τερματισθοΟν ένταυθα, έπει&ή 
δέν δυνάμεθα νά βασιζώμεθα μέ άσψάλειαν παρά έπί τών πέντε 
πρώτων δεκαδικών ψηφίων. Έάν λοιπόν θέσωμεν 

— = 0,31831... 
π 

εύρίσκομεν π = 3 Ρ 14157... = 3,1416... 

Πρόβλημα 642 — 17/ 

17736 . Εφαρμόσατε διά τόν υπολογισμόν τοΟ άριθμοΟ π τούς τύ¬ 
πους του Ι*ββεη<ΐΓ€ : 

Κ-'= ίρκ καί ρ’=Κ'1 

(§ 1750), άναχωροθντες άπό τοΰ τετραγώνου μέ πλευράν 1. 

Έφ* όσον αυξάνει συνεχώς ό άριθμός τών πλευρών ένός κανο¬ 
νικού πολυγώνου σταθεροΟ έμβαδοΟ, έπι τοσοϋτον καί τό σχήμα 
τοΟ πολυγώνου τούτου τείνει πρός περιφέρειαν, ή δέ άκτίς καί τό 
άπόστημα αύτοΟ τείνουν νά λάβουν τήν αύτήν τιμήν —τήν τιμήν 
τής άκτΐνος τοΟ Ισοδυνάμου πρός τό πολύγωνον κύκλου. 

Τό τετράγωνον πλευράς 1 μέτρου έχει έμβαδόν 1 τετρ. μέτρον· 
τήν αύτήν τιμήν θά έχουν τά έμβαδά τών διαδοχικών πολυγώ¬ 
νων, ώς καί τό δριον αύτών, ό κύκλος. 

Επειδή τό έμβαδόν τοΟ κύκλου είναι πΚΛ 

πΚ* = 1, π = . 

θά πρέπει λοιπόν νά ΰπολογίσωμεν τάς άκτΐνας καί τά άπο- 
στήματα τών διαδοχικών πολυγώνων, έως 6του άρχίσουν νά έμ- 
φανίζωνται κοινά δεκαδικά ψηφία, άπ* άριστερών, εις τάς τιμάς 
τών αηκών αύτών. θά Βχωμεν τότε, μέ τόν αότόν βαθμόν προ- 
σεγγίσεως, τήν άκτΐνα τοΟ κύκλου έμβαδοΟ 1 τετρ. μέτρου καί έζ 
αύτής θά συναγάγωμεν τήν, άντιστοίχου προσεγγίσερς, τιμήν 
τοΟ π. 
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Ή έφαρμογή τών άνωτέρω τύπων τοΟ Ι^ββηάτβ δίδει τά έπό- 
μενα άποτελέσματα. 


ΠλβνοαΙ 

κ 

0 

4 

0,707108... 

0,500000 

8 

0,594612... 

0,549344... 

16 

0,571529... 

0,560543... 

32 

0,566014... 

0,563294... 

64 

0*564650... 

0,563962... 

128 

0,564312... 

0,564150... 

256 

0,564225... 

0,564186... 

512 

0,564206... 

0,564193... 

1024 

0,564200 

0,564200 


ΕΙς τό κανονικόν πολύγωνον μέ 1024 πλευράς, τής άκτϊνος καί 
τοΟ άποστήματος τά πέντε πρώτα δεκαδικά ψηφία εΤναι τά 
αύτά—καί έπΐ τούτων μόνον δυνάμεθα νά βασιζώμεθα, έφ' δσον 
οΐ ύπολογισμοί γίνονται διά πενταψηφίων λογαριθμικών πινάκων. 

Δυνάμεθα έπομένως νά θέσωμεν διά τόν Ισοδύναμον πρός τά 
πολύγωνα κύκλον 

Κ = 0,56420... μ., 

καί νά εΰρωμεν 

π =-± = 3.1415... 


Τιμα'ι τον η 042— VIII 


1773%. Ό Άρχιμή&ης ώς προσεγγίζουσαν τιμήν του π 

22 113 

τόν άριθμόν -ψ , ό Ά&ριανδς Μέίχηβ τόν λόγον , οΐ δέ νεώτε- 

ροι ύπολογισταί 8Ηανρ $, Χαι/ηι/ κ ^ π * εδρον τόν άριθμόν π τή βοη- 
θεΐςι σειρών και έξώθησαν τήν προσέγγισιν είς τοιοΟτον βαθμόν 
ώστε ή εΟρεσις μεγαλυτέρας αότής νά άποτελή πλέον άγονον 
άπασχόλησιν. 

Σχετικώς δύναταί τις νά συμβουλευθή τά ΝοηνβΙΙββ Αηηαίβ* άβ 
ΜαΙύέτηαΙΐηιιζβ (1850, σ. 12* 1851, σ. 198* 1855, σ. 209) καθώς Καί 
τήν Αδβοϋίαϋοη {ταηραίββ ροητ Ι'αυαηοβτη&ηΙ ά*8 $ειεη 1879, Μοηί- 
ρβΙΗβ γ -, άρθρον τοΟ Η. Κίίΐβτ, μηχανικοΟ. 

Διά τό ενδιαφέρον τοΟ πράγματος, δίδομεν κάτωθεν τόν άριθ¬ 
μόν π μέ 40 δεκαδικά ψηφία: 

3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971. 

Ιδού ό άριθμός τών άκριβών δεκαδικών ψηφίων τού άριθμοΟ π, 
τά όποια διάφοροι ύπολογισταί έπέτυχαν. Μετετρέψαμεν είς δε¬ 
καδικούς άριθμοϋς τούς κλασματικούς λόγους τούς δοθέντας ύπό 
τών πρώτων γεωμετρών. 


ΟΙ Ινδοί άστρονόμοι . . . . 
ΡΓ&ηςοΛ» *νίόίβ (1579) . . . . 

Μέίίιιε (1626). 

Αάηβη Κοιηαηαβ. 

Ι,ηάοΐί ν*η ΟεαΙβη (άπ. 1610) 


2 

3 

7 

8 
16 
35 
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δδετρβ . . . . ·. 73 

Ι&βην (1719).127 

νβ Κ β* .. 140 

ΌεΗμ: (1840, Βιέννη) .200 

ΚκΙιίεΓ (1853). 333 

Κιιί1ΐ6Γίοπ1 (1855). 440 

δΗβη^Ιΐδ (1855). 530 


Τά 330 πρώτα δεκαδικά ψηφία έπαληθεύονται ώς κοινά είς τά 
Αποτελέσματα τών τριών τελευταίων ύπολογιστών. 

&*ώρημα 642—IX 

1773 ζ· Τό κοινόν σημεΐον τών διαμέσων τριγώνου είναι τό σημεϊον 
δι* δ τό γινόμενον τών Αποστάσεων του από τών πλευρών του τριγώνου 
είναι μέγιστον. 

Έάν ύποθέσωμεν ότι μία τών καθέτων Αποστάσεων είναι στα¬ 
θερά, τό ζήτημα Ανάγεται είς τό γνωστόν πρόβλημα: ΝΑ εόρεθή 
έπΐ τής βάσεως ΑΒ τριγώνου (σχ. 1149) σημεΐον διά τό όποϊον τό 
γινόμενον τών άποστάσεών του άπό τών άλλων δυο πλευρών νά 
είναι μέγιστον (§ 1680). 



"Εστω Δ τυχόν σημεΐον έπί τής παραλλήλου Α'Β' τής άγομέ- 
νης ε(ς άπόστασιν δοθεΐσαν ζ' άπό τής ΑΒ (σχ. 1150). 

Επειδή αΐ κάθετοι χ\ ν' πληροΟν τήν σχέσιν 

ΓΒ\ χ' ΓΑ'. ν' = 2(Α'ΓΒ'), (§ 1160, α) 

τό μέγιστον τοΟ γινομένου χ'ν' λαμβάνεται δταν τά μήκη χ\ ν 
είναι άντιστρόψως Ανάλογα τών συντελεστών των (§ 347). Συμπί¬ 
πτει, έπομένως, τό σημεΐον Δ πρός τό Μ', κοινόν σημεΐον τής Α'Β' 
καί τής διαμέσου ΓΜ' ή ΓΜ τοΟ τριγώνου Α'ΓΒ'-έπειδή ή εύθεϊα 
αϋτη είναι ό τόπος τών σημείων, τών όποιων αΐ Αποστάσεις άπό 
τών πλευρών ΓΒ, ΓΑ είναι άντιστρόψως Ανάλογοι τών πλευρών 
αύτών (§ 164), 

ΔΓ όμοίων συλλογισμών, εύρίσκομεν δτι τό σημεΐον τοΟ μεγί¬ 
στου γινομένου χγζ πρέπει νά είναι κοινόν καί τών δύο άλλων 
διαμέσων τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. Συμπίπτει δηλ. πρός τό κοινόν ση¬ 
μεΐον θ τών διαμέσων τοϋ τριγώνου τούτου. 
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Τιμή τον μεγίστου γινομένου. Επειδή Εκαστον τών τριγώνων 
ΑΘΒ, ΒΘΓ, ΓΘΑ είναι τό τρίτον του ΑΒΓ, θά Εχωμεν 

_ 2 (ΑΒΓ) _ 2Ε _'2 Ε 2Ε 

Χ 3 α 3 α ρ - 3 β ' * 3 γ ’ 

"Οθεν 

8Ε* 

πιεχ. χν/ = · 

27 α βγ 

1773η . Παρατήρηαις. Τό VIII Βιβλίον όδηγεΐ ταχύτερον καί 

άπλούστερον είς τό άνωτέρω 
άποτέλεσμα. 

Γνωρίζομεν 6τι ό τόπος 
τών σημείων Ζδιά τά όποΐσ 
τό γινόμενον ΖΡ.ΖΠ είναι στα¬ 
θερόν, είναι υπερβολή ΔΕΖ, 
Εχουσα ώς άσυμπτώτους τάς 
εύθεΐας ΓΑ, ΓΒ. Έάν λοιπόν 
ύποθέσωμεν δτι τό γινόμενον 
χν είναι σταθερόν, τό μέγι- 
στον τοΟ γινομένου χνζ άντι- 
στοιχεΐ είς τό μέγιστοι τοΟ ζ, 
δηλ. είς τό σημεΐον έπαφής Ε 
τής Εφαπτομένης τής καμπύ- 
Σχ. «31. λης τής παραλλήλου τής ΑΒ. 

Άλλ* είναι γνωστόν ΰτι ή 
έφαπτομένη αϋτη-διαιρείται, είς τό σημεΐον έπαφής, είς δύο τμή¬ 
ματα ϊσα ύπό τών άσυμπτώτων ΓΑ καί ΓΒ. Κεϊται έπομένως τό 
σημεΐον τοΟ μεγίστου γινομένου χνζ έπΐ τής διαμέσου ΓΜ τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ καί, καθ’ όμοίους συλλογισμούς, καί έπΐ τών δύο 
άλλων διαμέσων αύτοΟ. 

Είναι δηλ. τό κοινόν σημεΐον τών διαμέσων τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 



Θεώρημα 642—X 


17736 . Διαιροΰμεν τάς πλευράς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ κατά 



χ ν 

δοϋέντας λόγους > -ψ , 


2 

—- διά τών σημείων Δ, 

ζ 

Ζ, θ. Έάν έναλλάξωμεν 
την τάξιν τών λόγων, λαμ- 
βάνομεν, διά τών σημείων 
διαιρέσεως, πέντε άλλα 
τρίγωνα διακεκριμένα, έν 
γένει, άλλήλων. 

Δείξατε 5τι τά Εξ τρί- 
γωνα είναι Ισοδύναμα. 


1η Άττόδβιϊις. Τό θεώ¬ 


ρημα είναι προφανές διά Ισόπλευρον τρίγωνον. Επειδή δέ, κατά 
άμεσον συνέπειαν τών §§ 1843, 1844 καί 1844, σημ. α. τό δοθέν 
τρίγωνον δύναται πάντοτε νά θεωρηθή ώς όρθή προβολή ένός 
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ισοπλεύρου τριγώνου, κατά δέ τήν προβολήν ταύτην, ό λόγος τών 
έμβαδών τών προβαλλομένων έπιφανειών πρός τά έμβαδά τών προ¬ 
βολών των είναι σταθερός καί, προσέτι, ό λόγος τμημάτων έπΐ 
τής αύτής ευθείας παραμένει έπίσης σταθερός, δυνάμεθα νά συμ- 
περάνωμεν άμέσως : 

Τά χαζά τον ανωτέρω τρόπον λαμβανυμενα ££ τρίγωνα είναι Ισοδύναμα 
πρός άλλη λα, ώς προβολαί ΐαων τριγώνων. 

2α Άπόδειξις. Δυνάμεθα νά ύπολογίσωμεν τό έμβαδόν τοΟ τρι¬ 
γώνου ΔΖΘ συναρτήσει τών δοθέντων λόγων καί τοΟ έμβαδου 
τοΟ ΑΒΓ. "Εχομεν : 


(ΑΘΖ) _ Αθ. ΑΖ _ /ν' 

(ΑΒΓ) ~ ΑΒ.ΑΓ “ (ζ + Ο (ν + ν') 


άφου 

Όμοίως 


Αθ _ ζ 

~ΑΒ ~ ζ + ζ' ’ 


καί 


Α Ζ ν' 

ΑΓ “ 7ΤΤ ’ 


(ΑΔΘ) χ/' (ΓΔΖ)_ χ'ν 

(ΒΑΓ) - (χ + χ') (ζ + ζ) ’ (ΓΑΒ) _ (χ + χ') (ν + ν') ' 


Διά προθέσεως λαμβάνομεν 

(ΑΒΓ) — ( ΔΕ0 ) _ % ν' (χ 4- χ') + χζ' ( ν + ν') + χ'ν (ζ + ζ) ... 
(ΑΒΓ) (χ + χ') (7 + 7') (* + *') ’ 11 


= συμμετρική συνάρτησις τών τριών δοθέντων λόγων. *Άρα.., 

ΙΙαρατήρησις. 1) Τά κέντρα βάρους τών Εξ Ισοδυνάμων τριγώνων 
άνήκουν είς τήν αυτήν έλλειψιν, τήν Εχουσαν ώς κέντρον τό κέν- 
τρον βάρους τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. Διά τήν άπόδειξιν άρκεϊ νά θεω- 
ρήσωμεν τό Ισόπλευρον τρίγωνον, του όποίου τό ΑΒΓ είναι προ¬ 
βολή (*»). 

2) ΈκτελοΟντες τάς πράξεις καί τινας άναγωγάς είς τόν τύ¬ 
πον (1), εύρίσκομεν : 

(ΔΖΘ) _ _ χπ + χ'γ V 

(ΑΒΓ) (χ+χ’)-(? + ?’) "(* +Ο ** 

Σχετικώς πρός τόν τύπον τοΟτον, βλέπε Ν. 0. Μ., 1880, σ. 472. 

1773 1 . Σημείωοις. ΓενΙχενσις ύπό λνβΙίοΗ. 

Έάν διαιρέσωμεν κατά τόν αύτόν λόγον ρ τάς εύθείας, τάς 
συνδεούσας τάς όμολόγους κορυψάς δύο τυχόντων πολυγώνων έκ 
ν πλευρών έκάστου, λαμβάνομεν Εν νέον πολύγωνον έκ ν πλευ¬ 
ρών, τοΟ όποίου τό έμβαδόν είναι δευτεροβάθμιος συνάρτησις του 
λόγου ρ. ΟΙ συντελεσταί τής συναρτήσεως ταύτης όρίζονται έκ 


93. 2 7] μ. μετ. Επειδή είναι φανερόν ότι τά κ. βάρους τών Ισων 
τούτων τριγώνων είς τό Ισόπλευρον τρίγωνον Α'ΒΤ' ίσον απέχουν του κ. 
βάρους θ' τοϋ τριγώνου αύτού καί έπομένως κεΐνται &πί περιφέρειας (θ’). 

Δί προβολαί επομένως αύτών έπί του έπιπέβου τού τριγώνου ΑΒΓ — 
ούσαι κ. βάρους τών αντιστοίχων τριγώνων — θά κεΐνται Ιπί έλλείψεως 
(θ). Ιχούσης ώς κέντρον τό κ. βάρους θ τού ΑΒΓ. 
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τών έμβαδών τών δύο πολυγώνων καί έκ του έμβαδοϋ του τυχόν¬ 
τος έκ τών λαμβανομένων πολυγώνων* 

Ιδιαιτέρως, εις τήν περίπτωσιν δύο τριγώνων ΔΕΖ, ΑΒΓ, έξ ών 
τό πρώτον εΤναι έγγεγραμμένον είς τό δεύτερον, έπειδή διά 

ρ = — [Υποδεικνύεται δτι[ τό άντίστοιχον τρίγωνον εΤναι τό τέ¬ 
ταρτον τοΟ ΔΕΖ,—τό έμβαδόν τοΟ τριγώνου, τοΟ άντιστοιχοΟντος 
είς τήν τυχοΟααν τιμήν τοΟ ρ, δίδεται ύπό τοΟ τύπου; 

Ε β =(2ρ-1)ρΤ + (1-ρ)’τ. 

δπου Τ καί τ τό έμβαδά τών ΑΒΓ καί ΔΕΖ. 

Έάν τό τρίγωνον ΔΕΖ είναι τό όρθικόν τοΟ ΑΒΓ καί ληψθη ρ 

Ισον πρός — , θά Κχωμεν τό τρίγωνον τών προβολών τοΟ κ. βά¬ 
ρους τοΟ ΑΒΓ έπΐ τά Οψη του. Τό έμβαδόν τοΟ τριγώνου τούτου, 
όμοίου τοΟ ΑΒΓ, εΤναι 



καί έχει λόγον λ πρός τό έμβαδόν τοΟ ΑΒΓ τόν 
. β. συν Α συν Β συν Γ — 1 


Ό Αριθμητής τοΟ κλάσματος αότοΟ είναι τό τετράγωνον τής 
&ΜΚ4ττρότητος τοΟ όρθοκέντρου τοΟ ΑΒΓ. 

θ*ώφΐμα χοϋ ίΚαιΙΙιπ 642—XI 

1773 η* Τό πολύγωνον μέ κορυφάς τούς πόδας τών καθέτων έπί τας 
πλευράς κανονικού πολυγώνου, τών άγομένων έχ σημείου Ρ, έχει στα¬ 
θερόν έμβαδόν, όταν τό σημεΐον Ρ κινήται έπΐ περίφερείας όμοχέν- 
τρου τής περιγεγραμμένης είς τό χαν. πολύγωνον. (Λ* ά. Ο., τόμ. XV, 
(1824-29), α. 45 καί 250). 

Παρατήρησα. Τ6 τετράγωνον έξαιρεΐται* διά πδν σημεϊονΡ, έσω- 
τερικόν αύτοΟ, τό ποδικόν τοΟ Ρ τετράπλευρου έχει έμβαδόν ίσον 
πρός τό ήμισυ τοΟ τετραγώνου. 


94. 2 η μ. μετ.Διά τό ποδικόν, πράγματι, τρίγωνον τού ΑΒΓ οΐ λό- 

γ<Μ Τ’ Τ’ 7 ,1νβ1 4ν « οτο£ Χ·« Ιοοι πρός-^. -^ · 

Επομένως; 


λ = 



4 τ — Τ 
9 Τ 


_. . . 4 Γ χ,Α,φΒ,φΓ + ,φΑ,φΒ,φΓ 1 _ _1_ 

^ ^Τί ( .φΑ + ·»Β> (^Β + ^Γ)4*(·φΓ + .φΑ) ] »’ 


ή, μετά τιναρ στοιχειώδεις τριγωνομετρικούς μετασχηματισμούς, 
8 συν Α Β συν Γ — 1 
■ 9 
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Σημείωσις. 1) *Η λύσις του δΐυππ (ώς άνωτ., σ. 250), ύποδει- 
κνείει πολλά άλλα ένδιαφέρονχα θεωρήματα καί Ιδιαιτέρως τό 
έπόμενον : 

*0 τόπος των σημείων Ρ, των όποιων τό ά&ροισμα των αυτών όννά· 
μεων τών Αποστάσεων των από τών πλευρών κανονικού πολύγωνον είναι 
σταχλερόν, είναι περιφέρεια χόχλον ομόκεντρος τον πολύγωνον , £φ* όσον ό 
εχ&έτης μ τής όυνάμεως είναι μικρότερος τον πλή&ονς ν τών πλευρών τον 
πολυγώνου, 

Οϋτω, τό θεώρημα άληθεύει διά τό Ισόπλευρον τρίγωνον 
(ν = 3) καί διά μ = 1 ή-2. Διά μ = 3 παύει όμως νά άληθεύη* 
έπειδή ό τόπος τότε τών σημείων Ρ είναι καμπύλη τρίτου βαθμοΟ 
(ώς άνω, σ. σ, 252 έως 256). 

Είς ώραΐον άρθρον τής /. Μ, Ε,, (1889, σ. 49-52), ό νΐ£απέ 
άναφέρει καί συμπληρώνει τό θεώρημα του 8ΐηυηι. Βλ.' θεωρήματα 
I έως VIII. 

Θεώρημα τον Κλ/γπ 642— XII 

1773 λ. Έπΐ τών πλευρών τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζομε ν τρία τε¬ 
τράγωνα ΑΔ, ΒΖ, ΓΙ. Δείξατε δτι: 

1) Έάν έκ τών κορυφών τοΟ τριγώνου ψέρωμεν καθέτους ΑΚ, 
ΒΛ, ΓΜ έπί τάς άπέναντι πλευράς, ώς καί τάς εύθείας Αθ, ΒΙ, 



ΒΗ, ΓΔ, ΓΕ, ΑΖ. αΐ 6ύο πρώτα» τέμνονται β(ς Ρ ΙπΙ τ*ς ΓΜ. αΐ 
*πόμβναι βόο *1ς Ν 4πΙ τί»ς ΑΚ καί αΐ βΰο τβλίυταΐαχ ·1ς Ο ΙπΙ 
της ΒΛ. 
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2) ΑΙ αδται εύθεΐαι είναι κάθετοι έπ* άλλήλας άνά 66ο : ή 
ΓΔ έπί τήν Αθ, ή Α2 έπί τήν ΒΗ, ή ΒΙ έπί τήν ΓΕ. "Εστωσαν 
Π, Κ., Σ τά σημεία τομής τών ζευγών τών εύθειών τούτων. 

3) ΑΙ εύθεΐαι ΕΖ, Ιθ, ΗΔ διέρχονται διά τών σημείων Π, κ., Σ 
άντιστοίχως και διχοτομοΟν τάς είς τά σημεία αυτά γωνίας τών 
προηγουμένων έξ εύθειών. 

4) ΑΙ εύθεΐαι ΑΣ, ΒΠ, ΓΡ τέμνοντσι είς τό αύτό σημεΐον Τ, 
είναι κάθετοι έπί τάς ΔΗ, ΕΖ, ΘΙ άντιστοίχως καί διέρχονται διά 
τών κέντρων τών τετραγώνων. 

5) ΑΙ εύθεΐαι Δθ, ΖΗ, ΙΕ μετά τών σημείων Α, Β, Γ σχημα¬ 
τίζουν τρία τρίγωνα, τά ΔΒΘ, ΖΓΗ, ΙΑΕ, Ισοδύναμα πρός άλ- 
ληλα καί πρός τό ΑΒΓ. 

6) Τό άθροισμα τών τετραγώνων τών τριών τελευταίων εύ- 
θειών εΤναι τριπλάσιον τοΟ άθροίσματος τών τετραγώνων τών 
πλευρών τοΟ ΑΒΓ. 

Δηλαδή: έάν προεκτείνωμεν τάς πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ κατά τήν αύτήν φοράν, κατά μήκη ΒΑ', ΓΒ\ ΑΓ' άντι- 
στοίχως Τσα πρός τάς πλευράς, καί φέοωμεν τάς εύθείας Α'Γ, 
ΒΆ, Γ'Β θά δχωμεν : 

Α Τ» + ΒΆ 3 + Γ'Β* = 3 (ΑΒ· + ΒΓ* + Γ Α 1 ). 

Παρατήρηοις. Παραθέτομεν τό Τδιον σχήμα τό δοθέν Οπό τοΟ 
Υεοΐβη, συμπληροΟντες αύτό καί διά τών κέντρων τών τετραγώ¬ 
νων. Καθ' όσον γνωρίζομεν, ό Ε&ΐββηΐ: είναι ό πρώτος, ΰστις έθεώ- 
ρησε τά κέντρα τών έπί τών πλευρών πολυγώνου κατασκευαζομέ- 
νων τετραγώνων (IV, 1877, σ. 368 καί 400, ζητήματα 290 καί 302). 
Ή εύθεΐα Β'Γ' είναι παράλληλος πρός τήν ΔΗ καί Τση πρός τό 
ήμισυ αύτής.—*0 προσδιορισμός τοΟ σημείου Σ, άρα καί τής ΑΣΤ 
εύθείας, δέν άπαιτεΐ παρά τήν άγωγήν τών Ισων καί όρθογωνίων 
εύθειών ΒΙ, ΓΕ· τό αύτό συμβαίνει καί διά τόν όρισμόν τοϋ ση¬ 
μείου Α' καί τής εύθείας ΑΣΤΑ'. 

ΕΤναι όμως φυσικωτέρα ή άγωγή τών διαγωνίων ΒΖ, Γθ κλπ. 
διά τόν όρισμόν τών κέντρων τών τετραγώνων καί τήν εϋρεσιν 
τοΟ σημείου Τ τοϋ νβϋίβη, κοινής τομής τών ΑΑ\ ΒΒ', ΓΓ'. 

1773μ. Σημείωοις. Τό προηγούμενον ζήτημα εύρίσκεται είς τά 
Α . ά. Ο. (τόμ. VII (1816-1817), σ. 321) καί όφείλεται είς τόν 
Υβοίεη, καθηγητήν τών ειδικών Μαθηματικών είς Νίπιβδ. 

Τό κοινόν σημεΐον Τ τών εύθειών ΓΚ, ΒΠ, ΑΣ θά πρέπει νά 
όνομάζεται σημεΐον τον λίβοίβη. 

Ό ]. ΝβυδβΓ* (Ν. €. ΛΓ., τόμ. IV. 1878, σ. 142 - 145, η°* 4 
καί 5), συνεπλήρωσεν ώς έξης τήν άρχικήν έκφώνησιν του θεω¬ 
ρήματος: 

ΑΙ εϋύεΐαι ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' είναι άντιστοίχως , Τσάι χαι χά&ετοι £πι 
εΜείας Β'Γ', ΓΆ', Α'Β'. 

Αί εν&εΐαι ΑΑ', ΒΙ, ΓΕ και ΔΗ τέμνονται εϊς τό αυτό σημεΐον . 

Ή 4η πρότασις τοΟ θεωρήματος τοό νβοΐβη δύναται νά λάβη 
τώρα καί τήν έζής μορφήν: 

Αί εν&εΐαι ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' τέμνονται είς τό αυτό σημεΐον Τ η σημεΐον 
τον νβΰίβη' έπειδή κεϊνται έπί τών ύψών τοΟ τριγώνου Α'Β'Γ'. 

1773 ν. Διά τό πρόβλημα: Νά χαταοχενασ&η τρίγωνον ΑΒΓ £χ 
τών κέντρων Α', Β\ Γ'. τών έπι τών πλευρών τον χατασχεναζομένων τε¬ 
τραγώνων , βλέπε : IV. (7., τόμ. VI, 1880, σ. 364, ]. Νεάζει·#· σ. 509, 
Ε. Εεχηοίηε.— Α. Γ., Μασσαλία, 1891, σ. 38-43, Εά. ΟοΠί^ηοη. 



